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Resumen. Efectuamos una breve revisién de los resultados obtenidos en los
dltimos afos por diversos autores en los que se pone de relieve la estructura de
modelo o no lineal (MoNL) para las ecuaciones de Einstein con dos vectores de
Killing conmutantes, Se estudian sus propiedades de integrabilidad, pares de
Lax, método de scattering inverso y las algebras de Lie de dimensién infinita
de las transformaciones de simetrfa dindmica (Algebras de Kac-Moody) aso-
ciadas.

PACS: 04.20.Jb; 02.10.+w

1. Introduccién

Las ecuaciones de la relatividad general son un complicado sistema de ecuaciones
altamente no lineal y acoplado para los campos que definen el tensor métrico.

Ello ha hecho que durante mucho tiempo hubiera desesperacién por encontrar
familias completas de soluciones, atin para los casos més simples en que se imponen
ciertas simetrias sobre las ecuaciones.

Sin embargo, desde la temprana conjetura de' Geroch para espacio-tiempo
axialmente simétricos y estacionarios (EASE’s), un largo y fructifero camino ha
sido recorrido. En él han confluido notablemente la intuicién de los relativistas,
la experiencia de los particulistas en el manejo de ciertos modelos de campos que
resultaron homélogos a la relatividad bidimensional y el manejo de las técnicas de
analisis funcional y teoria de grupos desarrolladas por los matematicos.

La conjetura de Geroch [7] suponfa que los EASE’s pueden ser generados del
espacio de Minkowski, aplicando el grupo de Geroch K de transformaciones de
dimensién infinita.

Hauser y Ernst, recientemente [10,11} probaron una version de dicha conjetura:

Sea Vj” el conjunto de todos los espacio-tiempos axisimétricos estacionarios, cuyas
variedades incluyen cada una al menos un punto del eje en el que uno de los dos
vectores de Killing que caracterizan el espacio-tiempo es tipo tiempo.

Existe un subgrupo K de K tal que cada dado miembro de Vi’ puede ser generado
del espacio de Minkowski por al menos un miembro de K; conversamente cualquier
miembro dado de K mapea el espacio de Minkowski en un miembro de Ve
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De hecho, el método de Hauser y Ernst consistia en una aplicacién del pro-
blema de Riemann-Hilbert a la relatividad general. La esencia de la misma era
la exponenciacién de las transformaciones infinitesimales de Geroch-Kinnnersley
[14,15].

Esta prueba daba consistencia a la conjetura de Maison (22| de que las so-
luciones de Einstein que admiten un grupo abeliano biparamétrico de isometrias
constituyen un sistema hamiltoniano completamente integrable, similar a la bien
conocida ecuacién de Sine-Gordon.

El trabajo de Maison consisti6 en encontrar un problema lineal de autovalores,
en el sentido de Lax [21], que dio lugar a la otra aplicacién importante del
problema de Riemann-Hilbert que fue el método de scattering inverso de Belinskii
y Zakharov [1].

Comparando el problema de R-H con el método de scattering inverso (ISM), el
método 1ltimo basado en una técnica similar correponde sin embargo al espectro
discreto.

Por este motivo se denominé “soliténicas” a las soluciones asi obtenidas. En
la Ref. [5] se efectiia un analisis detallado de la estructura geométrica relacionada
con estas soluciones soliténicas a partir del estudio del comportamiento algebraico
de los polos de la matriz de scattering asociada con la técnica de construccién.

Ademds, estos y otros métodos fueron también desarrollados y perfecciona-
dos: transformaciones de Bicklund [19], estructuras de prolongacién [15,30] y las
relaciones entre ellas fueron estudiadas por Cosgrove [4].

En la base de todos ellos est4 la similitud con los modelos o-no lineales (MoNL)
en espacios simétricos y su generalizacién, los modelos quirales principales, o las
ecuaciones de Yang-Mills autoduales, en modelos cuadridimensionales superqui-
rales y los modelos de Yang-Mills supersimétricos.

En estos casos, las ecuaciones no lineales a derivadas parciales aparecen en la
forma de ecuaciones de movimiento para campos escalares (los campos o).

Todas estas ecuaciones tienen un sistema de linearizacién conocido. Una vez
construido éste, los métodos como el problema homogéneo de R-H o el denominado
método H [27], permiten procedimientos simples y sistematicos para encontrar
expresiones explicitas de las transformaciones de simetria ocultas y derivar las
infinitas relaciones de conmutacién entre ellas.

El grupo de Geroch es probablemente el primer ejemplo en la fisica matemética
de la existencia de un grupo de simetrias de dimensién infinita para un cierto
sistema no lineal.

Recientemente, la construccién explicita del dlgebra afin (dlgebra de Kac-
Moody) asociada a dicho grupo ha sido realizada por varios autores [28,29] sim-
plificando la introduccién de la infinita jerarquia de potenciales desarrollada por
Kinnersley y Chitre [17].

Al mismo tiempo que los particulistas estudiaban los modelos de resonancia
dual que evolucionaron en las teorfas de String, V. Kac y B. Moody [14,24]
iniciaron en forma independiente el estudio de una clase de dlgebra de Lie de
dimensién infinita asociada a dlgebras de Lie compactas de dimensién finita.
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Schmidt [27] ha demostrado ademas que esencialmente un dlgebra afin de este
tipo asociada al grupo de Geroch es un dlgebra de Lie Banach, esto es un espacio
de Banach cuyo producto de Lie continuo determina univocamente el grupo local
cuyos elementos pueden ser marcados por puntos en el espacio de Banach y la
multiplicacién es diferenciable.

La relacién entonces entre las transformaciones infinitesimales desarrolladas
por Geroch y sus continuadores y las transformaciones finitas es puesta de ma-
nifiesto en la conclusién de que el grupo de Geroch es, precisamente, un grupo de
Lie Banach.

Con respecto a la generalizacién de estas técnicas y resultados a los casos no
estacionarios (los dos vectores Killing son tipo espacio) que representan ondas
gravitacionales planas o modelos cosmolégicos, una cierta cantidad de trabajo
resta por hacer.

Es necesario ser cuidadoso pues la forma diagonal en bloques de la métrica
(ver férmulas 4.1 y 4.2 mds adelante) para el caso no estacionario s6lo puede ser
una asuncién (23], mientras que en el caso estacionario dicha estructura es posible
(ver teorema 17.1 en la Ref. [20]).

Pero ademds el hecho de que las ecuaciones se hagan ahora hiperbdlicas y
no elipticas para la métrica 2 x 2 (comparar con la ecuacién (4.3)), si bien no
da lugar a ninguna dificultad en la aplicacién de estos métodos hace que sea
sumamente dificil esperar un anilogo de la prueba de la conjetura de Geroch para
espacio-tiempo no estacionario.

(El eje en el que se requiere analiticidad de la solucién no existe en estos casos).

El presente “review” est4 organizado de la siguiente manera. En la seccién 2
se presentan los MoNL, se estudian sus ecuaciones de movimiento y propiedades
de simetria. En la seccién 3 se generaliza la investigacién a modelos quirales
principales (MQP) y se muestra la relacién explicita con los pares de Lax que
permiten linearizar el sistema. Se introduce asimismo la nocién de equivalencia
de Gauge de sistemas no lineales presentada en la Ref. [32]. En la seccién 4 se
analizan las ecuaciones de Einstein para un G%—, se muestra su relacién con los
MoNL y se construyen los pares de Lax. En la seccién 5 se definen las dlgebras de
Kac-Moody més o menos formalmente y se revé el método H (similar al problema
de Riemannn-Hilbert) desarrollado por Wu-Ge [29] y se comenta el trabajo de
Julia [13] sobre el elemento central de dicha élgebra.

2. El MoNL o (2,1) y sus simetrias

El MoNL describe en general N campos escalares sin masa o*, ¢ = 1,..., N
en un espacio tiempo general sujetos a la condicién

S
go; =1,

o' = o'(zh), 1)
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donde z# son una base courdenada del espacio-tiempo. Esta condicién admite en
general un grupo de simetrias ante transformaciones lineales de los campos en sf
mismos, que caracteriza al modelo.

Listos modelos cubren una amplia variedad de casos fisicos: el caso isotrépico
de una cadena de spines continua (el ferromagneto de Heisenberg), la ecuacién de
Schrodinger no lineal en el caso de atraccion, etc.

Basicamente los campos escalares se describen por un lagrangiano libre, con
la condicién de vinculo (2.1) explicitada por un multiplicador de Lagrange.

Para el caso 0(2,1) los campos satisfacen

a“abnab =1, nqp = diag(1,—1,-1), (22)
o? =eo%(aP], o =1,2,8; = 1,2,), '
y el lagrangiano es
Ly = %aﬂo“aﬂaa — %A(o“aa —-1), (2.3)
con A un multiplicador de Lagrange.
Las ecuaciones de movimiento son
b
3udto® = 038,0"c"c?, (2.4)

A= Obaﬂa'udb = —-aﬁa'u'abdb.

la restriccién de que los campos tomen valores sobre el hiperboloide que define (2.2)
implica que la simetria es realizada por el grupo o(2,1) de transformaciones que
deja invariante dicha hipersuperficie en R".

El isomorfismo local o(2,1) ~ SU(1,1) ~ SL(2,R) permite reparametrizar
el lagrangiano definiendo esencialmente dos campos reales e independientes de la
siguiente manera:

1_ 1+ (@ + 9% ¢ s_1-(8®+vY

2
_ . = 2.5
y 29 Ty 20 o
Las ecuaciones (2.5) definen univocamente ¢ y v:
1 o?
e e
g g ol 4 o3° (2:8)
El lagrangiano queda expresado como!
Mt poH Oupa#
5= 22 B Ol (2.7)

$? '

LEl modelo ¢ que proponemos difiere ligeramente de algunos otros presentados en la literatura (e.g. Ref. [26]).
Creemos que nuestra formulacién evita confusién sobre la realidad de campos o%, ¥y .



Modelos no lineales, dlgebras y la relatividad general 5

y las ecuaciones de Euler quedan

(8u¥0"¢ — 0u¢0"9)

o, — =)}
¥ - (2.8)
49— —+H—=0
¥
La definicién de un potencial complejo,
E =1 +1¢, (2.9)
permite escribir la siguiente ecuacién compleja para E:
1
HE — ——0d*EJ'E = 2.1
9,0"'E ReEa EJ"E =0, (2.10)

que es la ecuacién de Ernst de la relatividad general [3].

Las siguientes, son transformaciones de simetria para la Ec. (2.10) (el potencial
E) [16,26,28):

E — E —ia, (2.11)

E — BE, (2.12)

B (2.13)
vE+1’ ’

donde a, 3, y 7 son constantes reales.

La Ec. (2.11) es una transformacién de Gauge pura originada en que la
Ec. (2.10) define Im E' a menos de una constante.

La Ec. (2.12) corresponde a un reescalamiento global y la Ec. (2.13) es una
transformacién no trivial que corresponde a la rotacién de dualidad gravitacional
descubierta por Ehlers [7,9,28].

Resulta interesante observar como cambian los campos o', o2 y o® frente a
las transformaciones {2.112, (2.12) y (2.13).

Denominamos o' = (o, 0¥, 5%)
f
o =To
con
1+a?2/2 —a o?/2
Ty = a 1 a (2.14)
—a?/2 a 1-a?/2
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corresponde a la transformacién (2.11). Para (2.12)

1+8%2 0 1-p2
), (2.15)

Tg:(zﬁ)"l( 0 238 0
1-82 0 1+4?

v para la transformacién (2.13) se tiene

TH 4 2

Ty = —ny 1 '21 . (2.16)
P2 -y =7A

Todas las matrices (2.14), (2.15) y (2.16) tienen det T; = 1 y dejan invariante la

forma bilineal a"abnab = 1, lo que significa que son elementos de o(2,1) mientras

que las transformaciones (2.11), (2.12), (2.13) son una realizacién de SL(2, R).
Por ejemplo (2.13) se puede representar como la accién del grupo de Ehlers

sobre el potencial E [4,18]:

asE + 1og

B =|[P)aB = (2.17)

&1 — iazE !

(P)o € P (grupo de Ehlers) € SL(2,R),

a:(al cxz)’ det a = 1.
as Oy

En (2.17) el grupo de Ehlers no actia linealmente. Sin embargo, la accién de
0(2,1) sobre los campos o, si es lineal.

Este tipo de simetrias que aparecen en forma no lineal representan lo que se
denomina en la literatura una simetria oculta (hidden symmetry).

Veamos ahora que la geometria diferencial introduce una clarificacién adicio-
nal sobre la integrabilidad de estos sistemas.

Ya hemos visto que los campos definidos por (2.2) y (2.3) determinan un
hiperboloide bidimensional.

Como es sabido, la teoria de superficies estudia las condiciones en que una
variedad riemanniana V, puede ser embebida en un espacio real plano Rp+p
(espacio cuyo tensor de curvatura riemanniano se anula idénticamente).

El teorema de la incrustacién [2] determina una solucién a este problema
cuando se satisfacen las ecuaciones de Gauss—Ricci-Codazzi que aparecen como
las condiciones de integrabilidad de vectores que expanden la variedad V;, como
una hipersuperficie (en general con curvatura no nula) en el espacio plano Ry p.

A partir de los campos (2.2) y (2.3) se puede definir una forma fundamental

ds? = do®do® = (ovﬁ,)‘Z dt? + (e%) dz?; (2.18)
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hemos elegido z! = t, z2 = z. La coma, indica derivada parcial usual.
Dado que podemos definir la siguiente condicién de vinculo consistente con la
invariancia conforme de la ecuacién de movimiento (2.4),

(9¢0®)? = (890%)? = 1, (2.19)

donde
E=(z+t)/2 v n=(z-1)/2

las ecuaciones de Gauss:

Rijkr = bixbji — bybji, (2-20)
y Codazzi:

by — iye=0; tt gy dg=1,2 (2.21)

donde b;; es la segunda forma fundamental y R;;y; es el tensor riemanniano usual

(notar que para el caso bidimensional (2.20) es una tnica ecuacién).
Luego de elegir coordenadas,

2
] oy
f(z,t) = tan ey (2.22)
o4
con la métrica inducida
ds® = sen® 0 dt? + cos? 6 dz?, (2.23)
conducen a la ecuacién
Oz — @y = sena, (2.24)
con a = 260, que es la bien conocida ecuacién de Sine-Gordon.
Si en cambio se eligen coordenadas isotrépicas.
ds¥ = \(z,t)(dz? = dt?), (2.25)

con
z =cot(f/2)seny) y t=cot(d/2)cos,
la ecuacién de Gauss se reduce a la ecuacién de Liouville:

¢,zz + ¢Iu = —2£¢ (2.26)



8 M.C. Diaz
3. Generalizacién a modelos quirales principales (MQP) bidimensionales
Para (MQP) la densidad lagrangiana es

L = jgtr{dugd*g '}, (3.1)

con g(t,z) € GL(n,C) un grupo matricial de Lie.
En coordenadas nulas £ =t +z,n =1t —z,

L= 1tr{0¢gdpa™"} (3.2)
y las ecuaciones de movimiento son
(g™ Bng) + A9~ "0¢g) = 0. (3)
Es facil verificar que para

(Y ey
g‘(w (¢2+¢2)/w2) 14

se recobra el lagrangiano (2.7).
La introduccién de un potencial de Gauge compuesto

Ag =g '0eg=1U

3.5
Ap=g lopg=V @3)

permite escribir las ecuaciones de movimiento (3.3) en la forma
g Ay + OgAg = 3¢V + 9yU = 0. (3.6)

Pero el paso crucial es la definicién de un potencial ® (twist potential) tal que

9,0 =U92,
¢ (3.7)
M@=V
y la condicién de integrabilidad del sistema entonces es
Uy - Ve +[U,V]=0. (3.8)

Es decir existe un sistema lineal (3.7) asociado a las ecuaciones de movimiento
no lineales (3.3) si y sélo si existe un potencial compuesto (3.5) que satisfaga (3.8).

Estos sistemas son integrables mediante el método de scattering inverso y
admiten una representacién de Lax.

La interpretacién geométrica de (3.8) es sencilla. En una representacién de
Lax como (3.7) & € GL(n,C), U,V € M(n,C).
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U,V son funciones que dependen no sélo de g, g¢, gy de £ y de 7, sino también
de un pardmetro espectral complejo A.

Se pide que U y V sean funciones meromoérficas de A de manera que su
expansién en serie de Laurent da lugar a un sistema de ecuaciones no lineales
para los coeficientes de dicha expansién.

Estas ecuaciones pueden ser integradas por medio de la técnica de scattering
inverso (M.SI) usando el sistema (3.7).

U y V se pueden interpretar como coeficientes de la conexién en el espacio
fibrado con base en R? y fibra GL(n, C). La ecuacién (3.8) significa que la
conexién es plana.

Zakharov y Takhtadzhyan [32] introdujeron el concepto de equivalencia de
Gauge de ecuaciones no lineales integrables por el método de scattering inverso.

Dos ecuaciones de tal tipo se dice que son equivalentes de Gauge si correspon-
dientes conexiones planas U;, V.?" 7 = 1,2 son definidas en el mismo fibrado y son
obtenidas una de otra por medio de una transformacién de Gauge independiente
de X; esto es,

Ul - QUzg_l,
it 4 (3.9)
Vi=gVag™ " +ge9 7,

donde g(&,n7) € GL(n,C). Los correspondientes sistemas de ecuaciones diferen-
ciales lineales se relacionan: -

(I’l = g<I)2. (3.10)

Una representacién de Lax (21, 26, 31] admisible por (3.3) es

A
af‘l’ = I——AU@,
5 (3.11)
Opd = ——
o 1+AVQ

o equivalentemente
0¢® = A0 +U)®,
¢ =M% +0) (3.12)
3,® = —A(8y + V)2,

donde A€ Cy ® = &(A,n,¢).

4. La relatividad general con un Gii'
Cuando la simetria que imponemos sobre una solucién de las ecuaciones de

Einstein de la relatividad general estd determinada por la existencia de dos vec-
tores de Killing que conmutan es posible escribir la métrica

ds? = L (2)(d22 — dt?) + g4 p(t, 2) dzhdzB, A, B=1,2, (4.1)
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donde detgyp = a? > 0, en el caso no estacionario en el que las érbitas son tipo
espacio.

Para los casos estacionarios las érbitas del grupo son tipo tiempo y se puede
escribir

ds? = e}:‘(z"")(dr2 +dy?) + gap(z,v) drAdzB, (4.2)

ahora det g4 = —a? < 0. Nos limitaremos a estudiar (3.1).
Las ecuaciones de Einstein de vacio Ry, = 0 se pueden escribir en coordenadas

§m

(agflgg),n 4 (Otg_lgn),f =0, (4.3)

mientras que las ecuaciones para I' son

Alna 1

=+ tr(ag ! - 9¢g)?

¢ delna  40d:a t(ag™ - 9eq)”,
£ 3 (4.4)
3 ina 1 i "

T = + tr(ag™ " - 9pg)”.

Iplna  4adpa

Claramente (4.3) es de la forma (3.3) para MQP.

Una vez obtenida g4 de (4.3), T se obtiene por cuadratura de (4.4).

La relacién de (4.1) con un MoNL puede establecerse directamente mediante
la notacién de Lewis—Papapetrou [25].

—al ! wf
QAB—a[wf w2f+1/f}' (4.5)

]

La identificacién g4 g = ag donde g es la matriz (3.4) nos da f = (1/¢),w = ¢
y en términos de los campos 0, g4p queda
1 3 2

+ o g
aan=["h" 2T 4

Finalmente, si a = €% — n%, que corresponde a cosmologias planas para ciertos
limites apropiados, tenemos

(62 -n?) +2¢  €2—n?

Ty = Lo¢),

T E@-me e (o¢ - o¢) (1)
(2-nY) +2¢ & -1 '

Te = (&2 j n2)n i 8n (o -oy).

Un sistema equivalente al (3.11) fue construido para la métrica (4.1) por
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Belinski-Zakharov [1]:

I

2 ay U
(9e - 2%0)) 3,

-« A—a

2y 1%
(6,, * _)\+aa)‘)q> A+ a@’

(4.8)

con U = fozg’eg_l, Vi= ag,ng"l.

Dada una métrica de partida se obtiene la correspondiente métrica soliténica
por métodos puramente algebraicos. Sobre la técnica en si y las propiedades de la
solucién obtenida remitimos a las referencias [1,5,23].

Para sistemas lineales como (4.8) se pueden derivar un nidmero infinito de
corrientes conservadas, transformaciones de Backlund [19] y algebra de Lie afines
de transformaciones de simetria de dimensién infinita.

5. Transformaciones de Riemann-Hilbert y las algebras de Kac-Moody en
relatividad general

5.1. Algebras afines. Definicion

Un dlgebra de Lie estd completamente determinada por sus constantes de
estructura cj,. Las dlgebras de Lie bien conocidas por los relativistas estén
determinadas por un nitmero finito de generadores L* con el corchete de Lie
[La,Lb] — Cabch-

Por ejemplo SU(2) tiene tres generadores con las constantes de estructura
Cabe = €qbe (€l tensor antisimétrico).

La representacién spinorial se puede realizar con

a

o ' .
L = o con 0% las matrices de Pauli
7

Un dlgebra de dimensién infinita (con inifitos pardmetros) tiene un ndmero
infinito de generadores.

El 4lgebra afin de Kac-Moody de tipo 1 [6] asociada con un algebra de Lie
semisimple G es

GeCltt e,

Los generadores son M y P con relaciones de conmutacién

(Mg, ME] = ¢® M |y + nn,—me(tr(L° - LP)) P, (5.1a)
[P, MZ] =0, (5.1b)
donde m,n = —o0,...,—1,0,1,...,00, L® son los generadores matriciales de G,

cgb las constantes de estructura de G y ¢ un nimero constante.
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El término cn 6n’_m(tr(L"Lb))P se denomina la extensién central y se anula
idénticamente para n,m =0,1,2,...,00.
Si P =0 (5.1) deviene
(M3, Mp] = ¢ My . (5.2)
El algebra definida por (5.2) se denomina un algebra de loop:
G® Clt,t71].
Una representacién que define a los generadores (5.2) es
M2:= Lh@ 17 (5.3)

Por ejemplo para G = SU(2) y L® = 0%/24,

1 1 n
aﬂ"!l = U_ ® tn = == [ On t ] 3
® 2 2 =~ 0 (5 4)
M2 = ITa ™ b 12 @ ’
n - 2 _tﬂ- O L] n = 21 D ‘*tn .

Dado que n puede ser positivo o negativo y en general t € C se explica la
notacién C[t,t‘l}: si [t[’a =1yt = ¢ describe un circulo o loop y (5.3) es un
mapa de 6! a elementos de G, y los elementos de M2 de (5.3) se denominan loops
en G.

Las representaciones de M difieren segin las teorias.

Para P = I se puede obtener M para G = SL(2,C) (3.1b) se satisface
trivialmente. En una base ortonormal de L% tr L*Lb = 6, y (5.1) queda:

(M2, M2)] = ¢ M, + nbp,—mecby. (5.5)

La extensién central denotada @&C, define ahora una estructura mucho menos
trivial que un algebra de loop.

Si P = I, pero nm > 0, nuevamente la extensién central desaparece. En este
caso el 4lgebra es la mitad del dlgebra de Kac-Moody afin, se denota G @ C[t] y
sus relaciones de conmutacion son:

(M2, MY = e M, (5.6)

5.2. El método H de Ge y Wu

El asi llamado método H explota el sistema lineal (3.11) para obtener las
simetrias ocultas.
En este método, una solucién ® a las ecuaciones (3.11) se usa para construir
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explicitamente una transformacién de los campos de interés g(&,n) que contienen
el parametro espectral A a través de ® y una vez expandido en serie de potencia
de A genera un conjunto infinito de transformaciones infinitesimales:

g~159 = _@(A, 61 n)LQQ-l(A, 6; ﬂ)

. i AN =150 (5.7)
n=0

con Ly = a®Ly, La € SL(2, R) son los generadores, a® constantes infinitesimales.
Si usamos la ecuacién (3.11) junto con la normalizacién

(a=0,¢1)=1, (5.8)

§U =—1/%,  9¢(2La®7Y),

(5.9)
6V =1/, 3y (®La® 1),
y las ecuaciones de movimiento (3.5) y (3.6) son invariantes bajo la transfor-
macién (5.7).

Sig(€,7) es una solucién de (3.5) y (3.6), también lo es g+ég y en consecuencia
g+6Mg, (n>0).

Construyamos ahora el sistema de linearizacién de Hauser y Ernst [11].

Partiendo de (4.1) y (4.3) definamos el potencial matricial complejo de Ernst
E=gq+id:

9¢® = igﬂ%g,
1 (5.10)

Op® = —
n ageafg,

E:{—Ol 3]

Las condiciones necesarias y suficientes para que F sea el potencial de Ernst
de algin espacio tiempo son

con

Im(E + ET) = 28,

(5.11)
2(8 + o*)dE = (E + E') (i) d,
donde f es una solucién independiente de la ecuacién de ondas (agq =0 = Bey)
tal que *dB = do. * denota al operador dual de Hodge y d es la derivada exterior
usual t significa hermitiano conjugado.

El par de Lax para la ecuacién (5.11) es

dF(t) = D(t)ieF(t), (5.12)
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con

T(t) = [1-2t(8 + «*)] 1 dE, (5.13)

donde ¢ es un parametro complejo. F = F(£,7,t) es una matrix 2 x 2.
Se puede elegir

F0)=1, F(0)= (me)
(1 - 26t) — (2a2)2)V/2F(r) =
F(t)}(ie)[1 — t(E + ET)ze]F(t) =

donde

Fot = (ra)t,  F) = ‘”;E*) . (5.14)

Requerimientos que fijan la dependencia con ¢t de F totalmente.
La prolongacién de la validez de estas ecuaciones nos da para G(t) como
funcién de [/t

dG(t) = L(t)iG(1), (5.15)
I'(t) = ((t - 2(8 + o*)) " dE,
dE = —2(8 + o*) dG(0) - G"1(0)ie,
_28)? — (26)%11/2 ge .
[(t - 28)* — (2)*]/? det G(2) (5.16)

(t)*ielt — (E+ EN)idG(t) =

Las transformaciones de simetria apropiadas para los sistemas linearizados
(5.12) y (5.13) son:

6:(NE = f AVErE = fi[F(A)LaF’l(A) — Lglte, (5.17)
n=0 o
5Q(A)E = i ARE = A[G(A)LaG™Y(A) — Lalte, (5.17)
; n=0

con F(v) y G(v) soluciones de (5.12), (5.14) y (5.15), (5.16), respectivamente,
siendo analiticas alrededor de A = 0:

Lo =a"Lg € SL(2,R), estoes trLg=0
(aq infinitesimal).

Se puede mostrar que E+8,(A\)Ey E +5a(A)E satisfacen las ecuaciones (5.10)
y (5.11) para el potencial de Ernst.
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Entonces &q(A)E, 8a(A)E y en consecuencia, todas las 62 y §ME, (n > 0)
son simetrias ocultas del problema.
Volviendo a las variables originales g, tenemos

b= 3 sl = é Re[F(\) LaF~1(A)ie], (5.18)
n=0

ba(A)g = i A g = ARe|G(A) LG~ (N)ie. (5.18)
n=0

Ademaés de preservar las ecuaciones de movimiento dejan invariante la simetria
y el determinante de la métrica.

Para construir explicitamente el dlgebra afin asociada a estas transformaciones
de simetria debemos calcular los conmutadores entre las transformaciones (5.17)
y (5.17).

Observamos que podemos identificar 6,(A)F(t) como

Sa(NF(t) = Z-_%[F(A)L(,F*I{A) ~Ft)LF\0))F(1),  (5.19)

mirando que el lado derecho de esta tltima ecuacién satisface todas las ecuacio-
nes (5.12)-(5.14) para F(t) + 6F(t).
Usédndola se encuentra

Abe(A) — Mo (N
[6a(3), 85(N)|E = a®pcss (%(—’) 5, (5.20)
donde [Lq, Lp] = ¢y Le. Conduce a la mitad del dlgebra afin SL[(2, R) ® R(t)|
para 6¢(.m)E, m > 0.
Para obtener la otra mitad se debe observar primero la existencia de otro
conjunto infinito de corrientes conservadas no local que pueden ser indexadas con
enteros negativos. A partir de esta observacién se pueden construir el dlgebra afin

completa con un método similar al aqui empleado.
El dlgebra completa es SL(2, R) ® R[t,t™}]

MM, MI™|E = 6" ™ B (5.21)
luego de haber remarcado
EmME=6{™E (m>1) (8%E=0).
Por otro lado Julia tuvo éxito en identificar el término central K de la

ecuacién (5.1) con el coeficiente el de la ecuacién (4.1).
Las ideas basicas son las siguientes:
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Las élgebras afines de Kac-Moody asociadas a grupos de Lie ordinarios de
dimensién finita por la extensién usual que se denomina diagrama de Dynkin
deben corresponder a estos, también.

Por ejemplo esto debe suceder con el grupo de simetria de la relatividad general
que debe ir a un grupo G(1) de transformaciones de Lie que dejan invariantes las
ecuaciones de movimiento de esta teoria reducida a 3-dimensiones.

En el grupo de Geroch una SL(2, R) es consecuencia de la invariancia conforme
de la teorfa [16], luego de ser reducido el problema a 2 dimensiones.

La otra SL(2, R) actia naturalmente sobre el espacio de soluciones y corres-
ponde a las transformaciones de Ehlers (2.13).

La observacién de Julia es que en la teoria de campos quirales, el grupo aparece
de dos maneras: como un conjunto de transformaciones y también en el espacio
homogéneo.

Pero ademas un subconjunto de soluciones debe ser también un espacio co-
grupo del grupo. Esto llevé a Julia a considerar dos candidatos H para reformular
las ecuaciones de Geroch como un modelo quiral G(l)/H.

El primero es el subgrupo compacto maximal K de relt) v se pueden iden-
tificar los cuatro campos bdsicos de la teoria con las cuatro coordenadas en
(Gl(2,R)/S(2)) ® R™. El primer factor describe la parte interna de la métrica y
el segundo término es el factor el que prescribe la métrica 2 x 2 en las direcciones
no ignorables.

As{ GI(2,R) ® R™ actiia sobre la izquierda y R es central pero actia sobre si
mismo por multiplicacién izquierda. Esta es la accién de é (la carga central en el
gupo afin) sobre el factor conforme (la coordenada a lo largo del generador central
en G/K).

Estos resultados pueden ser de interés para ulteriores generalizaciones a la
relatividad general sin reduccién dimensional.
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Abstract. We review briefly the results obtained in the recent past years
by several authors concerned with the non linear o-model structure of the
Einstein’s equations for metrics with two conmuting Killing vectors. We study
their integrability properties, Lax pairs, inverse scattering method and the
infinite dimensional Lie Algebras of dynamical symmetry transformations
(Kac-Moody Algebras) associated.



