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Rellutnen. Efectuamos una breve revisión de los resultlldos obtenidos en los
últimos años por diversos Autores en los que se pone de relieve la estructura de
modelo u no lineal (MuNL) parlllas ecuaciones de Einstein con dos vectores de
Killing conmutllnt.es. Se estudilln sus propieclades de int.egrll.bilidad, plU'es de
Lll.x, mét.odo de scattering inverso y las álgebras de Lic de dimensión infinita
de las transformaciones de simetría dinámica (AIgebras de l<ac-Moody) aso-
ciadas.

PACS: 04.20.Jb; 02.1O.+w

1. Introducción

Las ecuaciones de la relatividad general son un complicado sistema de ecuacione~
altamente no lineal y acoplado para los campos que definen el tensor m(~trico.

Ello ha hecho que durante mucho tiempo hubiera desesperación por enCOntrar
familias completas de soluciones, aún para los casos más simples en que se imponen
ciertas simetrías sobre las ecuaciones.

Sin embargo, desde la temprana conjetura. de Gcroch para espacio-tiempo
axialmente simétricos y estacionarios (EASE's), un largo y fructífero camino ha
sido recorrido. En él han confluido notablemente la intuición de los rclati\'istas,
la experiencia de los particulistas en el manejo de ciertos modelos de campos que
resultaron homólogos a la relatividad bidimensional y el manejo de las técnicas de
análisis funcional y teoría de grupos desarrolladas por los matemáticos.

La conjetura de Geroch [71 suponía que los EASE's pucdcn ser generarlos del
espacio de Minkowski, aplicando el grupo de Gcroch K de transformacion(~."de
dimensión infinita.

Hauser y Ernst, recientemente' 10,11]proharon una versión d(' dicha conjetura:

Sea Vow el conjunto de todos los espacio-t.iempos axisimélricns l'stacionarios, Ctlyas
variedades incluyen cada una al menos un punto del (.je en ('1 'lile uno de los dos
vectores de Killing que caracterizan el ('sIH'l.cjo-liernpn('s tipo tiempo.
Existe un subgrupo K de JO;: tal que cada dado miembro d(' 1.ll:.1 P\lt~Jc ser g<'lll't:tdo
del espacio de Minkowski por al menos un rnicrnhro cit, f(; (,H1VCrsarncntccualquier
miembro dado de K mapca el espacio de ~1inko\\'ski l'rl UIl rllif~mbrode 1'0' .

• Conf •••~ndll prelentada en la H Reunión Uianual .Ie Rehlti"i<l"J y (¡rll.-itll.dón cieurrolhl,lll rn •.1 rnol;I'Hu
de Altronomla y Floica del E.pacio, nll~nO~ Air~", Arl{enlin", 19 y 20 ,1•• jUlli" r1p l!llln.

+ Dirpcci6n actuIII: D~partmpnt or PhY8iu anci A8lrollnmy, l'n;wr~iry "f I'ithb'ulth, Plllo""rl{h PA 15';:n",
USA.
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De hecho, el método de Hauser y Ernst consistía en una aplicación del pro-
blema de Riemann-Hilbert a la relatividad general. La esencia de la misma era
la exponenciación de las transformaciones infinitesimales de Geroch-Kinnnersley
114,151.

Esta prueba daba consistencia a la conjetura de Maison [221 de que las so-
luciones de Einstein que admiten un grupo abeliano biparamétrico de isometrÍas
constituyen un sistema hamiltoniano completamente integrable, similar a la bien
conocida ecuación de Sine-Gatdoo.

El trabajo de .Maison consistió en encontrar un problema lineal de autovalores,
en el sentido de Lax [21], que dio lugar a la otra aplicación importante del
problema de Riemann-Hilbert que fue el método de 3cattering inverso de Belinskii
y Zakharov [1].

Comparando el problema de R-H con el método de scattering inverso (15M), el
método último basado en una técnica similar correponde sin embargo al espectro
discreto.

Por este motivo se denominó I4solitónicas" a las soluciones así obtenidas. En
la Ref. [5] se efectúa un análisis detallado de la estructura geométrica relacionada
con estas soluciones solitónicas a partir del estudio del comportamiento algebraico
de los polos de la matriz de scattering asociada con la técnica de construcción.

Además, estos y otros métodos fueron también desarrollados y perfecciona-
dos: transformaciones de Diicklund [191, estructuras de prolongación [15,30] y las
relaciones entre ellas fueron estudiadas por Cosgrove 141.

En la base de todos ellos está la similitud con los modelos a-no lineales (Mo NL)
en espacios simétricos y su generalización, los modelos quirales principales, o las
ecuaciones de Yang-MiIls autoduales, en modelos cuadridimensionales superqui-
rales y los modelos de Yang-Mills supersimétricos.

En estos casos, las ecuaciones no lineales a derivadas parciales aparecen en la
forma de ecuaciones de movimiento para campos escalares (los campos a).

Todas estas ecuaciones tienen un sistema de linearización conocido. Una vez
construido éste,los métodos como el problema homogéneo de R-H o el denominado
método H 127J, permiten procedimientos simples y sistemáticos para encontrar
expresiones explícitas de las transformaciones de simetría ocultas y derivar las
infinitas relaciones de conmutación entre ellas.

El grupo de Geroch es probablemente el primer ejemplo en la física matemática
de la existencia de un grupo de simetrías de dimensión infinita para un cierto
sistema no lineal.

Recientemente, la construcción explícita del álgehra afín (álgebra de Kac~
Moody) asociada a dicho grupo ha sido realizada por varios autores [28,291 sim-
plificando la introducción de la infinita jerarquía de potenciales desarrollada por
Kinnersley y Chítre 1171.

Al mismo tiempo que los particulistas estudiaban los modelos de resonancia
dual que evolucionaron en las teorías de String, V. Kac y D. !\.1oody [14,24]
iniciaron en forma independiente el estudio de una clase de álgebra de Lie de
dimensión infinita asociada a álgebras de Lie compactas de dimensión finita.
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Schmidt [27] ha demostrado además que esencialmente un álgebra afín de este
tipo asociada al grupo de Geroch es un álgebra de Lie Banach, esto es un espacio
de Banach cuyo producto de Lie continuo determina unívocamente el grupo local
cuyos elementos pueden ser marcados por puntos en el espacio de Banach y la
multiplicación es diferenciable.

La relación entonces entre las transformaciones infinitesimales desarrolladas
por Geroch y sus continuadores y las transformaciones finitas es puesta de ma-
nifiesto en la conclusión de que el grupo de Geroch es, precisamente, un grupo de
Lie Banach.

Con respecto a la generalización de estas técnicas y resultados a los casos no
estacionarios (los dos vectores Killing son tipo espacio) que representan ondas
gravitacionales planas o modelos cosmológicos, una cierta cantidad de trabajo
resta por hacer.

Es necesario ser cuidadoso pues la forma diagonal en bloques de la métrica
(ver fórmulas 4.1 y 4.2 más adelante) para el caso no estacionario sólo puede ser
una asunción [23], mientras que en el caso estacionario dicha estructura es posible
(ver teorema 17.1 en la Re£. \20]).

Pero además el hecho de que las ecuaciones se hagan ahora hiperbólicas y
no elípticas para la métrica 2 X 2 (comparar con la ecuación (4.3)), si bien no
da lugar a ninguna dificultad en la aplicación de estos métodos hace que sea
sumamente difícil esperar un análogo de la prueba de la conjetura de Geroch para
espacio-tiempo no estacionario.

(El eje en el que se requiere analiticidad de la solución no existe en estos casos).
El presente "review" está organizado de la siguiente manera. En la sección 2

se presentan los MaNL, se estudian sus ecuaciones de movimiento y propiedades
de simetría. En la sección 3 se generaliza la investigación a modelos quirales
principales (MQP) y se muestra la relación explícita con los pares de Lax que
permiten linearizar el sistema. Se introduce asimismo la noción de equivalencia
de Gauge de sistemas no lineales presentada en la Ref. [32J. En la sección 4 se
analizan las ecuaciones de Einstein para un C.j-, se muestra su relación con los
MaNL y se construyen los pares de Lax. En la sección 5 se definen las álgebras de
Kac-Moody más o menos formalmente y se revé el método H (similar al problema
de Riemannn-Hilbert) desarrollado por Wu-Ge \29J y se comenta el trabajo de
Julia 1131 sobre el elemento central de dicha álgebra.

2. El M"Nl o (2.1) y sus simet,i.s

El MaNL describe en general N campos escalares sin masa ai, i = 1, ... ,N
en un espacio tiempo general sujetos a la condición

aiai = 1,

ai = ai(xil),
(2.1)
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oondc xP ¡';Oll una base cOtJrdenada del espacio-tiempo. Esta condición admite en
gen('ral lln grupo de simetrías ante transformaciones lineales de los campos en sí
mi!'Ir..o.!o,que caracteriza al modelo.

E:,tos modelos cubren una amplia variedad de casos físicos: el caso isotrópico
de una cadena de spines continua (el ferromagneto de Heisenberg), la ecuación de
Schrodinger no lineal en el caso de atracción, etc.

Básicamente los campos escalares se describen por un lagrangiano libre, con
la condición de vínculo (2.1) explicitada por un multiplicador de Lagrange.

Para el caso 0(2,1) los campos satisfacen

a b 1(] (J r¡ah = ,
(]a = (]a(xl'),

y el lagrangiano es

ryab = diag(I,-I,-I),

(a = 1,2,3;}i = 1,2,),
(2.2)

con .\ un multiplicador de Lagrange.
La¡;¡ecuaciones de movimiento son

BpBlloa ;;: ObJIlB¡¡'oboa,

.\;;: 0bJllrJ¡¡'ob;;: -rJ¡¡.BIlObOb.

(2.3)

(2.4)

la restricción de que los campos tomen valores sobre el hiperboloide que define (2.2)
implica que la simetría es realizada por el grupo 0(2,1) de transformaciones que
deja invariante dicha hipersuperficie en R3.

El isomorfismo local 0(2,1) - SU(I,I) - SL(2, R) permite reparamotrizar
el lagrangiano definiendo esencialmente dos campos reales e independientes de la
siguiente manera:

31-(4)'+'¡'')a = '_.
2'¡' (2.5)

Las ecuaciones (2.5) definen unívocamente <p y t/J:

1
t/J = --¡--+ 3'a a (2.6)

El lagrangiano queda expresado comol

(2.7)

1El modelo" que proponem08 difiere IillerAmente de algun03 otrol pruentA<to8 en lA literatura (t.g, Ref. 126]).
Cru'rnol que nueltr~ formulAci6n evita conf1l8iñn lobr.IA u'ali<lad <lt CAmpOI " ••, '" y~.
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y las ecuaciones de Euler quedan

La definición de un potencial complejo,

E =.¡, + i</>,

permite escribir la siguiente ecuación compleja para E:

(2.8)

(2.9)

(2.10)

que es la ecuaci6n de Ernst de la relatividad general [31.
Las siguientes, son transformaciones de simetría para la Ec. (2.10) (el potencial

E) 116,26,281:

E - E- in,
E ~ {JE,

E
E- i"1E+1'

(2.11)

(2.12)

(2.13)

donde Q, 13, y "1 son constantes reales.
La Ec. (2.11) es una transformación de Gauge pura originada en que la

Ec. (2.10) define 1mE a menos de una constante.
La Ec. (2.12) corresponde a un reescalamiento global y la Ec. (2.13) es una

transformación no trivial que corresponde a la rotación de dualidad gravitacional
descubierta por Ehlers 17,9,281.

Resulta interesante observar como cambian los campos 0'1, 0'2 Y aS frente a
las transformaciones (2.111' (2.12) Y (2.13).

Denominamos a' = (o ',02', (1S')

a' ;;::Tia

con

(

1 + 0<' /2
TI = Q

-O<' /2
-O<
1
O<

(2.14)
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corresponde a la transformación (2.11). Para (2.12)

(

1 + {32 O
T2 = (2{3)-1 O 2{3

1 - (32 O

y para la transformación (2.13) se tiene

(2.15)

-1
1
-1

(2.16)

Todas las matrices (2.14), (2.15) Y (2.16) tienen det T; = 1 Y dejan invariante la
forma bilineal aaabr¡ab = 1, lo que significa que son elementos de 0(2,1) mientras
que las transformaciones (2.11), (2.12), (2.13) son una realización de SL(2,R).

Por ejemplo (2.13) se puede representar como la acción del grupo de Ehlers
sobre el potencial E [4,18]:

(2.17)

(1')0 E l' (grupo de Ehlers) e SL(2,R),

det" = 1.

En (2.17) el F:rupo de Ehlers no actúa linealmente. Sin embargo, la acción de
0(2,1) sobre los campos a, si es lineal.

Este tipo de simetrías que aparecen en forma no lineal representan lo que se
denomina en la literatura una simetría oculta (h£dden "ymmefry).

Veamos ahora que la geometría diferencial introduce una clarificación adicio-
nal sobre la integrabilidad de estos sistemas.

Ya hemos visto que los campos definidos por (2.2) y (2.3) determinan un
hiperboloide bidimensional.

Como es sabido, la teoría de superficies estudia las condiciones en que una
variedad riemanniana Vn puede ser embebida en un espacio real plano Rn+p
(espado cuyo tensor de curvatura riemanniano se anula idénticamente).

El teorema de la incrustación [2) determina una solución a este problema
cuando se satisfacen las ecuaciones de Gauss-Ricci-Codazzi que aparecen como
las condiciones de integrabilidad de vectores que expanden la variedad Vn como
una hipersuperficie (en general con curvatura no nula) en el espacio plano Rn+p•

A partir de los campos (2.2) y (2.3) se puede definir una forma fundamental

(2.18)
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hemos elegido xl = t, x2 = x. La coma, indica derivada parcial usual.
-Dado que podemos definir la siguiente condición de vínculo consistente con la

invariancia conforme de la ecuación de movimiento (2.4),

(2.19)

donde

E ~ (x + t)/2 Y ry ~ (x - t)/2,

las ecuaciones de Gauss:

(2.20)

y Codazzi:

(2.21)

donde bij es la segunda forma fundamental y R,¡jU es el tensor riemanniano usual
(notar que para el caso bidimensional (2.20) es una única ecuación).

Luego de elegir coordenadas,

~

2
O(x,t) ~ tan-1 -f,

",x

con la métrica inducida

conducen a la ecuación

a,%"%" - a,tt = sen 0,

con a = 26, que es la bien conocida ecuación de Sine--Gordon.
Si en cambio se eligen coordenadas isotrópicas.

con

x~cot(O/2)5en'¡' y t~cot(O/2)C05'¡',

la ecuación de Gauss se reduce a la ecuación de Liouville:

<P,xx + <P," ~ -2."

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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3. Generalización a modelos quirales principales (MQP) bidimensionales

Para (MQP) la densidad lagrangiana es

L = la tr{iI"gil"g-I},
con g(t,x) E GL(n, C) un grupo matricial de Lic.

En coordenadas nulas é = t + X, TJ = t - X,

y las ecuaciones de movimiento son

Es fácil verificar que para

(3.1 )

(3.2)

(3)

(IN9 = 4>N (3.4)

se recobra ellagrangiano (2.7).
La introducción de un potencial de Gauge compuesto

A, = g-lil,g = U

A. = g-lil.g = V

permite escribir las ecuaciones de movimiento (3.3) en la forma

(3.5)

(3.6)

Pero el paso crucial es la definición de un potencial cfi (twist potential) tal que

y la condición de integrabilidad del sistema entonces es

U. - V,+ [U,VI = o.

(3.7)

(3.8)

Es decir existe un sistema lineal (3.7) asociado a las ecuaciones de movimiento
no lineales (3.3) si y s610 si existe un potencial compuesto (3.5) que satisfaga (3.8).

Estos sistemas son integrables mediante el método de scatteTing inverso y
admiten una representaci6n de Lax.

La interpretaci6n geométrica de (3.8) es sencilla. En una representaci6n de
Lax como (3.7) 4>E GL(n,C), U, V E M(n,C).
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u, V son funciones que dependen no sólo de 9, 9~, 9'1 de e y de 7J, sino también
de un parámetro espectral complejo A,

Se pide que U y V sean funciones meromórficas de A de manera que su
expansión en serie de Laurent da lugar a un sistema de ecuaciones no lineales
para los coeficientes de dicha expansión.

Estas ecuaciones pueden ser integradas por medio de la técnica de scattering
inverso (M.SI) usando el sistema (3.7).

U Y V se pueden interpretar como coeficientes de la conexión en el espacio
fibrado con base en R2 y fibra GL(n, e). La ecuación (3.8) significa que la
conexi6n es plana.

Zakharov y Takhtadzhyan [321introdujeron el concepto de equivalencia de
Gauge de ecuaciones no lineales integrables por el método de scattering inverso.

Dos ecuaciones de tal tipo se dice que son equivalentes de Gauge si correspon-
dientes conexiones planas Uf, Vi' j = 1,2 son definidas en el mismo fibrado y son
obtenidas una de otra por medIo de una transformación de Gauge independiente
de Aj esto es,

Ul = 9U29-1,
V V -1 -1
1 = 9 2g + g{g ,

(3.9)

donde g(€,7J) E GL(n,C). Los correspondientes sistemas de ecuaciones diferen-
ciales lineales se relacionan:

Una representación de Lax [21, 26, 311 admisible por (3.3) es

A
a,4> = --U4>

1" 1 _ A 1

A
a.4> = --, V4>,

I+A

o equivalentemente
a{4> = A(a{ + U)4>,

a.4> = -A(a. + V)4>,

donde AE e y 4>'" 4>(A,ry, E).

4. La relatividad general con un Gf

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Cuando la simetría que imponemos sobre una solución de las ecuaciones de
Einstein de la relatividad general está determinada por la existencia. de dos vec-
tores de Killing que conmutan es posible escribir la métrica

A,B = 1,2, (4.1)
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donde detgAB = 0:2> O, en el caso no estacionario en el que las órbitas son tipo
espacio.

Para los casos estacionarios las órbitas del grupo son tipo tiempo y se puede
escribir

(4.2)

~hora detgAB = _0:2 < O. Nos limitaremos a estudiar (3.1).
Las ecuaciones de Einstein de vacío RlJv = Ose pueden escribir en coordenadas

E, ry:

mientras que las ecuaciones para r son

8¿ In a 1 -1 2
8,f = -- + -- tr(ay .8,y) ,

8, Ina 4a8,a

a~lno: 1 -1 2
8.f=-8I +-8-tr(ay .8.y).

11 na 4a 'la

(4.3)

(4.4)

Claramente (4.3) es de la forma (3.3) para MQP.
Una vez obtenida 9AB de (4.3L r se obtiene por cuadratura de (4.4).
La relación de (4.1) con un MO'NL puede establecerse directamente mediante

la notación de Lewis-Papapetrou [25].

(4.5)

La identificación YAFJ =ay donde y es la matriz (3.4) nos da f =(iN), w =q,
y en términos de los campos D, 9AB queda

(4.6)

Finalmente, si o:= e2 - 112, que corresponde a cosmología.'~ planas para ciertos
límites apropiados, tcncmO!l

(4.7)

Un sistema equivalente al (3.11) fue construido para la métrica (4.1) por
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Belin,ki-Zakharov [11:

(a - 2'\0,ua),) 01>= ~0I>,
''\-0 '\-0

( 2'\0) Va"+ ,\+'~a), 01>= ,\+001>,

con U = -og ,g-l, V = og,"g-l.
Dada una' métrica de partida se obtiene la correspondiente métrica solitónica

por métodos puramente algebraicos. Sobre la técnica en sí y las propiedades de la
solución obtenida remitimos a las referencias [1,5,23].

Para sistemas lineales como (4.8) se pueden derivar un número infinito de
corrientes conservadas, transformaciones de Dácklund 119] y álgebra de Lie afines
de transformaciones de simetría de dimensión infinita.

S. Transformaciones de Riemann-Hilbert y las álgebras de Kac-Moody en
relatividad general

5.1. Algebras afines. Definición

Un álgebra de Lie está completamente determinada por sus constantes de
estructura cte. Las álgebras de Lie bien conocidas por los relativistas están
determinadas por un número finito de generadores La con el corchete de Lie
[La,Lbl = cab,L'.

Por ejemplo SU(2) tiene tres generadores con las constantes de estructura
Cabe = (abe (el tensor antisimétrico).

La representación spinorial se puede realizar con

con aa las matrices de Pauli

Un álgebra de dimensión infinita (con inifitos parámetros) tiene un número
infinito de generadores.

El álgebra afín de Kac-Moody de tipo 1 [61 asociada con un álgebra de Lie
semisimple G es

Los generadores son M~ y P con relaciones de conmutación

IAl~,M~] = cab c:M~+m+ nÓn,_mc(tr(La. Lb»P,
[r,M~1 =0,

(S. la)
(S.lb)

donde m,n = -00, ... ,-1,0,1, ... ,00, La son los generadores matriciales de G,
c~b las constantes de estructura de G y c un número constante.
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El término cnén,_m(tr(LaLb))P se denomina la extensión central y se anula
idénticamente para n,m = 0,1,2, ... , oo.

Si P = O (5.1) deviene

(5.2)

El álgebra definida por (5.2) se denomina un álgebra de loop:

Una representación que define a los generadores (5.2) es

Por ejemplo para G ~ SU(2) y La = (Ja /2i,

I (JI n 1[0 tn]
Afll = 2i 0 t. = 2i _tn O

2 1 [O tn 1 3 1 [tnAln = '2 _tn o' Afn = 2i O

(5.3)

(5.4)

Dado que n puede ser positivo o negativo y en general t E C se explica la
notación C[t,t-tl: si 1/12 = 1 Y t = é8 describe un círculo o loop y (5.3) es un
mapa de él a elementos de Gl y los elementos de ~\f:de (5.3) se denominan loops
en G.

Las representaciones de Al: difieren según las teorías.
Para P = 1 se puede obtener Al: para G = SL(2,C) (3.1b) se satisface

trivialmente. En una base ortonormal de V~ tr La Lb = éab y (5.1) queda:

(5.5)

La extensión central denotada $C% define ahora una estructura mucho menos
trivial que un álgebra de loop.

Si P = 1, pero nm > 0, nuevamente la extensión central desaparece. En este
caso el álgebra es la mitad del álgebra de Kac-Moody afín, se denota G 0 C¡t] y
sus relaciones de conmutación son:

(5.6)

5.2. El método H de Ge y Wu

El así llamado método H explota el sistema lineal (3.11) para obtener las
simetrías ocultas.

En este método, una solución 4>a las ecuaciones (3.11) se usa para construir



Modelos no lineales, álgebras y la relatit11'dad general 13

explícitamente una transformación de los campos de interés g( € 1 'fJ) que contienen
el parámetro espectral), a través de ~ y una vez expandido en serie de potencia
de ). genera un conjunto infinito de transformaciones infinitesimales:

g-16g = -01>(.\, €,~)Laol>-l(.\, €,~)
00

= L .\N g-16(n)g,
n=O

(5.7)

con Lo = o:aLa, La E 8L(2, R) son los generadores, 0:4 constantes infinitesimales.
Si usamos la ecuación (3.11) junto con la normalización

oI>(n=O,€,~) = 1, (5.8)

W=-l/.\,

6V = 1/.\,

adol>Laol>-l),

a,(oI>Laol>-l),
(5.9)

y las ecuaciones de movimiento (3.5) y (3.6) son invariantes bajo la transfor-
mación (5.7).

Si g(€,~) es una solución de (3.5) y (3.6), también lo es g+6g y en consecuencia
g + 6(n)g, (n 2 O).

Construyamos ahora el sistema de linearización de Hauser y Ernst I11J.
Partiendo de (4.1) y (4.3) definamos el potencial matricial complejo de Ernst

E=g+iol>:

(5.10)

con

Las condiciones necesarias y suficientes para que E sea el potencial de Ernst
de algún espacio tiempo son

Im(E + Et) = 2(3"

2((3 + nO) dE = (E + Et)(i,) dE,
(5.11)

donde /3 es una solución independiente de la ecuación de ondas (O:~r¡= O = ¡3~'1)
tal que. dl3 = da .•. denota al operador dual de Hodge y d es la derivada exterior
usual t significa hermitiano conjugado.

El par de Lax para la ecuación (5.11) es

dF(t) = r(t)i<F(t), (5.12)
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con
r(t) = [1 - 2t(11+o'Jr' dE,

donde t es un parámetro complejo. F == F(e, 1], t) es una matrix 2 x 2.
Se puede elegir

F(O) = 1, F(O) = E(i,)
[(1 - 211t)2 - (20t)2]'/2 F(t) = 1,

F(t)t(i,)[l - t(E + Et)i<]F(t) = i<,

donde

(5.13)

F(t)t = [F(t)lt, F(t) = a~~t) . (5.14)

Requerimientos que fijan la dependencia con t de F totalmente.
La prolongación de la validez de estas ecuaciones nos da para G(t)

función de 1ft

dG(t) = f(t)iG(tj;
f(t) = ((t - 2(11+ 0'))-1 dE,

dE = -2(11 + o') dG(O). G-1(O)i<,

l(t - 211)2- (20)21'/2 det G(t) = 1,

G(t)'i<[t - (E + Et)i']G(t) = i<.

como

(5.15)

(5.16)

Las transformaciones de simetría apropiadas para los sistemas linearizados
(5.12) y (5.13) son:

ba(.\)E = f: .\nb;:E = -~[F(.\)Larl(.\) - La]i" (5.17)
n=O n
00

ba(.\)E = L .\nb;:E = .\IG(.\)LaG-1(.\) - Lali" (5.17)
n=O

con Fh) y Gh) soluciones de (5.12), (5.14) Y (5.15), (5.16), respectivamente,
siendo analíticas alrededor de ). = O:

La = oaLa E SL(2,R), esto es trLa = O

(na infinitesimal).
Se puede mostrar que E+ba(.\)E y E+6a(.\)E satisfacen las ecuaciones (5.10)

y (5.11) para el potencial de Ernst.
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- . n -(n) ( )Entonces óa(.\)E, óa(.\)E y en consecuenCia, todas las óa y óa E, n;:: O
son simetrías ocultas del problema.

Volviendo a las variables originales 9 1 tenemos

Óa(.\)g = f: .\nó~n)g = -~ Re[F(.\)Lar1(.\)i<],
n=O n

6a(.\)g = f: .\n6~n)g =.\ ReIC(.\)L.C-1(.\)i<.
n=O

(5.18)

(5.18)

Además de preservar las ecuaciones de movimiento dejan invariante la simetría
y el determinante de la métrica.

Para construir explícitamente el álgebra afín a....ociada a estas transformaciones
de simetría debemos calcular los conmutadores entre las transformaciones (5.17)
y (5.17).

Observamos que podemos identificar óa(.\)F(t) como

(5.19)

mirando que el lado derecho de esta última ecuación satisface todas las ecuacio-
nes (5.12)-(5.14) para F(t) + óF(t).

Usándola se encuentra

[ó (.\) ó (.\')IE = .ab, (.\ó,(.\) - .\'Ó,(.\')) E
n , fJ o: ~ cab ). _ )., , (5.20)

(5.21)

donde [L.,Lbl = c~bL,. Conduce a la mitad del álgebra afín SL[(2,R) 0 R(t)]
(m)

para 6n E, m 2: O.
Para obtener la otra mitad se debe observar primero la existencia de otro

conjunto infinito de corrientes conservadas no local que pueden ser indexadas con
enteros negativos. A partir de esta observación se pueden construir el álgebra afín
completa con un método similar al aquí empleado.

El álgebra completa es SL(2,R) 0 R[t,t-11

[M~n),Mim)IE = C~b6Jn+m)E

luego de haber remarcado

(m ~ 1) (62E = O).

Por otro lado Julia tuvo éxito en identificar el término central J( de la
ecuación (5.1) con el coeficiente er de la ecuación (4.1).

Las ideas básicas son las siguientes:
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Las álgebras afines de I(ac-Moody asociadas a grupos de Lie ordinarios de
dimensión finita por la extensión usual que se denomina diagrama de Dynkin
deben corresponder a estos, también.

Por ejemplo esto debe suceder con el grupo de simetría de la relatividad general
que debe ir a un grupo C(I) de transformaciones de Lie que dejan invariantes las
ecuaciones de movimiento de esta teoría reducida a 3-dimensiones.

En el grupo de Geroch una S L(2, R) es consecuencia de la invariancia conforme
de la teoría [16], luego de ser reducido el problema a 2 dimensiones.

La otra S L(2, R) actúa naturalmente sobre el espacio de soluciones y corres-
ponde a las transformaciones de Ehlers (2.13).

La observación de Julia es que en la teoría de campos quirales, el grupo aparece
de dos maneras: como un conjunto de transformaciones y también en el espacio
homogéneo.

Pero además un subconjunto de soluciones debe ser también un espacio co-
grupo del grupo. Esto llevó a Julia a considerar dos candidatos H para reformular
las ecuaciones de Geroch como un modelo quiral c(l) / H.

El primero es el subgrupo compacto maximal K de C(l) y se pueden iden-
tificar los cuatro campos básicos de la teoría con las cuatro coordenadas en
(G/(2, R) / 5(2)) 0 R+. El primer factor describe la parte interna de la métrica y
el segundo término es el factor er que prescribe la métrica 2 x 2 en las direcciones
no ignorables.

Así Cl(2, R) 0 R+ actúa sobre la izquierda y Rt es central pero actúa sobre sí
mismo por multiplicación izquierda. Esta es la acción de f¡ (la carga central en el
gupo afín) sobre el factor conforme (la coordenada a lo largo del generador central
en G/K).

Estos resultados pueden ser de interés para ulteriores generalizaciones a la
relatividad general sin reducción dimensional.
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