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Resumen. Partiendo de la ecuacién de Dirac para una particula puntual
de espin 1/2 cargada con acoplamientos no minimos, en un campo electro-
magnético externo, y usando ecuaciones tipo Heisenberg, derivamos las ecuacio-
nes de Lorentz y de Bargman-Michel-Teledgi (BMT) con momentos magnético
y dipolar eléctrico anémalos. Este iltimo toma en cuenta la posibilidad de
violacién de la simetria de inversién temporal.

PACS: 01.40; 11.10.Qr

1. Introduccién

Recientemente [1] ecuaciones tipo Heisenberg fueron establecidas para derivar
ecuaciones de movimiento de particulas relativistas cargadas de espin 1/2, las
cuales, cuando el limite cldsico & — 0 es tomado, se reducen a conocidas ecuacio-
nes de la electrodindmica clésica [2]. En este trabajo aplicamos este método [3]
a la ecuacién de Dirac incluyendo interaccciones no minimas y permitiendo la
posibilidad de violacién de la simetria de inversién temporal. Es generalmente co-
nocido que una particula cargada de espin S tiene 25 + 1 momentos multipolares
intrinsecos [4], si la simetria de inversién temporal es conservada. Cuando esto
dltimo no es asi, ademdas de la carga eléctrica y el momento dipolar magnético
puede haber un momento dipolar eléctrico.

Normalmente el limite cldsico relativista se obtiene aplicando el método WKB
[5,6] a la ecuacién de Dirac. La introducicién de un tensor de espin relativista [7],
o un vector axial de espin (8], lleva a la ecuacién de Bargman-Michel-Teledgi
(BMT), que describe la variacién temporal del espin de la particula en presencia
de campos electromagnéticos externos. No obstante, deseamos mostrar que el
método empleado en este trabajo tiene ventajas sobre el WKB en cuanto a que da
ecuaciones de movimiento relativisticamente invariantes para varios operadores
de interés (posicién, momento lineal, espin, etc.). Ademds, nos permite escribirlas
directamente en potencias de i, de tal forma que el limite de i — 0 es facilmente
calculado. Correciones cuédnticas a las ecuaciones cldsicas corresponden a términos

de O(R).

2. Método

Consideremos la ecuacién de Dirac modificada para una particula cargada
(electrén o muén) con momentos multipolares anémalos que interacciona con un
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campo electromagnético externo A, no cuantizado:

eh eh
(WP¥ + 5o g™ Fon + i upiso By )$(2) = mew(a), (1)

2m
donde ppr(pg) es el momento dipolar magnético (eléctrico) del electrén o muén
de masa m, 0,5 = (:/2 (Ve gl ¥ Fuy = OpAy — 3uAy. La ecuacién de Dirac
con acoplamiento minimo predice una razén giromagnética g = 2, relacionada
con pps por la expresién ppr = gup|S|, donde pp es el magnetén de Born y 8
es el vector de espin. Predice también que up = 0. Sin embargo, correcciones
radiativas en la electrodindmica cudntica llevan a un valor g # 2, que se traduce,
en una teoria fenomenolégica, como una interaccién adicional de tipo Pauli, y
que corresponde al segundo sumando en la Ec. (1). Por otra parte, la observacién
experimental de la violacién de invariancia temporal permite agregar un término
més en la ecuacién de Dirac original, que representa la interaccién (no minima) del
momento dipolar eléctrico del electrén con el campo externo A, y que corresponde
al tercer sumando en la Ec. (1).
El 4-momentum P, estd dado por

€ 5
Py=p,— EA,, =1thDy,

que define la derivada covariante. La cantidad %h/mec representa la longitud de
onda Compton de la particula.
Reescribimos la Ec. (1) en la forma

(H +me})y(z) =0 (2)
donde
H=—cy,P* - i(uM + iugys) 0P F, (3)
B 2me af

es un operador con dimensiones de energia. Definimos la variacién de s de un
operador O por la relacién de tipo Heisenberg:

- IR
=== = 2[&,0] (4)

A diferencia de las ecuaciones de movimiento de Heisenberg para el opera-
dor O,
do 1 a0
== 0 ¥ (5)

donde H es el hamiltoniano del sistema. La Ec. (4) no contiene la derivada 80/at,
pero para nuestros propédsitos los operadores que trataremos no dependen explici-
tamente del tiempo. En cualquier caso, posteriormente identificaremos la variacién
en la Ec. (4) con la variacién con respecto al tiempo propio.
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Definimos también un operador Q' por la relacién

- ih
0'=0+ 5 30.

Usando la Ec. (4) podemos escribir

1 - 1
7|H,0] =

2me 2me

O =it = -(HO — mc?0) = —ﬁ{H,O},

donde en la segunda linea hemos hecho uso de la Ec. (2).
La variacién s de O' resulta ser

] "" rrl
= _[H' 0
O ﬁ,[ E] ]s
con
a=—_t g
2me?

De la Ec. (3) encontramos que

. 1
H’:*%{P"Pa ( +2uM) 5 ﬁﬂaﬂFaﬂ

. eh :
— 25 (um — iE5) Y Fop PP

1 Ezhz O:ﬂ v

=~ —o3 (Wt + uE)oF Fapa™ Fyy
i eh?

+ *7(MM ~ i EY5)Y “DpFaﬂU“ﬁ}

2me
Podemos también definir para cualquier operador O la variacién s

do i

all 1y
o R[H’O]'

De las ecuaciones (7) y (9) resulta

do' dO

ds  ds'’

93

(10)

La Ec. (10) nos dice que si asociamos un operador O’ con un operador O, de
acuerdo a la Ec. (8), la razén de cambio de O' dada por la Ec. (2) es igual a la

razén de cambio de O de acuerdo a la ecuacién

(I:I'-Q— %mc)d) =0

(11)
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En particular, si O conmuta con H? entonces O’ es constante de movimiento, y si
O anticonmuta con H entonces O' se anula.

Apliquemos estos resultados a los 4-vectores X, y Py:
) =
Xu =7 [H, Xu] = ey (12)

; Y e . 1eh :
&y = E[H’P‘“] iy X" — EE(NM + wE*y5)a°"3DuFa'@ (13)

Los correspondientes operadores prima dados por

- iho
){'j!‘l = X,u 4 WX’“
r th
P‘u = P‘u + WPF“
tienen por variacién
: il 1eh : :
X = EP'“ = m(ﬂM — iup75) X Fop, (14.0)

] & ’ teh . X
P;’; A o X' + m(#M - WE’75)(DﬂFaﬂ)XaXﬂ

h .

— (14 2up)0™ Dy Fog + ;e—nZD“Fa#

ieh? . - =
= a8 iy — 1kEs) X% (DuDaFyr)o

1eh ;i
+ g (ky — iups) X% [ Fgy, FA

e2h? ) 5 A
i W#M(PM —ipgs) X (DuFop) X, F

CL 9 e
+ gsed (KM + #E) Du(FapFpra®™al), (14.5)

obtenidas usando la Ec. (7).

Finalmente consideremos al operador de espin en la teoria de Dirac:

Bup= by
cuya variacién estd dada por

« ; . 2e ;
Suy = —(XpPy — Xy Py) + —lum +inpys) (FuSaw — Fy Sap) (15)
h



Derivacidn de la ecuacién BMT 95

Sh=—1 + 20n0) (B S~ FESo) - _© (uag — i75) X Sy} P z:f
+ ;TZL?,(MM = iME’YS}X‘J‘Da(FfSﬂu - F,f’sﬁu)
- 4—%(#1‘4 — ings)| Xy, Suv| DPFypo®f
. -2%2;3—4(#?\4 + uB){(FESp, — FPSp,), Fapo®) -l

Antes de obtener el limite clasico & — 0, mencionaremos algunas consecuencias
de nuestros resultados. Primero consideremos la Ec. (12), la cual nos dice que X,
representando al operador velocidad, tiene el valor que en la teoria de Dirac se
identifica con el “zitterbewegung” alrededor de la posicién media X . Por lo cual
el vector X:‘ corresponderd a la posicién media u operador de posicién del centro

de masa, siendo X, el operador velocidad del centro de masa, Ec. (14a). Este toma
su valor momento dividide por masa sélo si el campo Fy,,, estd ausente. En lo que
respecta a la Ec. (13), vemos que el lado derecho exhibe la influencia del espin
sobre el movimiento, y que ademds es proporcional a los momentos multipolares
iM Y #E ¥ de orden fi. La Ec. (14b) nos muestra que la ecuacién de fuerza de
Lorentz es el limite # — 0 si identificamos X, con la velocidad de la particula.
Ademads observamos que hay un ordenamiento en potencias de h justo como ocurre
cuando se aplica una expansién WKB a la Ec. (1).

La Ec. (16) muestra precesién del espin en el campo externo Fuu; esto es, la
influencia de los campos electromagnéticos sobre el movimiento del espin de la
particula.

3. El limite clasico

En el limite & — 0 las Ees. (14a y b) y (16) adquieren la forma siguiente:

X, — Xy =iop X" + O(h), (17a)
Bl = ~§Fﬂ,,f(”’ +O(h?), (17b)
ST 2e .

Sy,u = %(1 T Z#M)(ngav — FgSar) - m(#M — tHEYs5) (17¢)

(90088 X" — 9apSuu X" + SauX), — San X)) FP2X), + O(h).

Supondremos que las propiedades de espin de la particula estdn dadas cldsicamente
por un tensor de espin S que obedece la ecuacién

SH¥y, =0, (18)

en donde u, es la 4-velocidad de la particula XL en el limite & — 0. Entonces
hacemos la identificacién del operador de espin (1/h)S* = (1/2)c#" de la teorfa
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de Dirac en el limite h — 0 con el tensor de espin clésico Séw, esto es

1 1
58 = éaf“'"—*t?sgw. (19)

Ademads haremos la identificacién, en el mismo limite, del 4-momento

P 0 ma,. (20)

Por consiguiente, las Ecs. (17b y ¢) tienen los limites cldsicos

mily = — - Fuub, (21a)
C
SEY = —(1+2u0) (FESS® — FLSZ¥)
m
2e ;
~ gl — inps)ut Fag(SE4uY — SEub). (218)

La Ec. (21a) es la ecuacién de fuerza de Lorentz, mientras que la Ec. (21b) es la
ecuacién BMT en la forma presentada por Frenkel (para up = 0). Para obtener la
forma mds comuin de esta ecuacién, definimos un vector axial clésico S,, mediante
la relacién

1
By = ﬂe#mﬁu"'s‘?ﬁ, (22)
y que obedece la ecuacién
Syt =10,

El vector S, describe la polarizacién ropiedades magnéticas de una particula

f elap ¥ propiec P
puntual cldsica relativista con espin. En términos de S, la ecuacién BMT toma
la forma

; e e e
Su= E¢{1+2#M)F:SV . -Tm,u,MSaFﬂ'gu,guF—mpgeﬂyaﬁ'saFWﬂﬂuﬂ, (23)

resultado obtenido por Bazeia usando el método WKB.

La Ec. (23) muestra el efecto del campo electromagnético externo sobre el
movimiento del espin de la particula. Como consecuencia de ella puede obtenerse
la precesion de Thomas [2], que explica tanto el efecto Zeeman anémalo como la
estructura fina de dtomos hidrogenoides.
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Abstract. Starting from the Dirac equation for a point spin 1/2 particle
with non-minimal couplings, in the presence of an external electromagnetic
field, and using Heisenberg equations, we obtain the Lorentz equation and
the Bargman-Michel-Teledgi (BMT) equation with anomalous magnetic and
electric dipole moments. Non-conservation of T-invariance is taken into account
by this last electromagnetic moment.



