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Resum.en. Partiendo de la ecuaci6n de Dirac para una partícula puntual
de espín 1/2 cargada con acoplamientos no mínimos, en un campo electro-
magnético externo, y usando ecuaciones tipo Heisenberg, derivamos 1&.8 ecuacio-
nes de Lorentz y de Bargman-Michel-Teledgi (BMT) con momentos magnético
y dipolar eléctrico a.n6malos. Este último toma en cuenta la posibilidad de
viola.ci6n de la. simetría de inversi6n temporal.

PACS: 01.40j 11.10.Qr

1. Introducción

Recientemente [11ecuaciones tipo Heisenberg fueron establecidas para derivar
ecuaciones de movimiento de partículas relativistas cargadas de espín 1/2, las
cuales, cuando el límite clásico ñ -+ Oes tomado, se reducen a conocidas ecuacio-
nes de la electrodinámica clásica [21. En este trabajo aplicamos este método 13]
a la ecuación de Dirac incluyendo interaccciones no mínimas y permitiendo la
posibilidad de violación de la simetría de inversión temporal. Es generalmente co-
nocido que una partícula cargada de espín 8 tiene 28 + 1 momentos multipolares
intrínsecos [4], si la simetría de inversión temporal es conservada. Cuando esto
último no es así, además de la carga eléctrica y el momento dipolar magnético
puede haber un momento dipolar eléctrico.

Normalmente el límite clásico relativista se obtiene aplicando el método WKB
[5,61a la ecuación de Dirac. La introducición de un tensor de espín relativista 171,
o un vector axial de espín [8], lleva a la ecuación de Bargman-Michel-Teledgi
(BMT), que describe la variación temporal del espín de la partícula en presencia
de campos electromagnéticos externos. No obstante, deseamos mostrar que el
método empleado en este trabajo tiene ventajas sobre el WKB en cuanto a que da
ecuaciones de movimiento relativÍsticamente invariantes para varios operadores
de interés (posición, momento lineal, espín, etc.). Además, nos permite escribirlas
directamente en potencias de n, de tal forma que el límite de n -+ Oes fácilmente
calculado. Correciones cuánticas a las ecuaciones clásicas corresponden a términos
de 0(").

2. Método

Consideremos la ecuación de Dirac modificada para una partícula cargada
(electr6n o muón) con momentos multipolares anómalos que interacciona con un
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campo electromagnético externo AJl no cuantizado:

donde JJ.M(JJ.E) es el momento dipolar magnético (eléctrico) del electrón o muón
de masa m, uap = (i/2)ha,1pl Y F"v = a"Av - a"A"" La ecuación de .Dirac
con acoplamiento mínimo predice una razón giromagnética 9 = 2, relacionada
con JJ.Mpor la expresión JJ.M= gJJ.BISI, donde /LB es el magnetón de Born y S
es el vector de espín. Predice también que J1.E = O. Sin embargo, correcciones
radiativas en la electrodinámica cuántica llevan a un valor 9 -¡. 2, que se traduce,
en una teoría fenomenológica, como una interacción adicional de tipo Pauli, y
que corresponde al segundo sumando en la Ec. (1). Por otra parte, la observación
experimental de la violación de invatÍancia temporal permite agregar un término
más en la ecuación de Dirac original, que representa la interacción (no mínima) del
momento dipular eléctrico del electrón con el campo externo AJl y que corresponde
al tercer sumando en la Ec. (1).

El 4-momentum PJl está dado por

que define la derivada covariante. La cantidad ti/me representa la longitud de
onda Compton de la partícula.

Reescribimos la Ec. (1) en la forma

donde

(Í! + mc').p(x) = O (2)

(3)

es un operador con dimensiones de energía. Definimos la variación de s de un
operador O por la relación de tipo Heisenberg:

" dO i.
0=- = -[H 01-ds ti"

(4)

A diferencia de las ecuaciones de movimiento de Heisenberg para el opera-
dor 0,

dO i 00
di = ¡:;IH,01 + at' (5)

donde H es el hamiltoniano del sistema. La Ec. (4) no contiene la derivada ao/at,
pero para nuestros propósitos los operadores que trataremos no dependen explíci-
tamente del tiempo. En cualquier caso, posteriormente identificaremos la variación
en la Ec. (4) con la variación con respecto al tiempo propio.
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Definimos también un operador O' por la relación

o'=0+~6.
2mc2

Usando la Ec. (4) podemos escribir

,1. 1. 21° = 0- 2mc2[H,0] = -2me2(HO - me O) = - 2me2{H,0},

donde en la segunda línea hemos hecho uso de la Ec. (2).
La variación .5 de O' resulta ser

. , l. ,° = h[H ,O],

con
- I 1 - 2H=---H

2mc2

De la Ec. (3) encontramos que

Podemos también definir para cualquier operador O la variación .s'

dO = 2.[H' O].
d.s' ñ '

De las ecuaciones (7) y (9) resulta

dO' dO
d,; - ds' .

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

La Ec. (10) nos dice que si asociamos un operador O' con un operador O, de
acuerdo a la Ec. (6), la razón de cambio de O' dada por la Ec. (2) es igual a la
razón de cambio de O de acuerdo a la ecuación

(11)
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En particular, si O conmuta con f¡2 entonces O' es constante de movimiento, y si
O anticonmuta con f¡ entonces O' se anula.

Apliquemos estos resultados a los 4-vectores X¡.¡. y P¡.¡.:

(12)
y

Los correspondientes operadores prima dados por

tienen por variación

(14.a)

(14.b)

obtenidas usando la Ec. (7).

Finalmente consideremos al operador de espín en la teoría de Dirac:

cuya variación está dada por

(15)



(17e)

(l7a)

(17b)
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Antes de obtener el límite clásico h -jo O,mencionaremos alguna.sconsecuencias
de nuestros resultados. Primero consideremos la Ec. (12), la cual nos dice que .tJ1.'
representando al operador velocidad, tiene el valor que en la teoría de Dirac se
identifica con el "zitterbewegung" alrededor de la posición media Xlt, Por lo cual
el vector X~ corresponderá a la posición media u operador de posición del ccntro
de masa, siendo X~el operador velocidad del centro de masa, Ec. (14a). Este toma
su valor momento dividido por masa sólo si el campo F J1.Vcstá ausente. En lo que
respecta a la Ec. (13), vemos que el lado derecho exhibe la influencia del espín
sobre el movimiento, y que además es proporcional a los momentos multipolares
JlM y JlE Y de orden ñ. La Ec. (14b) nos muestra que la ecuación de fuerza de
Lorentz es el límite 1i -jo Osi identificamos XJ1. con la velocidad de la partícula.
Además observamos que hay un ordenamiento en potencias eleh justo como ocurre
cuando se aplica una expansión \VKB a la Ec. (1).

La Ec. (16) muestra precesión del espín en el campo externo FJ1././; esto es, la
influencia de los campos electromagnéticos sobre el movimiento del espín de la
partícula.

3. El límite clásico

En el límite ft -jo Olas Ecs. (14a y b) Y (16) adquieren la forma siguiente:

X~ - X" = ia"vX'v + 0(1l),
. / _ e . /v 2
p" - --F"vX + 0(1l ),

e
. / e ( ) ( o O) 2e ( . )
SJ1.V = - 1+ 2J.LM FJ1.Sa/./ - F/./ 5a/./ - --3 fLM - lJl£'15me me

( S X"'fi S X"'fi + S X'" S X. / )FPoX'" + o(e')ga/./ J1.fJ - gaJ1. /./J1. aJ1. v - a/-l J1. p It.

Supondremos que las propiedades de espín de la partícula están dadas clásicamente
por un tensor de espín stV que obedece la ecuación

Sfvu/./ = O, (18)

en donde uves la 4-velocidad de la partícula X~en el límite h -jo O. Entonces
hacemos la identificación del operador de espín (lJñ)SJ1././ = (l/2)oJ1.V de la teoría
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de Dirac en el límite h -J O con el tensor de espín clásico S¿"', esto es

~SIlV = ~allv~ SIlV.
h 2 e

Además haremos la identificación, en el mismo límite, del 4-momento

., h---Q .
Pp. ---+ muw

Por consiguiente, las Ecs. (17b y e) tienen los límites clásicos

. e "rnuv = --Fv¡J1! 1

e

Si'" = ~(I +2¡J.A/)(F/;S;'" - F;:S;'")
me

- 2C3(¡lA{ - i1-lEIS)Uo. Fo.p (S!1l uV _ S!Vull).
me

( 19)

(20)

(2Ia)

(2Ib)

La Ec. (21a) es la ecnación de fuerza de Lorentz, mientras que la Ec. (21b) es la
ecuación n~1T en la forma presentada por Frenkcl (para Jl E = O). Para obtener la
forma más cormín de esta ecnación, definimos un vector axial clásico Sil' mediante
la relaci6n

(22)

y que obedece la ecuación

El vector Sil describe la polarización y propiedades magnéticas de una partícula
puntual clásica relativista con espín. En términos de Sil la ecuación n:VIT toma
la forma

resultado obt(~nido por Dazcia usando el método \VKD.
La Ec. (23) mlH'stra el <'fecto del campo electr()ma~nético ext('rno sobre el

movimiento del espín de la partícula. Como consecuencia de ella puede obtt'nerse
la precesi6n de Thomas [2], que explica tant.o el cfecto Zecman anómalo como la
('strllctura fina de átomos hidrogcnoides.
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Abstract. Stll.rting (rom the Dirac equation for a point spin 1/2 particle
with non.minimal couplings, in the presence oC an externa} electromltgnetic
fieId, and using lIeisenberg equations, we obtain the Lorentz equation and
the Bargman.Michel- Teledgi (BMT) equll.tion with ll.nomalous magnetic and
electric dipole moments. Non-conservation oCT.invariance is taken ¡nto account
by this last electromll.gnetic momento


