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Resumen. Se presenta una revisión ddallada del M~todo de Variación de
Cúmulos (CV1f) que ha mostrado su enorme utilidad en el estudio de las pro-
piedades termodinámicas y electr6nicas de sistemas de múltiples componentes.
Aquí se formula el CVM en términos de funciones de correll\Ción. LIUIventajas
que tiene esta formulaci6n sobre la tradicional son: (i) proporciona un conjunto
de variables independientes menores en número que las probabilidades tradicio-
nalmente usadas para minimizar la energía libre; (ii) permite aproximaciones
mayores en computadoras relativamente pequeñas; y (iii) da al CVM una bll.M
sólida. Cada etapa se ejemplifica. Los ejemplos se refieren principalmente a 1",
descripción de sistemu que se ordenan a bajas temperaturas.

PACS: 05.50.+9; 05.70.-8; 05.70.Fh¡ 64.60.en; 81.30.fix

1. Introducción

Hace ya más de 35 años que el método de variación de cúmulos (CVM) fue pro-
puesto por R. Kikuchi \1]. Las aplicaciones de este método fueron más bien escasas
en los primeros decenios de existencia del método. Sólo hasta muy recientemente
se ha empezado a utilizar fuertemente. Tal vez el que haya tardado tanto en
difundirse se debe a las varias dificultades que la formulación inicial entrañaba.

La utilidad del CVM ha quedado demostrada en una gran variedad de áreas.
Se ha aplicado intensamente al estudio fenomenológico de aleaciones binarias y
ternarias [2-16). Los estudios del efecto que el magnetismo tiene sobre otras propie-
dadaes de las aleaciones binarias, han hecho uso en muchos casos del CV~,t 117-24J.
Sólo últimamente se ha empezado a atacar este problema en aleaciones ternarias.
En particular, el CV~l se ha aplicado a aleacioanes magnéticas tipo Heusler [251.
Las superficies de divesos sistemas han sido estudiadas en diferentes aproxima-
ciones del CVM [26-34]. Un área donde las aplicaciones del CV~1 han apare-
cido en forma natural es el magnetismo de sistemas puros; aquí el CVM se ha
combinado con cálculos de teoría electrónica [35,36]. El uso del eV1\.I, junto con
al~una aproximación de la parte electrónica, ha sl.~Obastante fructífero. Así hay
cálculos de propiedades de aleaciones donde la parte electrónica se re.,>uc1vecon
una red de Dethe [37,38j Y de densidades de estados electrónicos usando cactos de
Husimi [39]. Recientemente se han hecho aplicaciones conjuntas del eVM con la
aproximación de potencial coherente (ePA) [40]. Otra aplicación que vale la pena
mencionar es la que se ha hecho al estudio de la intensidad difusa en dispersión
de neutrones [41-421.
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Un amplio espectro de aplicabilidad del CVM se debe a que las dificultades
iniciales señaladas en el comienzo de esta introducción han sido vencidas. Estas
dificultades eran [43]:(i) Falta de un esquema para lograr sistemáticamente mayor
exactitud; (ii) Energía interna limitada a primeros vecinos; (iii) Problemas de
convergencia al resolver las ecuaciones resultantes de procesos de minimización; y
(iv) Procedimiento demasiado complicado para calcular las entropías.

i) Falta de un esquema para lograr sistemáticamente mayor exactitud

Ya se han diseñado estos esquemas [44,45]. Ahora el CVM puede descri-
birse como una jerarquía de aproximaciones. Las jerarquías más altas involucran
cúmulos de más puntos. Las aproximaciones de Bragg-Williams (el "cúmulo" es un
solo punto) y de Bethe (el cúmulo está formado por un par de átomos) son los dos
niveles más bajos de esta jerarquía. Un hecho notable es que cúmulos relativamente
pequeños dan buenos resultados. Por ejemplo, las temperaturas críticas del modelo
de Ising en red fcc con cúmulos de 4 y 6 puntos se obtienen a 1.5% de las mejores
estimaciones actuales. Las simulaciones Monte Carlo para redes fcc [46-48] dan
una medida de la exactitud del CVM. Dentro de la incertidumbre numérica de las
simulaciones Monte Carlol CVM y Monte Cario concuerdan excepto en la vecin-
dad de las regiones críticas IIlal. Recientemente se ha demostrado en un estudio
comparativo [Ilb] que el diagrama de fases de aleaciones magnéticas con red bcc,
calculado en la aproximación de tetraedros del CVMI concuerda con los resultados
Monte Carla (supuestos como más exactos). La temperatura de transición dada
por el CVM es más alta en un pequeño porcentaje.

ii) Energía interna limitada a primeros vecinos

Esta limitación se ha corregido [45--491. El rango de las interacciones en la
energía ordenante está limitado por el tamaño del máximo cúmulo involucrado
en la aproximación de la entropía [501. Esto no es un limitante. Por ejemplo, las
más de las estructuras observadas en fcc se estabilizan con interacciones s610 a
primeros y segundos vecinos [51-53]. Además se pueden introducir interacciones
fenomenológicas de muchos cuerpos [3,54].

iii) Problemas de convergencia

El propio Kikuchi [55] desarrolló un algoritmo computacional que garantiza
la convergencia. Este algoritmo recibe el nombre de método natural de iteraci6n
(NIM). El NIM tiene los inconvenientes de que, aunque garantiza la convergencia,
ésta puede ser muy lenta, y de que el cúmulo de ecuaciones simultáneas que se
han de resolver crece notablemente al crecer el tamaño del cúmulo máximo. Por
ejemplo, si se tiene un sistema binario fcc en la aproximación de tetraedros el
número de ecuaciones es 24 = 16, un ternario fcc en la misma aproximaci6n
requiere la solución de 34 = 81 ecuaciones, y un ternario en la aproximación de
la celda primitiva (8 puntos) bcc requiere la soluci6n de 38 = 6561 ecuaciones.
Sánchez y de Fontaine [45] han sustituido el NIM y la solución de ecuaciones
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de probabilidades de configuración de cúmulos mediante la formulación de la
energía libre en términos de funciones de correlación (lo que reduce el número de
ecuaciones), y la aplicación del método de Newton-Raphson. El resultado no sólo
es un número mucho menor de ecuaciones, sino también una convergencia mucho
más rápida. Por ejemplo, en el cálculo de brechas de miscibilidad la convergencia
es varios órdenes de magnitud más rápida que en el NIM [56].

iv) Cálculo de la entropía

La técnica combinatorial para contar configuraciones originalmente propuesta
por Kikuchi 11]se convierte en algo engorroso y complicado al aumentar el tamaño
del cúmulo máximo. Barker [571redujo el cálculo de la entropía a un procedimiento
que consiste esencialmente en contar el número de cúmulos por celda unidad y
resolver un conjunto de ecuaciones lineales. Dos años después, en 1955, Hijmans
y De Boer [58--62] iniciaron una serie de trabajos para presentar de manera
sistemática el método de Kikuchi. Poco después Morita [63-64] obtuvo el CVM a
partir de un principio variacional.

Recientemente la descripción en términos de funciones de correlación pro-
puesta por Sánchez y de Fontaine fue generalizada proporcionando un formalismo
que sirve de marco al CVM y permite una nueva interpretación del mismo [60].En
ese trabajo se completan los estudios de Barker [57] y de Hijma"" y De Boer 158-62]
acerca del cálculo de la entropía, resultando prácticamente una receta cuya apli-
cación puede hacerse incluso a sistemas donde no hay simetría de translación (651.

Como resultado de todos los trabajos que han modificado, reformulado y
extendido el CVM, se tiene ahora un método sumamente flexible, aplicable con
relativa facilidad a un amplio espectro de problemas y que, al menos en las
aproximaciones más bajas (las que han funcionado muy bien en gran número
de problemas), no requiere de grandes instalaciones de cómputo. En especial,
la formulación del CVM a base de funciones de correlación [65] presenta varias
ventajas sobre la formulación original en términos de matrices de densidad o
probabilidades de cúmulo. En lo que sigue llamaremos a aquélla la formulación
generalizada del CVM.

Es la finalidad del presente trabajo el presentar la formulación generalizada
del Método de Variación de Cúmulos [651,presentando ejemplos, y subrayando las
ventajas que tiene el escribir un problema en términos de funciones de correlación.
Ventajas no sólo para el momento de llevar .el cálculo a la computadora, sino
también para interpretar tanto expresiones como resultados.

Pretende este trabajo ayudar a entender la más reciente descripción del CVM
que permite su aplicación a problemas complicados ahorrando memoria y tiempo
de computadora (lS;eha presentando el CVM de otras formas que no son tan
útiles en este sentido; véase por ejemplo la referencia [66]). La solución de estos
problemas usando aproximaciones altas del CVM estaría, sin esta formulación,
fuera del alcance de quienes no tienen acceso a una computadora grande. Con
el uso de las funciones de correlación la capacidad de una computadora personal
basta para atacar holgadamente muchos problemas con aproximaciones del CVM
que usan cúmulos máximos de 4 puntos.
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En la sección 2 se describe cómo construir las funciones características. En
seguida, en la sección 3 se discuten las matrices de densidad que, en la forma
tradicional de aplicar el CV~I, son las variables fundamentales. Después, en la
sección 4 se describe el CV~I y la forma de calcular los coeficientes de la entropía.
La sección 5 es una breve discusión de la forma de aplicar el CVM. Para esto se
usa la expresión de la energía escrita para un caso particular que requiere el uso
de subredes. Nótese que sólo hasta esa sección se consideran sistemas ordenantes.
La sección 6 presenta las conclusiones.

2. Las fum'iones características

Consideramos un sistema cristalino con N puntos. La situación de cada punto
p se describe mediante el operador de ocupación 0p. Para un sistema de Al
componentes el operador 0p puede tener los valores:

0p =m,m-l, ... ,l,(OL-l, ... ,-(m-l),-m.

El número de valores que 0P puede tomar corresponde directamente al número
de componentes que pueden ocupar un sitio p de la red. Obviamente M = 2m
(excluyendo el valor 0p = O) si el número de componentes es par y M = 2m + 1
(incluyendo"p ;;;;:O) si Al es impar. Si, por ejemplo, es posible que un sitio p pueda
quedar vacío, esta posibilidad debe tomarse en cuenta en el número de valores de
0p' En el ca..<;ode un sistema con dos componentes químicas A y B en el que puede
haber vacancias, los valores de "p serían: 0p ;;;;:1, O, -1. Estos valores describen las
diferentes posibilidades de que el punto p esté ocupado por un átomo A (op = 1),
esté vacío (op = O) o haya un átomo D (op = -1) en P, respectivamente. Vale
la pena hacer notar que estos operadores a no corresponden directamente a los
definidos en la ref. [431.

Para describir una configuración del sistema, colectamos los valores de los
operadores ° en los N puntos de la red, formando un vector a. Este vector a,
describe totalmente la configuración:

Ya que el interés es describir funciones que dependen de la configuración, definimos
el producto escalar de dos funciones arbitrarias de a como:

donde

(J,g) = p~vTrIN) jg,

Tr(N) =¿¿ ...¿,
al u2 UN

(2.1)
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y P~'V es una constante de normalización

o '[-,VPN ::: 1\ •
(2.2)

El que p/.., tenga el valor dado en (2.2) puede verse rápidamente tomando las
funciones f y g como la identidad. En este cao;;oel operador Tr(N) estará actuando
sobre un uno. Cada suma de la traza se lleva a cabo sobre tantos valores de (1

como componentes hay en el sistema. Así cada sUIlla da Al, Y habiendo N puntos

2,1. Base ortogonal con polinomio.~ de Cheby,~hev

Se trata ahora de construir en cada punto p una base de funciones ortonormal
y completa con respecto al producto escalar (2.1). Una tal base puede construirse

usando los primeros Al polinomios discretos de Chebyshcv.
Para cada punto p definimos los Al polinomios orto normales

02,(a) = t d')a~k,
k=O
~ (,) 2k+l

02,+1 (ap) = ¿ dk ap ,
k=O

s=O,I, ... ,m-1,(m),

.";:::O,1, .. "rn-1,

(2.30)

(2.3b)

donde los coeficientes se han de determinar a partir de la ortonormalidad respecto

al producto (2.1)

(2.4 )

La forma de realizar el producto de dos polinomios se signe directamente de

la definici6n del producto es<:alar:

(2.5)
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EJEMPLOS

1. Dos componentes químicas A y B.

Si en el punto p hay un átomo A,
Si en el punto p hay un átomo B.

Sólo hay dos polinomios de Chebyshev:

Y.

Que la constante en 00 es 1 (o -1) se sigue inmediatamente de (2.5), con
E10= Co:

Lo mismo en el caso de 81 = d1Gp:

( 1 " 2 2 1 2" 2 2E1¡,E1I) = - ¿dIal = -dl¿a¡ = d¡_
M C1p M C1p

2. Tres componentes químicas A, B YC.

ap = {¿
-1

Si hay un átomo A en p,
Si hay un átomo A en p,
Si hay un átomo C en p.

Hay tres polinomios de Chebyshev

00 = l.
E11 = dap•
E12= Co + Cla~_

Evaluando los coeficientes, según (2.5):
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o bien

3Co + 2CI = O,

o bien

3Có + 4COC[ + 2C; = 3,

obteniéndose

d = xVI, Co = xV2,

Si tomamos d > O, Y Co > O, se obtienen los polinomios de Chebyshev:

eo = 1,

3. Cuatro componentes químicas A, B, C y D. Este ejemplo pudiera pensarse
como el caso de una aleación binaria con componentes magnéticas (dos estados
magnéticos): A = A ¡, B = B ¡, C = A 1 y D = B 1. Sin embargo, como se
verá más adelante, hay formas más convenientes de tratar una aleación binaria
magnética. Para la aleación cuaternaria hay cuatro polinomios, para los que, una
vez evaluados los coeficientes, se tiene:

eo = 1, 1 ( ,e, = "" 17up - 5up)'3v 10

Es claro que la traza de un solo punto de cualquier polinomio base en(op) con
n ~ 1 es cero:

Tr{l) en(up) = L:en(up) = M(en(up),eo) = O.
",

(2.6)

De ahí que (2.4) quede generalizada para cualesquiera dos puntos de la red p y p',
y para n 2: 1 Y n' 2: 1 como:

Puede demostrarse fácilmente que el conjunto base de en(op) es completo. Tómese
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cualquier 0n(ap) del conjunto base. Este 0n(ap) puede escribirse:

0n(op) = I:(0n,(op,),0n(op,))0n,(op).
n'

Escribiendo explícitamente el producto escalar e intercambiando las sumas:

Ya que esta expresión es v~lida para cualquier an del conjunto básico, se sigue
inmediatamente que el conjunto es completo:

M-lI: fln(op)0n(op,j = Móuu'.
n=O

2,2. Construcáón de las funciones característ£cas de un cúmulo

(2.8)

Tenemos una red con N puntos que están ocupados por una de las A1 compo-
nentes. En cada uno de los puntos hemos construido una base de polinomios
Gn• Consideramos ahora un cúmulo de r puntos que constituyen el conjunto
{p, p', ... , p"} y el conjunto de índices {n, 11.', ••• , n"} que resulta de tomar el
índice de alguno de los polinomios base en cada punto. Si a denota al cúmulo, y s
uno de los posibles arreglos de los índices n, definirnos la función de cúmulo ~CtS

como:

(2.9)

Esta es una de las funciones características del cúmulo a definido por los puntos
{ I "}p,p, ... ,p .

La ortonormalidad de las funciones características se sigue directamente de
las propiedades de los polinomios 0n. Si Cl' Y {3son dos cúmulos cualesquiera en
diferentes regiones de la red, aparecerá en el producto (~as, q,{ls') por lo menos un
factor del tipo (2.6). Lo mismo sucederá si los cúmulos están en la misma región
pero no todos sus puntos coinciden, ya sea porque los cúmulos no se superponen
coincidentemente, o porque no son del mismo tamaño. Si los Índices de polinomio
de Chebyshev no son los mismos en un punto, se tendrá por lo menos un factor
de la forma (0n(op),0,(op) ::> O (n i' r), donde n proviene de" y r de {j.

Además, si tenemos el cúmulo a,

(<1>." <1>.,,) = M-N MN-nn (I:0n(Op)0,(op)) ... (I:0n" (op")0,,, (op"))
(]"p (]"~

= M-na (Alónr) ... (M ón"rl') = énr ... ón"r'"
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donde na es el número de puntos del cúmulo o.
Por tanto, para la.'"funciones características

se cumple
(2.10)

Obsérvese que las funciones ~ de dos cúmulos con el mismo número de puntos
y la misma forma geométrica pero que están en diferentes regiones de la red son
ortogonales. En (1.10) Ó~SI se usan para abreviar el producto de deltas:

Probamos a continuación que las funciones características forman un conjunto
completo. Considérese un cúmulo O' con na puntos, si se denota su configuración
por:

0= (OI,02, ... ,Ona)'

tenemos para cualquier función característica 4'as (# 110) del cúmulo:

"= 2:Arn• L <1>.,(17')<1>",'(17')<1>.,'(17),
ni 01

o, intercambiando las sumas:

<1>",(17) = L[Ar". L <1>""(17')<1>",'(17)]<1>.,(17')'
01 ,1

Ya que esta última expresión vale para cualquier función característica (# 110) del
cúmulo, se sigue que las funciones características 4>os de un cúmulo o: forman un
conjunto completo:

p~L 1I0s(0')1I0$(0') = hool,
•

con

Cualquier función de la configuración puede expresarse ahora como:

/(17) = L L J",<I>",(17),
"

donde

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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EJEMPLOS

4. Dos componentes A y B. Cúmulo: un punto. Las funciones características
en un punto dado p son directamente los polinomios de Chebyshev en este punto.

~o= 00 = 1;
~, = 01(ap) = ap.

5. Dos componentes A y B. Funciones características del par construido sobre
los puntos p y p'.

~oo= 0000 = 1;
~Ol = 000,(ap') = 01(ap') = ap';
~1O = 01(ap)00 = 0¡(ap) = ap;
~ll = 01(ap)0¡(ap') = apap'.

6. Tres componentes A, B Y C. Funciones características del par construido
sobre los puntos p y p'.

~OO = 1;

~10 = JI 0p;

~20 = V2(I- ~a;);

~01 = JI 0p';
~1l = ~0pop';
~21 = V3ap'(1 - ~a;);

~02 = V2 (1- ~a;);
~'2 = V3ap(l- ~a~,);

~22 = 2(1 - ~a;)(1- ~a;,).

7. Dos componentes A y B, c/u con dos estados magnéticos (t, 1). Funciones
características del par construido sobre los puntos p y p'.

Aunque este caso puede atacarse como se sugiere en el ejemplo 3 de esta
sección, las expresiones se simplifican si se construye una base para los estados
magnéticos en cada punto, además de la base para los estados de ocupación. El
producto directo de las dos bases, ambas con la forma de la base en el ejemplo 5,
dará las funciones de configuración. Introducimos el operador Sp. en el punto p,
definido como:

Si en p hay un átomo con espín i,
Si en p hay un átomo con espín ¡.

Los polinomios de Chebyshev son como los del ejemplo 1:

00 = 1,
60 = 1,

para los estados de ocupación, y
para los estados de espín.

Con la convención de que Índices griegos se refieren a operadores de ocupación,
índices latinos a operadores de espín, índices con prima al punto p', y escribiendo
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cada base en un vector, tenemos:

4>¡.¡m;¡.¡'m' = ~¡.¡¡.¡'0 ~mm"

En esta última expresión:

y

Las funciones características, arregladas en una matriz, son:

[

1
_ "p

4>"m.,,'rn' -,. ,,. 0pl

0pop'

Obsérvese que ahora la definición (2.1) debe modificarse:

(llg) = (PN)2 Tr(N) /g = (p~\,)2 L'" L L'" L /g.
0'1 fJN S} SN

3. la matriz de densidad

En la formulación original del CVM desarrollada por Kikuchi la energía li-
bre se minimiza con respecto a las matrices de densidad correspondientes a las
diferentes configuraciones de los cúmulos. Estas matrices de densidad, o frecuen-
cias o probabilidades de configuración no son independientes y, como se señaló
en la introducción, aumentan considerablemente en número al crecer el cúmulo.
Los multiplicadores de Lagrange que hay que introducir en el cálculo para tomar
en cuenta la dependencia de las variables juegan un papel muy importante en
el método de iteración natural que desarrolló el propio Kikuchi. Sin embargo,
aunque este método garantiza la convergencia, el gran número de variables que
aparecen al crecer los cúmulos puede convertirlo en algo inaccesible para cualquier
computadora.

En esta sección se escriben las matrices de densidad de los diferentes cúmulos
en términos de un conjunto de variables independientes, las funciones de corre-
lación de multisitios que no son sino los valores de expectación de las funciones de
correlación estudiadas en el capítulo anterior. En el modelo de Ising [671, con el que
se simula un dominio de una sustancia ferromagnética, se supone que cada átomo
en un cristal con N átomos tiene un momento magnético (Ji (j = 1,2, ... ,N) que
puede apuntar hacia arriba (+ 1) o hacia abajo (-1). Estos momentos magnéticos,
llamados espines de Ising, tienen una interacción de intercambio J entre ellos. El
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Hamiltoniano de este sistema es

H = -J ,- (J"{"L 1 J'
(ij)

donde la suma se realiza entre pares primeros vecinos. Si J > O los momentos
magnéticos primeros vecinos tienden a alinearse paralelamente. El modelo puede
extenderse para incluir interacciones de mayor alcance, interacciones en competen-
cia, interacciones de muchos cuerpos, etc., entre los espines de Ising. Cambiando
nombres, el modelo de Ising puede utilizarse para simular otros sistemas diferentes
del ferromagnetismo. En particular puede utilizarse para describir aleaciones. El
vector (J introducido ep. la sección 2 para describir el estado de ocupación de una
aleación binaria está formado de espines de Ising. Además, el Hamiltoniano de
Ising depende de la configuración y puede, por ello, desarrollarse en términos de
funciones características.

Así, si se incluyen sólo los términos dependientes de la configuración, el Ha-
miltoniano de Ising aparece como:

-(KnT)-1 Il = L2:>",<1>0"
o

(3.1)

donde J( lJ (~~la constante de lloltzmann, T la temperatura absoluta y los ¡(Ol! son
los coeficientes definidos en (2.13). El t('rmino correspondiente a ~o, invariante
de la configuración, no se ha incluido en (3.1).

La matri¡o; de densidad p está dada por la mecánica estadística clá....;;ica:

donde

p = Z-le-II/(KnT) = Z-l eXP(LLko,<I>o,),
o ,

1") (,-" )Z = Tr' exp LLkO;IJ~olJ .
o ,

(3.2)

(3.3)

Como la matriz de densidad es una función de la configuración puede expresarse
en términos de las funciones característica. •• 1>01J, en la forma de la ce. (2.12)

Puo, de aC'H'r<ln rt las Jlropicdarl('~ de la matriz de densidad:

donde hf'IJI0S denotado (~("(IJ) los valores de expectación de las funciones carac-
terística"

(3.4)
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Estos valores de expectación se denominarán funciolws de corrchtción de IIIIJtisi-
tios. Así, separando la contribución proyenientc de <1>0,teJWIlIOSpara la matriz de
densidad:

Esta expresión garantiza la norrnalizé\('ión ri(. la matril: lit, densidad:

T (.Y) ','r' p = .\'1'0/ = 1.

(3.5)

(3.6)

(01>0) = TrIN) pol>o ~ 1 .¡- ~o L (01)0') (01)0'' 01>0)= 1, ya que (01)0,,01>0) = O). L.
suma sobre Q: en (3.5) corre sobre todos los cúmulos.

Interesa ahora definir matrices de densidad reducidas para cúmulos finitos.
Estas matrices de densidad para cúmulos finitos son direct.amente las distribucio-
nes de probabilidad 112,45]. Considérese un cúmulo {j de H{3puntos en el cristal.
Su matriz de densidad se define como

(3.7)

donde la traza se toma sobre las variables que no pertenecen a (j. Si ningún punto
de un cúmulo Q: se encuentra entre los puntos que rcstan al extraer n{3 puntos del
cúmulo p, tendremos:

Si tan sólo un punto de Q: pertenece a los N - np. aparecerá en Tr(N-.B) 4>0:& por
lo menos un factor de la forma de (2.6), Y la traza !'crá ccro.

Si,,~{3,
Sioif{3.

Así:

pp = Tr(N-P) p = PNMN-n"[l + 2: 2:(01)0,)01>0']
0:~{3 .,

y, definiendo

o __ .\[--m{JPp - • ,

donde la suma corre sobre todo~ los cúmulos no vacíos tales que a S; {J.

(3.8)

(3.9)
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La expresión (3.9) garantiza las relaciones de consistencia entre matrices re-
ducidas de densidad:

Pa = Tr(p-a) pp. (3.10)

Estas relaciones deben entenderse de la siguiente manera. Supóngase que a ~ /3.
Aplicando independientemente la definición (3.7) a a y /3 obtendremos:

Pa = Tr(N-a) P = M-n• [1+ ¿ ¿(~,.)~,.]
1~a 6

y

Pp = Tr(N-P) P = M-n• [1 + ¿ ¿(~(.)~(.].
~<;{3 ,

Si ahora obtenemos Pa directamente de Pj3 a través de (3.10) la expresión para Pa
será la misma. Esta propiedad de las matrices de densidad muestra la importan-
cia que tiene el haber construido la base ortonormal de funciones características
(l)o:,. Esta base permite también que la simetría de un cristal pueda incorporarse
directamente en términos de los valores de expectación (~a6)' Cualesquiera dos
cúmulos relacionados por operaciones de simetría del grupú espacial están caracte-
rizados por un conjunto único de valores de expectación ((l)¡,), donde i sirve para
etiquetar la órbita de cúmulos equivalentes a¡. Factorizando (~¡8)las matrices de
densidad reducidas pueden escribirse como

donde

Pi = pi[1 + ¿¿(~i.)~i.],
1<) ,

I

¿ ~a,S.
O:í~j3i

(3.11)

(3.12)

La suma en (3.12) se lleva a cabo sobre todos los cúmulos equivalentes ai con-
tenidos en un dado cúmulo de tipo j. Una ventaja más que tienen las funciones
características es que las funciones de correlación de multisitios proporcionan, una
vez que se fija el cúmulo máximo, un conjunto máximo de parámetros variacionales
para la minimización de la energía libre.

EJEMPLOS

1. Sistema binario. Cúmulo mmlmo: un sitio. Aplicando directamente la
definición de matriz reducida de densidad:
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donde 6 '" ("p).
Obsérvese que p¡(up) da las concentraciones de las dos especies químicas:

conPB=I-pA-

PA=HI+el]'

PB=i[l-elj,

("p = 1)

("p = -1)

2. Sistema binario. Par de primeros vecinos en los puntos p y p'. A partir del
ejemplo 5 de la sección 2:

p("p,"p') = 1[1 + "pel(p) + "p,e¡(p/) + "p"p,e2(p,p')],

donde e2(p,p') = ("p"p').
Si el sistema está desordenado (e¡(p) = 6(p')):

p( "P' "p') = 1[1+ ("p + "1" ) el + "p" p' e2j .
Esta expresión da las probabilidades de par para las diferentes configuraciones:

P2(1, 1) = ![1+ 2el + e2]'

P2(-I,-I) = 1[1- 2el + e2j,
P2(1,-I) = 1[1- 6],
P2(-I,I) = 1[1- e2j,

3. Pares y los parámetros de corto alcance. Sistema binario. Dados dos puntos
p, y p' = p + T, donde T es un vector de la red, los parámetros de corto alcance de
\Varren-Cow1ey se definen [43,68-71] en un sistema desordenado como:

a(r) __ qu_P_up_,_(r_)
- qupup'(O) ,

donde
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Resulta para el parámetro de corto alcance:

a(r) = (2(P,P + r~ - (;
1 - (1

4. El método de variación de cúmulos

Puede pensarse que el nombre de Método de Variación de Cúmulos (CVM)
proviene del hecho de que la minimización de la energía libre para obtener los esta-
dos de equilibrio se hace con respecto a las frecuencias de aparición de las diferentes
configuraciones de los cúmulos involucrados. Aunque en cálculos recientes se usan
como variables las funciones de correlación, muchas de las apariciones del CVM
han utilizado como variables las frecuencias o probabilidades de configuración
(que corresponden directamente a las matrices de densidad de la sección 3). El
usar las frecuencias de las configuraciones incrementa fuertemente el número de
variables a medida que aumenta el número de puntos de los cúmulos incluidos.
Hasta el momento se ha venido señalando que las sumas sobre cúmulos, cuando
aparecen, se deben realizar sobre todos los posibles cúmulos.

La aproximación del CVM consiste en suponer que las contribuciones a la
energía de cúmulos mayores que un dado conjunto de cúmulos In son nulas. De
esta manera se establecen el CVM una jerarquía de aproximaciones obtenidas
escogiendo cúmulos básicos In cada vez mayores.

La idea central en las diferentes formulaciones del CVM, como son el enfoque
combinatorial de Kikuchi [1]' el enfoque variacional de Morita [63,641, y la factori-
zación de la matriz de densidad de Sánchez, Ducastelle y Gratias [65], es que toda
función extensiva f puede obtenerse sumando las cantidades fa correspondientes
a cúmulos O' corrigiendo cada sumando con un factor que toma en cuenta el hecho
de que los cúmulos se saperponen.

4.1. El Hamiltoniano en el eVM [32,651

Considérese el Hamiltoniano de un cúmulo a

(4.1)

donde h/3 = (~/3,HQ:) = -I<T(lÍl/3llnpo.). Considérense los Hamiltonianos irredu-
cibles H,e tales que, para un dado cúmulo O' ~ f3 se cumple:

(4.2)
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Aplicamos ahora la aproximación del CVM al Hamiltoniano (3.1), de tal manera
que

I

H =L ao.Ho.,
•
I

H=¿Hp,
P

(4.3)

(4.4)

donde la prima significa que la suma sólo corre hasta incluir un dado conjunto de
cúmulos básicos In Y sus subcúmulos.

Sustituyendo (3.2) en (4.3L e intercambiando las sumas:

I I

H = ¿Hp. ¿ a•.
p .<;;p

Aquí la suma sobre o: se hace sobre todos los cúmulos o: ~ In que contienen al
cúmulo {3.Al comparar con (4.2) se obtiene

¿ a. = 1. (4.5)
o.2f3

4.2. L03 coeficientes de la entropía

Las transformaciones hechas sobre el Hamiltoniano en (4.1) y los cl)efident('~
de superposición son los mismos para cualquier cantidad extensiva. A.sí, :"10'
rita [63,64j demostró que las diferentes formulaciones del CV:Vl se obtif'nell a
partir de la expresión de la entropía:

s = -kHTr(N)plnp = ¿Sp,
P

donde las entropías 5{3 se definen por medio cit'

-ka Tr(.) ".Inp. = ¿ Sp.
pe; o.

(4.6)

(4.7)

La jerarquía de aproximaciones del CVM resulta de suponer que lo~ términos. 5,'9
para cúmulos mayores que los clímulos básicos In son cero. De manera semejante
que para el Hamiltoniano:

(4.8)
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Tomando en cuenta la superposición de los cúmulos

(4.9)

y procediendo corno en (4.1) se obtiene la condición (4.5) para los coefidentes aQ•
Un punto esencial de la apliLación del CVM a cualquier sistema es el cálculo

de los coeficientes de la entropía en (4.9). Las propiedades generales de estos
coeficientes se siguen de (4.5), Sin embargo, sólo discutimos aquí el caso en el
que la simetría de la red se ha incorporado. Para la discusión de las propiedades
generales de los coeficientes puede verse la ref. [651. así como la aplicación de la
teoría de grupos al cálculo de la entropía configuracional realizado por Gratias,
Sánchez y de Fonlaine [721.

Para un grupo dado de simetría espacial la ecuación (4.9) puede escribirse
como

s = - N J{ D ¿ b¡ Tr( ¡) p¡ In P¡ 1
i~n

(4.10)

con los coeficientes b¡ dados por el producto de los coeficientes a¡ y el mímero J.L¡
de cúmulos tipo i por celda unidad:

b¡ =J-liai.

La condición (4.5) se reescribe como

(4.11)

(4.12)

donde q{ es el número de cúmulos tipo i que contienen un cúmulo determinado
de tipo j. La suma se realiza sobre los subcúmulos i del cúmulo básico n.

La expresión (4.12) puede reescribirse en términos de los coeficientes b¡ me-
diante la relación

(4.13)

donde r{ es el número de subcúmulos j contenidos en un cúmulo de tipo i. Multi-
plicando (4.12) por mUj' usando la relación (4.13), e identificando b¡ obtenemos:

(4.14)

A continuación se aplicará la expresión (4.14) para obtener los coeficientes
b¡ de (4.10) para el caso de tetraedros en una red bcc. El conteo y clasificación
de los cúmulos para estructuras cristalinas generales se puede realizar a través
de consideraciones de teoría de grupos. Para casos más generales, véase, pues.
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FIGURA 1. Representación de la red bcc con cuatro subredes equivalentes. En la parte inferior
aparece el tetraedro irregular que se utiliza en el CVM.

la referencia [72], donde se propone un método general que se ejemplifica con el
cálculo de expresiones de entropía para estructuras de diamante, HCP y "spinel".

EJEMPLOS

1. Red bcc en la aproximación de tetraedros. Como punto de partida tomamos
la celda cúbica (2 sitios por celda). El tetraedro mínimo (Figura 1) que se puede
construir conectando puntos de la red bcc es irregular: dos de sus aristas conectan
puntos que son segundos vecinos, las otras cuatro conectan primeros vecinos.
Decimos que el tetraedro tiene dos pares largos y cuatro pares cortos. Un tetraedro
de esta naturaleza se obtiene al unir dos átomos centrales de celdas cúbicas en
contacto y luego unir estos puntos centrales con los puntos terminales de una de
las cuatro aristas del cubo más cercanas. Como el tetraedro resultante se pueden
construir 24 que comparten el punto central de una celda, todos conectados por
operaciones de simetría, y con sólo la mitad de cada uno de ellos dentro de la
celda cúbica.

La celda cúbica contiene 12 tetraedros, 24 triángulos, 6 pares largos, 8 pares
cortos y 2 sitios. Etiquetando correspondientemente cada una de estas figuras con
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los valores 4, 3, 2, 1 Y O del Índice j, tenemos:

1', = 12, 1'3 = 24, 1'2 = 6, 1'1 = 8, 1'0 = 2.

Considérese ahora un tetraedro aislado. El conteo de los subcúmulos lleva inme-
diatamente a:

r~= 4,

Un triángulo aislado:

T~ = 1,

Un par largo:

Un par corto:

r~= 2,

0_2T2 - •

orl = 2.

rl = 4r~ = 4.

or3 = 3.

La aplicación de (4.14) es inmediata.

j=4
j = 3

j=2
j = 1

j=O

b4 = 1..1.4,

b4Tl + b3ri = J.L3,

2b2b2b4T4 + 3T3 + 2T2 = J.L2,

b4d +b3d +blTf = Jll,

b4T~ + b3T~ + b2Tg + b1rA + bOTg = J.LO'

La solución de este sistema de ecuaciones para las b's es:

b, = 12, b3 = -24, b2 = 6, b, = 8, bo = -2.

La entropía configuracional (4.10) por átomo es entonces:

s = - kB [6 L Piiklln Piikl - 12LPiik In Piik
ijkl ijk

+ 3'" p(2) In p(2) +4 '" pI\) In pI\) - '" P .In p.]L 1) 1} ~ t) 1) ~, l'

ij ij i

(4.15)

donde se han escrito explícitamente las trazas, y las sumas sobre los Índices i, j,
k Y 1 se realizan sobre las diferentes configuraciones. En lo que sigue i- 1 Y j - k
son pares a segundos vecinos. Para simplificar la notación se han sustituido los
operadores (Jp por estos índices. Las matrices de densidad en (4.15) se obtienen
como se describe en la sección 3, y tienen la forma (como la notación usada en
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este ejemplo):

Pijk¡ = ¡\[1 + (i + j + k + 1)(0 + (i + l)(j + k)éJ + (il + jk)é2
. + (ijk + ijl + ilk + jkl)6 + ijkl(.],
1

Pijk = 8[1 + (i + j + k)(o + i(j + k)(¡ + jké2 + ijk61,

(2) 1[1 (. .)' .. , IPij =:¡ + z +) ,o + Z) ,2 ,

P!:) = t[l+ (i + j)(o + ijéJ]'

Pi = ![1 + i(ol.

Las funciones de correlación éo, él, ';2,';3 y ';4, de sitios, pares cortos, pares largos,
triángulos y tetraedros, respectivamente están dadas por:

(o = «7¡);
(2 = (t1it1/) = (t1jt1k);

(, = (t1;oj) = (t1i(1k) = «(1j(1/) = (t1k(1¡);

(, = (t1it1j(1k) = (t1it1kt1¡) = (t1it1jt1¡) = (t1jt1kt1¡);
(. = (t1i(1j(1kt1¡).

I I I I I I-¡-1-r-¡-r-r
-i-r~r=t~i-í-
--a -- --+-O-fJ-r-o--h-

-l-rUJ-.tll-rl-
I L-i---i_J I-r-1-¡-r-¡-r-

FIGURA 2. Representación de la red cuadrada con cuatro subredes equivalentes.

2. Red cuadrada en la aproximación de cuadrados. Estado desordenado. Con-
sideremos una celda cuadrada que contiene cuatro puntos de la red (línea de trazos
discontínuos en la figura 2). con lados de longitud igual al doble de la constante
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de la red. Con J" = 4 para el cuadrado, i = 3 para el par largo, i = 2 para el par
corto y i = 1 para el sitio tenemos:

1'4=4,1'3=8,1'2=8,1'1=4.

La expresión (4.14) toma la forma:

b4r~ = 114,

b4d + b3r~ = 113,

b4r~ + b3T~ + b2d = 112,
1 1 b 1 1b4r4 + b3T3 + 2T2 + b1r1 = 111,

donde

4 - 1T4 - ,
2 - 1r2 - ,

La solución es:

Ti ;:::T~ = O,
1= 2, r1 = 1.

y la expresión para la entropía por átomo es:

_ [,~ (4) (4) ,,(2) (2) ,,(1) (1)]
s - -kB ~ PijkllnPijkl- 2~Pij InPij + ~Pi InPi '

ijkl ij i

donde los superíndices denotan el tipo de cúmulo, y se suma sobre las configura-
ciones como en el ejemplo anterior.

Sistemas ordenantes. El CVM es un método sumamente adecuado para tratar
transiciones de orden y desorden. Decimos que una aleación está ordenada si las
diferentes especies que la componen se arreglan de manera regular y periódica
unas respecto de otras en el cristal, mostrando un orden a largo alcance. Si, por
el contrario, se arreglan azarosamente decimos que la aleación está desordenada.
La situación de la aleación en un momento dado (a una temperatura entre OOKy
la temperatura de transición al desorden) puede ser intermedia entre el desorden
y el orden completos. Para describir el orden, el CV~f se sirve de subredes.

Por ejemplo, supóngase que se tienen átomos A y B al 50% de concentración
en una red bcc. El estado perfectamente ordenado será aquél en el que los átomos
A ocupen los sitios a y (3 y los átomos B ocupen los I y 6. Resultan, entonces,
dos subredes cúbicas simples (a + (3, ,+ 8). El estado de orden puede ser más ela-
" borado y requerir más de dos subredes. El ejemplo que se presenta a continuación
considera el caso hipotético de un estado de orden que hace necesario distinguir
cuatro subredes en una red cuadrada.
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3. Red cuadrada con cuatro subredes. Construimos cuatro subredes en la
red del ejemplo 2 de la siguiente manera. Considérese un cuadrado cualquiera y
etiquétense sus puntos como pertenecientes cada uno de ellos a una de las cuatro
subredes, a, (J, I Y Ó, como en la figura 2. De esta manera un sitio a tiene dos
primeros vecinos (J, dos primeros vecinos ó y cuatro segundos vecinos 1. Un sitio 1
tiene dos primeros vecinos (J y dos Ó. Los cuatro segundos vecinos son a. Un sitio
13 tiene dos primeros vecinos a, dos 1 y cuatro segundos vecinos Ó. Etc. Usando
la misma celda que en el ejemplo 2, y los índices de las subredes para denotar el
tipo del cúmulo tenemos:

bafil0 = 4
bafi10. 1 + ba1 . 1 = 4, o ba1 = O

por simetría: bpó = bo.'T= O.

por simetría: bo.p = bCH5 = bp'T = b....,ó = -2 y:

(para segundos vecinos)

(para primeros vecinos)

por simetría: bo. = bp = b....,= bó = 1. La entropía por átomo es, entonces:

- k [" afil' I afil' 1"( afi 1 afi a' I a'
oS - - B L.J Piikl nPiikl - 2" L.J Pii nPii + Pii nPii

iikl ii

fi11 fil l' 1 ,o 1 L:: L:: "1 "]+p .. np .. +p .. np .. +7 p. np ..
1) IJ IJ IJ 't I 1

i "

Esta expresión de la entropía se reduce a la del ejemplo anterior en el caso en que
a={3=1=1i.

4.3. Condiciones restrictivas

Hay dos condiciones restrictivas que ayudan en el cálculo de los coeficientes
de la entropía, y que de hecho ya se usaron en los ejemplos 2 y 3 de este capítulo
(aunque no completamente porque se incluyeron en las ecuaciones los coeficientes
de los pares de segundos vecinos). Estas condiciones llevan a las siguientes dos
reglas 1651:
la. Los coeficientes de cúmulos que no se superponen se anula.
2a. Los coeficientes de un cúmulo a se anula a menos que para todos los cúmulos 1n
que contienen a a sea posible encontrar otro cúmulo 13 (:¡i: a, :¡i: In, con coeficiente
distinto de cero, tal que su intersección con 1n sea estrictamente igual a a.

Por ejemplo, obsérvese el caso d.e los triángulos formados por un par largo
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y dos pares cortos dentro del cuadrado como cúmulo básico. Tanto para este
triángulo como para el par largo se anulan los coeficientes. Otro caso que vale la
pena notar es el de los triángulos en la bcc y en la fcc. En el segundo caso (véase
la referencia 32, donde los coeficientes en la aproximación de tetraedros para fcc
se obtienen como ejemplo) el coeficiente para el triángulo se anula.

5. La aplicación del CVM: un ejemplo

Aprovechamos ahora los desarrollos realizados hasta el momento para ejem-
plificar la aplicación del CVM.

El estudio de aleaciones que se ordenan requiere la introducción de subredes
como en el ejemplo 3 de la sección anterior. En este caso estudiamos nuevamente
la red cuadrada, con sólo dos subredes Q y {3.Estas subredes, que contienen cada
una el 50 por ciento de los N sitios del cristal, se obtienen del ejemplo mencionado

haciendo 'Y= " y 6 = (3.

a) Funciones de correlación

Hay ocho funciones de correlación:

E. = (aOaO),
Ee = (aOaPaO),

E2 = (aP),
E3 = (aOaP),
Es = (aPa~),
E7 = (aPaOaP),
Es = (aOaPaOaP),

para sitios;

para pares cortos;

para pares largos;

para triángulos; Yi

para cuadrados.

Aquí hemos simplificado la notación, dado que no hay posibilidad de confusión.
En el caso de los pares largos se ha introducido el subíndice 2 para denotar el
hecho de que estamos tratando con segundos vecinos.

b) Matrices de densidad

De igual manera a los ejemplos de la sección 3 se substituyen los operadores
a por operadores i en las expresiones para las matrices de densidad.

Sitios:

Poli) = i[! + ¡El!,
pp(i) = il! + iE.].

Pares cortos:
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Pares largos:

Paa(ij) = il1+ (i + j)E! + ijE.],
ppp(ij) = Hl + (i + j)E, + ijE51.

Triángulos:

Papa(ijk) = ~Il+ (i + k)E! + jE2 + (ij + jk)E3 + ikE. + ijkEeJ,

Ppap(ijk) = Hl + jE! + (i + k)E2 + (ij + jk)E, + ikE5 + ijk61.

Cuadrado:

Papap(ijkl) = ¡\¡\1 + (i + k)E! + (j + I)E, + (ij + jk + kl + li)E,
+ ikE. + j1E5, + (ij + ikl)Ee + (ijl + jkl)6 + ijklE81.

Puede verse que todas las matrices de densidad tienen la forma:

(5.1)

donde J denota la configuración en cada caso (i, ij, ijk, ijkl).
La identificación de los coeficientes Vqq, en (5.1) es muy importante. Por

ejemplo, al derivar la [unción de energía libre aparecerán derivadas de las matrices
de densidad con respecto a las funciones de correlación que toman una forma muy
sencilla en términos de los coeficientes V:

(5.2)

Lo mismo, aparecerán derivadas de los términos de la entropía:

Aquí se ha usado la propiedad

de los coeficientes Vqq,(J). Esta propiedad se siRue inmediatamente de la norma-
lización de las matrices de densidad.

e) E:nergía interna

Si se incluyen interacciones a primtros y sq~undos vecinos entre las especies
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químicas A Y D, la energía interna toma la forma:

donde las J's se refieren a primeros vecinos:

Jo = !('AA + 'BB + 2'AB)
J¡ = !('AA - 'BB)
J2 = !('AA + 'BB - 2'AB)

y las K's a segundos vecinos:

Ko = !('AA + 'BB + 2'AB)
K¡ = !('AA - 'BB)

K2 = !('AA + 'BB - 2'AB)

(5.5)

(5.6)

Los fr8 son las interacciones a primeros vecinos entre las especies químicas. Las
interacciones a segundos vecinos se denotan Er8.

Se puede prescindir del primer término en (5.4). Los mismo del segundo, ya
que, además de una constante contiene un término lineal en la concentración.
Como se buscan puntos sobre las gráficas de dos fases, en el diagrama de energía
libre contra concentración, que tengan tangente común, el término lineal no inter-
viene en el cálculo. Entonces la energía interna promedio por átomo y en unidades
de J2 aparece como:

donde

(E) = 26 + <P(~4+ €s), (5.7)

(5.8)

(5.9)

Hay dos tipos de par largo, por eso hay dos términos en la contribución de los
segundos vecinos a la energía (e4 y es); el otro término (6) es la contribución de
los pares cortos.

d) Energía libre

La entropía puede obtenerse directamente del ejemplo 3 de la seCClon 4,
haciendo o:= '1 Y{3= Ó. La expresión para la energía libre por átomo, en unidades
de J2 (T = kT/J2) es:

F = 26 + <P(~4+ ~5)+ T L>.P.P(J)1np.P.fi(J)
J

- 2T ~:>.fi (J) Inp.fi (J) + i ¿;(p. (J) Inp.(J) + pP(J)1n pP(J)).
J J
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Lo mismo que¡ al inicio del capítulo, ya que no hay posibilidad de confusión, la
notación se ha simplificado. Recuérdese que en la entropía sólo aparecen los sitios,
los pares cortos y el cuadrado.

En este ejemplo se pueden ver claramente las ventajas de formular en términos
de funciones de correlación. Si tratando de aplicar el método de iteración na-
tural, se formulase este caso en términos de las frecuencias (probabilidades) de
las configura.ciones de los diferentes cúmulos (sitios, pares cortos, pares largos,
triángulos y cuadrados), el número de variables aumentaría notablemente.

No es la finalidad de este trabajo resolver íntegramente este ejemplo. Sin
embargo, puede verse cómo la forma de las expresiones (S.l), (S.2), (S.3) y (S.9)
sugiere los programas para resolver las ecuaciones 8F/aeq = O.

6. Conclusiones

Se ha presentado una formulación coherente del CVM [65],aportando ejemplos
al discutir los diferentes elementos que lo conforman.

El OVM adquiere, al ser formulado en términos de las funciones características,
una hase sólida y coherente. Esta formulación permite establecer directamente las
relaciones de autoconsistencia (3.10) entre matrices de densidad¡ relaciones que
juegan un papel importante en el proceso del cálculo de los coeficientes de la
entropía.

Los promedios de las funciones características dan las llamadas funciones de
correlación de muitisitios que a su vez forman un conjunto de variables adecuado
para minimizar la energía. Adecuado quiere decir aquí que se obtiene directamente
el conjunto de variables, que no es necesaria la introducción de multiplicadores de
Langrange como al aplicar el NIM y que el número de variables es mucho menor
que si se usan como tales las probabilidades de las diferentes configuraciones de
los cúmulos. Un punto importante al escribir el CVM con funciones de correla.ción
se encuentra en la identificación de los elementos Vqq,(J) de las expresiones (5.1)
para las matrices de densidad.

Este trabajo debe considerarse como complementario al presentado en otra
parte 173] donde se escriben en forma introductoria los rudimentos de la formu-
lación de energía libre y su aplicación a algunos problemas.
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CVM wil,hin the Correlation Function Formalism. Compared 1.0the traditional
formulation this approach has the following adv.Il.ntages: (i) the number of
variables i! smaller than that of the variables traditionally used 1.0minimile
the free energy; (ii) it makes ellSier 1.0carry out higher approxim.ll.tionll with
rel.ll.tively small computen; .Il.nd(iii) it givell a sound basis 1.0the CVM. E.Il.ch
IItep is illustrated using examples taken from the theory of ordering alloys.


