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Resumen. Se presenta una revisién detallada del Método de Variacién de
Cidmulos (CVM) que ha mostrado su enorme utilidad en el estudio de las pro-
piedades termodinamicas y electrénicas de sistemas de miltiples componentes.
Aqui se formula el CVM en términos de funciones de correlacién. Las ventajas
que tiene esta formulacién sobre la tradicional son: (i) proporciona un conjunto
de variables independientes menores en nimero que las probabilidades tradicio-
nalmente usadas para minimizar la energfa libre; (ii) permite aproximaciones
mayores en computadoras relativamente pequeiias; y (iii) da al CVM una base
sélida. Cada etapa se ejemplifica. Los ejemplos se refieren principalmente a la
descripeién de sistemas que se ordenan a bajas temperaturas.

PACS: 05.50.49; 05.70.-a; 05.70.Fh; 64.60.Cn; 81.30.Bx

1. Introduccién

Hace ya més de 35 afios que el método de variacién de cimulos (CVM) fue pro-
puesto por R. Kikuchi [1]. Las aplicaciones de este método fueron méas bien escasas
en los primeros decenios de existencia del método. Sélo hasta muy recientemente
se ha empezado a utilizar fuertemente. Tal vez el que haya tardado tanto en
difundirse se debe a las varias dificultades que la formulacién inicial entranaba.

La utilidad del CVM ha quedado demostrada en una gran variedad de dreas.
Se ha aplicado intensamente al estudio fenomenolégico de aleaciones binarias y
ternarias [2-16]. Los estudios del efecto que el magnetismo tiene sobre otras propie-
dadaes de las aleaciones binarias, han hecho uso en muchos casos del CVM [17-24].
Sélo dltimamente se ha empezado a atacar este problema en aleaciones ternarias.
En particular, el CVM se ha aplicado a aleacioanes magnéticas tipo Heusler [25].
Las superficies de divesos sistemas han sido estudiadas en diferentes aproxima-
ciones del CVM [26-34]. Un 4rea donde las aplicaciones del CVM han apare-
cido en forma natural es el magnetismo de sistemas puros; aqui el CVM se ha
combinado con célculos de teoria electrénica [35,36]. El uso del CVM, junto con
alguna aproximacién de la parte electrénica, ha sido bastante fructifero. Asi hay
calculos de propiedades de aleaciones donde la parte electrénica se resuelve con
una red de Bethe [37,38] y de densidades de estados electrénicos usando cactos de
Husimi [39]. Recientemente se han hecho aplicaciones conjuntas del CVM con la
aproximacién de potencial coherente (CPA) [40]. Otra aplicacién que vale la pena
mencionar es la que se ha hecho al estudio de la intensidad difusa en dispersién
de neutrones [41-42].
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Un amplio espectro de aplicabilidad del CVM se debe a que las dificultades
iniciales sefialadas en el comienzo de esta introduccién han sido vencidas. Estas
dificultades eran [43]: (i) Falta de un esquema para lograr sisteméticamente mayor
exactitud; (ii) Energfa interna limitada a primeros vecinos; (iii) Problemas de
convergencia al resolver las ecuaciones resultantes de procesos de minimizacién; y
(iv) Procedimiento demasiado complicado para calcular las entropias.

i) Falta de un esquema para lograr sistemdticamente mayor ezactitud

Ya se han disefiado estos esquemas [44,45]. Ahora el CVM puede descri-
birse como una jerarquia de aproximaciones. Las jerarquias maés altas involucran
ctimulos de més puntos. Las aproximaciones de Bragg-Williams (el “cimulo” es un
solo punto) y de Bethe (el cimulo est4 formado por un par de 4tomos) son los dos
niveles més bajos de esta jerarquia. Un hecho notable es que ctimulos relativamente
pequefios dan buenos resultados. Por ejemplo, las temperaturas criticas del modelo
de Ising en red fcc con ciimulos de 4 y 6 puntos se obtienen a 1.5% de las mejores
estimaciones actuales. Las simulaciones Monte Carlo para redes fcc [46-48] dan
una medida de la exactitud del CVM. Dentro de la incertidumbre numérica de las
simulaciones Monte Carlo, CVM y Monte Carlo concuerdan excepto en la vecin-
dad de las regiones criticas [11a]. Recientemente se ha demostrado en un estudio
comparativo [11b] que el diagrama de fases de aleaciones magnéticas con red bee,
calculado en la aproximacién de tetraedros del CVM, concuerda con los resultados
Monte Carlo (supuestos como mas exactos). La temperatura de transicién dada
por el CVM es mads alta en un pequefio porcentaje.

ii) Energia interna limitada a primeros vecinos

Esta limitacién se ha corregido [45-49]. El rango de las interacciones en la
energia ordenante estd limitado por el tamafno del méximo cimulo involucrado
en la aproximacién de la entropia [50]. Esto no es un limitante. Por ejemplo, las
més de las estructuras observadas en fcc se estabilizan con interacciones sélo a
primeros y segundos vecinos [51-53]. Ademds se pueden introducir interacciones
fenomenolégicas de muchos cuerpos [3,54].

iii) Problemas de convergencia

El propio Kikuchi [55] desarrollé un algoritmo computacional que garantiza
la convergencia. Este algoritmo recibe el nombre de método natural de iteracién
(NIM). El NIM tiene los inconvenientes de que, aunque garantiza la convergencia,
ésta puede ser muy lenta, y de que el eimulo de ecuaciones simultdneas que se
han de resolver crece notablemente al crecer el tamafio del ciimulo maximo. Por
eJemplo, si se tiene un s:stema binario fcc en la aproximacién de tetraedros el

nimero de ecuaciones es 24 = 16, un ternario fecc en la misma aproxlmacwn
requiere la solucién de 3% = 81 ecuaciones, y un ternario en la aproximacién de
la celda primitiva (8 puntos) bee requiere la solucién de 3% = 6561 ecuaciones.

Sanchez y de Fontaine [45] han sustituido el NIM y la solucién de ecuaciones
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de probabilidades de configuracién de cimulos mediante la formulacién de la
energfa libre en términos de funciones de correlacién (lo que reduce el niimero de
ecuaciones), y la aplicacién del método de Newton-Raphson. El resultado no sélo
es un nimero mucho menor de ecuaciones, sino también una convergencia mucho
maés rapida. Por ejemplo, en el cdlculo de brechas de miscibilidad la convergencia
es varios 6rdenes de magnitud més rdpida que en el NIM [56].

iv) Cdlculo de la entropia

La técnica combinatorial para contar configuraciones originalmente propuesta
por Kikuchi [1] se convierte en algo engorroso y complicado al aumentar el tamafio
del cimulo méximo. Barker [57] redujo el célculo de la entropia a un procedimiento
que consiste esencialmente en contar el nimero de cimulos por celda unidad y
resolver un conjunto de ecuaciones lineales. Dos anos después, en 1955, Hijmans
y De Boer [58-62] iniciaron una serie de trabajos para presentar de manera
sistemética el método de Kikuchi. Poco después Morita [63-64] obtuvo el CVM a
partir de un principio variacional.

Recientemente la descripciéon en términos de funciones de correlacién pro-
puesta por Sanchez y de Fontaine fue generalizada proporcionando un formalismo
que sirve de marco al CVM y permite una nueva interpretacién del mismo [60]. En
ese trabajo se completan los estudios de Barker [57]| y de Hijmans y De Boer [58-62]
acerca del célculo de la entropia, resultando pricticamente una receta cuya apli-
cacién puede hacerse incluso a sistemas donde no hay simetria de translacién [65].

Como resultado de todos los trabajos que han modificado, reformulado y
extendido el CVM, se tiene ahora un método sumamente flexible, aplicable con
relativa facilidad a un amplio espectro de problemas y que, al menos en las
aproximaciones mas bajas (las que han funcionado muy bien en gran niimero
de problemas), no requiere de grandes instalaciones de cémputo. En especial,
la formulacién del CVM a base de funciones de correlacién [65] presenta varias
ventajas sobre la formulacién original en términos de matrices de densidad o
probabilidades de cimulo. En lo que sigue llamaremos a aquélla la formulacién
generalizada del CVM.

Es la finalidad del presente trabajo el presentar la formulacién generalizada
del Método de Variacién de Ciimulos [85], presentando ejemplos, y subrayando las
ventajas que tiene el escribir un problema en términos de funciones de correlacién.
Ventajas no sélo para el momento de llevar el cdlculo a la computadora, sino
también para interpretar tanto expresiones como resultados.

Pretende este trabajo ayudar a entender la més reciente descripeién del CVM
que permite su aplicacién a problemas complicados ahorrando memoria y tiempo
de computadora (se ha presentando el CVM de otras formas que no son tan
itiles en este sentido; véase por ejemplo la referencia [66]). La solucién de estos
problemas usando aproximaciones altas del CVM estaria, sin esta formulacién,
fuera del alcance de quienes no tienen acceso a una computadora grande. Con
el uso de las funciones de correlacién la capacidad de una computadora personal
basta para atacar holgadamente muchos problemas con aproximaciones del CVM
que usan curmulos maximos de 4 puntos.
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En la seccién 2 se describe cémo construir las funciones caracteristicas. En
seguida, en la seccién 3 se discuten las matrices de densidad que, en la forma
tradicional de aplicar el CVM, son las variables fundamentales. Después, en la
seccién 4 se describe el CVM y la forma de calcular los coeficientes de la entropia.
La seccién 5 es una breve discusién de la forma de aplicar el CVM. Para esto se
usa la expresién de la energia escrita para un caso particular que requiere el uso
de subredes. Nétese que sélo hasta esa seccién se consideran sistemas ordenantes.
La seccién 6 presenta las conclusiones.

2. Las funciones caracteristicas

Consideramos un sistema cristalino con N puntos. La situacién de cada punto
p se describe mediante el operador de ocupacién op. Para un sistema de M
componentes el operador o, puede tener los valores:

op = mym—1,...,1,(0),~1,...,~(m=1}),~m.

El niimero de valores que o, puede tomar corresponde directamente al nimero
de componentes que pueden ocupar un sitio p de la red. Obviamente M = 2m
(excluyendo el valor o, = 0) si el nimero de componentes es par y M = 2m + 1
(incluyendo o, = 0) si M es impar. Si, por ejemplo, es posible que un sitio p pueda
quedar vacio, esta posibilidad debe tomarse en cuenta en el niimero de valores de
0. En el caso de un sistema con dos componentes quimicas A y B en el que puede
haber vacancias, los valores de o}, serfan: o, = 1,0, —1. Estos valores describen las
diferentes posibilidades de que el punto p esté ocupado por un dtomo A (op = 1),
esté vacio (op = 0) o haya un dtomo B (¢, = —1) en p, respectivamente. Vale
la pena hacer notar que estos operadores ¢ no corresponden directamente a los
definidos en la ref. [43].

Para describir una configuracién del sistema, colectamos los valores de los
operadores o en los N puntos de la red, formando un vector . Este vector o,
describe totalmente la configuracién:

o= (01,02,...,0N}.

Ya que el interés es describir funciones que dependen de la configuracién, definimos
el producto escalar de dos funciones arbitrarias de ¢ como:

(f,9) = o3 TeM) £g, (2.1)

donde

™M -3 5.5,
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y pjy es una constante de normalizacion
oo =MV (2.2)

El que pjy tenga el valor dado en (2.2) puede verse rapidamente tomando las
funciones f y g como la identidad. En este caso el operador Tr(N) estara actuando
sobre un uno. Cada suma de la traza se lleva a cabo sobre tantos valores de o
como componentes hay en el sistema. Asi cada suma da M,y habiendo N puntos

oM 1 = MY,

2.1. Base ortogonal con polinomios de Chebyshev

Se trata ahora de construir en cada punto p una base de funciones ortonormal
y completa con respecto al producto escalar (2.1). Una tal base puede construirse
usando los primeros M polinomios discretos de Chebyshev.

Para cada punto p definimos los M polinomios ortonormales

5
Oq,(0) = ZC,(:)o%k, S:D,l,...,m-l,(m), (2.3a)
k=0
8
Bueeilin) = 3 AR, T I . (2.3b)
k=0

donde los coeficientes se han de determinar a partir de la ortonormalidad respecto
al producto (2.1)

(Oﬂ(ap),ens(op)} =0t (2.4)

La forma de realizar el producto de dos polinomios se sigue directamente de
la definicién del producto escalar:

(On(ep), Oni(op)) = oy Tr) Onl@p)Oni(7p)

P?V; E Zen("p)@n'(ap) Z Zl

Op-1 Tp Tpt1 aN

PR WKW, SAEE R (2:5)

ON-1

(©n(op): Outlop)) = 37 2 Onlon)On(0)
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EJEMPLOS

1. Dos componentes quimicas A y B.

-l { 1 Si en el punto p hay un atomo A,
P~ 1 -1 Sien el punto p hay un atomo B.

Sélo hay dos polinomios de Chebyshev:

@U(Gp] =]
e

@1(0"3) = Gp.

Que la constante en g es 1 (o —1) se sigue inmediatamente de (2.5), con
©p = Cop:

(@0790 ZCO = —fG M =.1.

Lo mismo en el caso de @1 = dyop:

M

9p

1
(©1,01) = 3= Y dod = -dt Yot = df.
U

2. Tres componentes quimicas A, By C.

0 Sihay un &tomo A en p,

1 Sihay un dtomo A en p,
op =
-1 Si hay un 4tomo C en p.

Hay tres polinomios de Chebyshev

Oy =1,
01 = doy,
@9 =0Cp+ Clcrg.

Evaluando los coeficientes, segtin (2.5):

(©1,01) = —dzzo e gdz of |

(©9,02) = 3 [COZ+C1ZU } =],

op
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o bien
3Cp+2C1 =0,
@2,@2)—3 Cozl-f-?C(}ClZU +CIZU =1,
p
o bien
3C% 4+ 4Cy€1 + 202 = 3,
obteniéndose

d= j:\[%, Cp = :]:\/2-, O = H%Cl.
Si tomamos d > 0, y Cp > 0, se obtienen los polinomios de Chebyshev:

3
@0 = 1, @1 = —2'0‘p, @2 = \/E* %Ug

3. Cuatro componentes quimicas A, B, C y D. Este ejemplo pudiera pensarse
como el caso de una aleacién binaria con componentes magnéticas (dos estados
magnéticos): A = A1, B=B1,C=A|yD= B | Sin embargo, como se
verd més adelante, hay formas més convenientes de tratar una aleacién binaria
magnética. Para la aleacién cuaternaria hay cuatro polinomios, para los que, una
vez evaluados los coeficientes, se tiene:

2 1
Q=1 ©;= \/;Up, 0y = -3—(5 — 20"2,), O3 = (1705 — 50’§).

3\/_

Es claro que la traza de un solo punto de cualquier polinomio base On(op) con
n > 1 es cero:

e Ze p) = M (®n(ap),0¢) = 0. (2.6)

De ahi que (2.4) quede generalizada para cualesquiera dos puntos de lared py p',
ypa.ranzlyn’zlcomo:

(©n(0p), Ont(op)) = M35 5" On(0p)Opt(0y) = bppibpp- (2.7)

Puede demostrarse facilmente que el conjunto base de ©,(0p) es completo. Témese



124 G. Diez de Leén y F. Mejia Lira

cualquier ©n(0p) del conjunto base. Este O, (0p) puede escribirse:

Bx(op) = Z(Gn:(opr), On(0y))@u(op).

nf

Escribiendo explicitamente el producto escalar e intercambiando las sumas:

1

@n(op) = Z H Z@n;(ﬁpr)enl(op) @n(ffpr).
Up,l nf

Ya que esta expresién es vélida para cualquier o, del conjunto basico, se sigue

inmediatamente que el conjunto es completo:

M-1
2. Oulop)On(oy) = M6, . (2.8)
n=0

2.2. Construceidn de las funciones caracteristicas de un eimulo

Tenemos una red con N puntos que estan ocupados por una de las M compo-
nentes. En cada uno de los puntos hemos construido una base de polinomios
On. Consideramos ahora un ectmulo de 7 puntos que constituyen el conjunto
{p,p',....0"} v el conjunto de fndices {n,n’,...,n"} que resulta de tomar el
indice de alguno de los polinomios base en cada punto. Si « denota al cimulo, y s
uno de los posibles arreglos de los indices n, definimos la funcién de cimulo Dy
como:

'Iﬂas(ap,cpr, e ,Jp" = en(UP}enJ(Upf) L) @n”(op")' (29)

Esta es una de las funciones caracteristicas del cfimulo o definido por los puntos

’ "

L w ")

La ortonormalidad de las funciones caracteristicas se sigue directamente de
las propiedades de los polinomios ©,. Si @ y 4 son dos cimulos cualesquiera en
diferentes regiones de la red, apareceré en el producto (s ®,) por lo menos un
factor del tipo (2.6). Lo mismo suceder4 si los ctimulos estan en la misma regién
pero no todos sus puntos coinciden, ya sea porque los ctimulos no se superponen
coincidentemente, o porque no son del mismo tamafio. Si los indices de polinomio
de Chebyshev no son los mismos en un punto, se tendra por lo menos un factor
de la forma (On(0p),@r(0p) > 0 (n # 1), donde n proviene de o y r de 3.

Ademas, si tenemos el cimulo a,

(Bas, o) = MMMV (32 04(0,)01 (o)) - PILWICHCRICHS)

p

=M (Méyy) - (M&, ) = bpp---6

el
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donde n, es el numero de puntos del cimulo a.
Por tanto, para las funciones caracteristicas

an — On(op)@n:(apf) 5503 @nu(apu) Yy @‘331 = Or(ﬂ'q)@rl(aqf) 4 @ru(oqn)

se cumple

(Das, Bt) = bagbyy- (2.10)

Obsérvese que las funciones ® de dos cimulos con el mismo namero de puntos
y la misma forma geométrica pero que estan en diferentes regiones de la red son
ortogonales. En (1.10) 6, se usan para abreviar el producto de deltas:

Bygt = Onrbpps -+ 6

niell-

Probamos a continuacién que las funciones caracteristicas forman un conjunto
completo. Considérese un ciimulo @ con n, puntos, si se denota su configuracién
por:

G = (O1,0% e Tiig)s
tenemos para cualquier funcién caracteristica @45 (# ®g) del cimulo:

Qas(o) == Z( ( f) O ( ')>q)as (0’)
o ZM . ZQQ‘? rui'( I,)(I":).'.l:'(o')i

o, intercambiando las sumas:

Bos(0) = Z{M "GZ@M ®,,(0)| ®as(e).

o-l‘

Ya que esta tltima expresién vale para cualquier funcién caracteristica (# ®q) del
ctimulo, se sigue que las funciones caracteristicas ®,5 de un cimulo « forman un

conjunto completo:
PaZ‘I’mr )®as(0') = bagrs (2.11)

con
Pa =M "=

Cualquier funcién de la configuracién puede expresarse ahora como:

0) =33 fasPas(o), (2.12)

donde
fas = (®as, [)- (2.13)
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EJEMPLOS

4. Dos componentes A y B. Cimulo: un punto. Las funciones caracteristicas
en un punto dado p son directamente los polinomios de Chebyshev en este punto.

@o=8p=1
Py = 04(0p) = ap.

5. Dos componentes A y B. Funciones caracteristicas del par construido sobre
los puntos p y p'.
o = BB = 1;

@01 = egel(dpr} = Ol(ﬁpl) = (J'pl',
@10 = @1[0p)@{) =] Gl(ap) = O‘p;

&y = @1(01,)@1(0191) = 0p0Oy.

6. Tres componentes A, B y C. Funciones caracteristicas del par construido
sobre los puntos py p'.

B0 = 1; Bo1 = 30y Bo2 = V2 (1 - 302);
t?lo:\/gop; Dy = %opopr; Py = \/Eap(lf gagr);
Bg0 =V2(1-302); @1 =V3op/(1-302); Bgp=2(1- 302)(1— %‘73')-

7. Dos componentes A y B, ¢/u con dos estados magnéticos (T, |). Funciones
caracteristicas del par construido sobre los puntos p y p'.

Aunque este caso puede atacarse como se sugiere en el ejemplo 3 de esta
seccién, las expresiones se simplifican si se construye una base para los estados
magnéticos en cada punto, ademds de la base para los estados de ocupacién. El
producto directo de las dos bases, ambas con la forma de la base en el ejemplo 5,
dard las funciones de configuracién. Introducimos el operador Sy, en el punto p,
definido como:

@ 1 Si en p hay un dtomo con espin T,
P77 | —1 Sien p hay un 4tomo con espin |.

Los polinomios de Chebyshev son como los del ejemplo 1:

e =1 0, = oy, para los estados de ocupacién, y

60:1) 91

Il

Sp, para los estados de espin.

Con la convencién de que indices griegos se refieren a operadores de ocupacién,
indices latinos a operadores de espin, indices con prima al punto p’, y escribiendo
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cada base en un vector, tenemos:

‘bpm.;p.'m’ = 0““1 8. ..

En esta ultima expresién:

i
@_u,u.’ = (l,cfp, Tyl Upapl')

& =(1,5p; 8y, 5p5y)-

mm! —

Las funciones caracteristicas, arregladas en una matriz, son:

> R op 055y crpg?: apsp.?,,
pmip.m Upr Spcpr Ot Oy SPUP' o
OpOyt opSpcpr apaprSpr apSpop:Spu

Obsérvese que ahora la definicién (2.1) debe modificarse:

(f19) = (%)M fg = (R X2 2 fe

71 IN Sy SN

3. La matriz de densidad

En la formulacién original del CVM desarrollada por Kikuchi la energia li-
bre se minimiza con respecto a las matrices de densidad correspondientes a las
diferentes configuraciones de los cimulos. Estas matrices de densidad, o frecuen-
cias o probabilidades de configuracién no son independientes y, como se senald
en la introduccién, aumentan considerablemente en nimero al crecer el ciimulo.
Los multiplicadores de Lagrange que hay que introducir en el cdlculo para tomar
en cuenta la dependencia de las variables juegan un papel muy importante en
el método de iteracién natural que desarrollé el propio Kikuchi. Sin embargo,
aunque este método garantiza la convergencia, el gran niimero de variables que
aparecen al crecer los cimulos puede convertirlo en algo inaccesible para cualquier
computadora.

En esta seccién se escriben las matrices de densidad de los diferentes ctimulos
en términos de un conjunto de variables independientes, las funciones de corre-
lacién de multisitios que no son sino los valores de expectacién de las funciones de
correlacién estudiadas en el capitulo anterior. En el modelo de Ising [67], con el que
se simula un dominio de una sustancia ferromagnética, se supone que cada atomo
en un cristal con N d4tomos tiene un momento magnético o; (5 =252, N') quie
puede apuntar hacia arriba (+1) o hacia abajo (—1). Estos momentos magnéticos,
llamados espines de Ising, tienen una interaccién de intercambio J entre ellos. El
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Hamiltoniano de este sistema es
H=-J Z 0,‘0‘_.,',
(i7)

donde la suma se realiza entre pares primeros vecinos. Si J > 0 los momentos
magnéticos primeros vecinos tienden a alinearse paralelamente. El modelo puede
extenderse para incluir interacciones de mayor alcance, interacciones en competen-
cia, interacciones de muchos cuerpos, etc., entre los espines de Ising. Cambiando
nombres, el modelo de Ising puede utilizarse para simular otros sistemas diferentes
del ferromagnetismo. En particular puede utilizarse para describir aleaciones. El
vector o introducido en la seccién 2 para describir el estado de ocupacién de una
aleacién binaria estd formado de espines de Ising. Ademés, el Hamiltoniano de
Ising depende de la configuracién y puede, por ello, desarrollarse en términos de
funciones caracteristicas.

Asi, si se incluyen solo los términos dependientes de la configuracién, el Ha-
miltoniano de Ising aparece como:

~(KgT) 'H=Y3 kosPas, (3.1)

donde K g es la constante de Boltzmann, T' la temperatura absoluta y los K44 son
los coeficientes definidos en (2.13). El término correspondiente a ®g, invariante
de la configuracién, no se ha incluido en (3.1).

La matriz de densidad p estd dada por la mecénica estadistica clasica:

p= Z*lefﬂ/(KBT] = exp(ZZka‘g@aa> (32)

donde

7 - eV exp(zzkﬂs ) (3.3)

Como la matriz de densidad es una funcién de la configuracién puede expresarse
cn términos de las funciones caracteristicas @44, en la forma de la ec. (2.12)

s ZZ as, P)®

Pero, de acuerdo a las propiedades de la matriz de densidad:

(Bas,p) = p% Tr) p&o, = p%{Bas),

donde hemos denotado {®,s) los valores de expectacién de las funciones carac-
teristicas

(Bgs) = TrM) pd,,. (3.4)
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Estos valores de expectacién se denominaran funciones de correlacion de multisi-
tios. Asi, separando la contribucién proveniente de @, tenemos para la matriz de

densidad:

p= P14 X X (B0 B (3.5)
x 5

Esta expresidén garantiza la normalizacién de la matriz de densidad:
eV p = (dg) = 1. (3.6)

((®o) = TrM) pBg = 1+ 30 Ty(Pas)(Pass Bo) = 1, ya que (®as, o) = 0). La
suma sobre a en (3.5) corre sobre todos los ciimulos.

Interesa ahora definir matrices de densidad reducidas para cimulos finitos.
Estas matrices de densidad para cimulos finitos son directamente las distribucio-

nes de probabilidad [12,45]. Considérese un cimulo 4 de ng puntos en el cristal.
Su matriz de densidad se define como

pg = TeN=A) p, (8.7)

donde la traza se toma sobre las variables que no pertenecen a 3. Si ningtin punto
de un cimulo a se encuentra entre los puntos que restan al extraer ng puntos del
cimulo 3, tendremos:

TelN=8) 3, = 0, eV P 1 = N1,

Si tan sélo un punto de a pertenece a los N — ng, aparecerd en Tr(N-5) ®,s por
lo menos un factor de la forma de (2.6), v la traza seré cero.

N—-n .
N-8lg )M Bdss SiaCg,
r Al Sio ¢ 8.
Asi:

PR = Tr(N_'B) 2= ﬂ?VMN_n’a {1 i E Z(Qas>®as]
aCfg s

y, definiendo

oy = M, (3.8)

Ag = p%{l i Z Z(d)as)@mJa (2.9)

aCfl @

donde la suma corre sobre todos los cimulos no vacios tales que o C 3.
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La expresién (3.9) garantiza las relaciones de consistencia entre matrices re-
ducidas de densidad:

pa = T2 pg. (3.10)

Estas relaciones deben entenderse de la siguiente manera. Supéngase que o C 3.
Aplicando independientemente la definicién (3.7) a @ y 3 obtendremos:

Pa = Tr(V—o) p=MT"= [1 + E Z(‘I)Ts}@')‘sjl
1Ca &

pp=TelV=P) p = pma [1 + 3 Z(@;E)Qgs].
¢Ch *

Si ahora obtenemos p, directamente de pg a través de (3.10) la expresién para pq
sera la misma. Esta propiedad de las matrices de densidad muestra la importan-
cia que tiene el haber construido la base ortonormal de funciones caracteristicas
®,s. Esta base permite también que la simetria de un cristal pueda incorporarse
directamente en términos de los valores de expectacién (®45). Cualesquiera dos
cumulos relacionados por operaciones de simetria del grupo espacial estdn caracte-
rizados por un conjunto tinico de valores de expectacién (®,,), donde 7 sirve para
etiquetar la érbita de ciimulos equivalentes ¢;. Factorizando (®,,) las matrices de
densidad reducidas pueden escribirse como

pj = AL+ L 2@, (3.11)
1<y @
donde
; ]
ol = 3 Bys. (3.12)
o Cp;

La suma en (3.12) se lleva a cabo sobre todos los ctimulos equivalentes «; con-
tenidos en un dado ctimulo de tipo 7. Una ventaja méds que tienen las funciones
caracteristicas es que las funciones de correlacién de multisitios proporcionan, una
vez que se fija el ciimulo maximo, un conjunto maximo de pardmetros variacionales
para la minimizacién de la energia libre.

EJEMPLOS

1. Sistema binario. Cimulo minimo: un sitio. Aplicando directamente la
definicién de matriz reducida de densidad:

p1(op) = §[1+apta],
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donde £; = (op).
Obsérvese que py(o,) da las concentraciones de las dos especies quimicas:

PAZ%[1+€1], (op =1)

fli-a),  @=-1

Il

PB
con pg=1—pyu.

2. Sistema binario. Par de primeros vecinos en los puntos p y p'. A partir del
ejemplo 5 de la seccién 2:

P(Up’op') = i’[l =t Upfl(p) 4+ O'pfel(p’) + Up"p’fZ(p; P')] ]

donde &3(p,p') = (aparpr).
Si el sistema estd desordenado (£1(p) = £;(p')):

plop,op) = ;}[1 + (op + op)ér + Op0y Eg] ;

Esta expresién da las probabilidades de par para las diferentes conf iguraciones:

pa(L) = 41+ 261 + &),

pa(—1,-1) =} :1 — 26 + Ez],
palt,-1) = }[1- &),
pa(-1,1) = }[1- &),

3. Pares y los pardmetros de corto alcance. Sistema binario. Dados dos puntos
P,y P = p+r, donde r es un vector de la red, los pardmetros de corto alcance de
Warren-Cowley se definen [43,68-71] en un sistema desordenado como:
ooy (r)

O!(r) - qucrpr (0) ]

donde

dopay (r) = %Upap' &2(pp+r) - E?J
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qapgp, (0] = %[l e Upfl} [250}’0_;, —-1- UPJEI .
Resulta para el parametro de corto alcance:

2
afr) = fz(p’fj z% — &
1

4. El método de variacion de ciimulos

Puede pensarse que el nombre de Método de Variacién de Cimulos (CVM)
proviene del hecho de que la minimizacién de la energia libre para obtener los esta-
dos de equilibrio se hace con respecto a las frecuencias de aparicidn de las diferentes
configuraciones de los cimulos involucrados. Aunque en célculos recientes se usan
como variables las funciones de correlacién, muchas de las apariciones del CVM
han utilizado como variables las frecuencias o probabilidades de configuracién
(que corresponden directamente a las matrices de densidad de la seccién 3). El
usar las frecuencias de las configuraciones incrementa fuertemente el nimero de
variables a medida que aumenta el nimero de puntos de los cimulos incluidos.
Hasta el momento se ha venido senalando que las sumas sobre cimulos, cuando
aparecen, se deben realizar sobre todos los posibles ciimulos.

La aproximaciéon del CVM consiste en suponer que las contribuciones a la
energia de cimulos mayores que un dado conjunto de ciimulos ~p, son nulas. De
esta manera se establecen el CVM una jerarquia de aproximaciones obtenidas
escogiendo cumulos bdsicos v, cada vez mayores.

La idea central en las diferentes formulaciones del CVM, como son el enfoque
combinatorial de Kikuchi [1], el enfoque variacional de Morita [63,64], y la factori-
zacién de la matriz de densidad de Sanchez, Ducastelle y Gratias [65], es que toda
funcién extensiva f puede obtenerse sumando las cantidades f, correspondientes
a cumulos « corrigiendo cada sumando con un factor que toma en cuenta el hecho
de que los cimulos se superponen.

4.1. El Hamiltoniano en el CVM [32,65]

Considérese el Hamiltoniano de un cimulo a

Hy = Z h’ﬁ@ﬁ! (4.1)
ACa

donde hg = (24, Ha) = —KT(®g,In ps). Considérense los Hamiltonianos irredu-
cibles Hi; tales que, para un dad[(;) cimulo e C f se cumple:

o= Z Hj. (4.2)
BCx
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Aplicamos ahora la aproximacién del CVM al Hamiltoniano (3.1), de tal manera
que

H= iaaHa, (4.3)
H= Z;:Hﬁ, (4.4)

donde la prima significa que la suma sélo corre hasta incluir un dado conjunto de
ctimulos bésicos 4, v sus subcimulos.
Sustituyendo (3.2) en (4.3), e intercambiando las sumas:

Aqui la suma sobre a se hace sobre todos los cimulos a C 7, que contienen al
cimulo . Al comparar con (4.2) se obtiene

> te=1L1 (4.5)

a2f

4.2. Los coeficientes de la entropia

Las transformaciones hechas sobre el Hamiltoniano en (4.1) y los coeficientes
de superposicién son los mismos para cualquier cantidad extensiva. Asi, Mo-
rita [63,64] demostré que las diferentes formulaciones del CVM se obtienen a
partir de la expresién de la entropia:

S::—kBTr(N}plnpzzsﬁ, (4.6)
8

donde las entropias Sg se definen por medio de

~kgTrl®) 4o lnpg = > 8;. (4.7)
Bla

La jerarquia de aproximaciones del CVM resulta de suponer que los términos Sg
para cumulos mayores que los eiimulos bdsicos v, son cero. De manera semejante
que para el Hamiltoniano:

§=)8;. (4.8)
8
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Tomando en cuenta la superposicién de los ciimulos

5 = ZaaSm (4.9)

o

y procediendo como en (4.1) se obtiene la condicién (4.5) para los coeficlentes a,.
Un punto esencial de la aplicacién del CVM a cualquier sistema es el calculo
de los coeficientes de la entropia en (4.9). Las propiedades generales de estos
coeficientes se siguen de (4.5). Sin embargo, sélo discutimos aqui el caso en el
que la simetria de la red se ha incorporado. Para la discusién de las propiedades
generales de los coeficientes puede verse la ref. [65], asi como la aplicacién de la
teoria de grupos al cdlculo de la entropia configuracional realizado por Gratias,
Sanchez y de Fontaine [72].
Para un grupo dado de simetria espacial la ecuacién (4.9) puede escribirse
como
S=-NKpg ZbiTr('] p; In p;, (4.10)

1i<n

con los coeficientes b; dados por el producto de los coeficientes a; y el nimero y;
de cumulos tipo 7 por celda unidad:

by = pia;. (4.11)

La condicién (4.5) se reescribe como

2. g =1, (4.12)
n2i>7

donde qf es el nimero de ciimulos tipo ¢ que contienen un ciimulo determinado
de tipo 7. La suma se realiza sobre los subcimulos 7 del ciimulo bésico n.
La expresién (4.12) puede reescribirse en términos de los coeficientes b; me-
diante la relacién
'uJ-th. = ,J,irf, (4.13)
donde r? es el nimero de subciimulos j contenidos en un ciimulo de tipo 1. Multi-
plicando (4.12) por mu,, usando la relacién (4.13), e identificando b; obtenemos:

Y. rl=py (4.14)
n>i>j

A continuacién se aplicard la expresién (4.14) para obtener los coeficientes
b; de (4.10) para el caso de tetraedros en una red bee. El conteo y clasificacion
de los climulos para estructuras cristalinas generales se puede realizar a través
de consideraciones de teoria de grupos. Para casos mas generales, véase, pues,
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FIGURA 1. Representacién de la red bce con cuatro subredes equivalentes. En la parte inferior
aparece el tetraedro irregular que se utiliza en el CVM.

la referencia (72|, donde se propone un método general que se ejeinplifica. con el
cdlculo de expresiones de entropia para estructuras de diamante, HCP vy “spinel”.

EJEMPLOS

1. Red bec en la aproximacién de tetraedros. Como punto de partida tomamos
la celda cibica (2 sitios por celda). El tetraedro minimo (Figura 1) que se puede
construir conectando puntos de la red bece es irregular: dos de sus aristas conectan
puntos que son segundos vecinos, las otras cuatro conectan primeros vecinos.
Decimos que el tetraedro tiene dos pares largos y cuatro pares cortos. Un tetraedro
de esta naturaleza se obtiene al unir dos 4tomos centrales de celdas ciibicas en
contacto y luego unir estos puntos centrales con los puntos terminales de una de
las cuatro aristas del cubo mds cercanas. Como el tetraedro resultante se pueden
construir 24 que comparten el punto central de una celda, todos conectados por
operaciones de simetria, y con sélo la mitad de cada uno de ellos dentro de la
celda cibica.

La celda cibica contiene 12 tetraedros, 24 tridngulos, 6 pares largos, 8 pares
cortos y 2 sitios. Etiquetando correspondientemente cada una de estas figuras con
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los valores 4, 3, 2, 1 y 0 del indice 7, tenemos:
pg =12, p3=24, p2=6, =8, p=2

Considérese ahora un tetraedro aislado. El conteo de los subciimulos lleva inme-
diatamente a:

1'4:4, 72:21 ri:4r2=4
Un tridngulo aislado:
r%:l, r§:2, rg =3
Un par largo:
rg =:2
Un par corto:
r? =D

La aplicacién de (4.14) es inmediata.

b4 = U4,
byrg + byry = us,

2 2 2
byry + barg + bary = o,

(I SN O SO SN
|
O = b W

bary + brg + biry = p1,
b4?‘2 + bsfg + b2rc2) + bl‘rol + 6078 = Hp-

I

La solucién de este sistema de ecuaciones para las b’s es:
by =12, by =-24, byg=6, b =8, by=-2.

La entropia configuracional (4.10) por dtomo es entonces:

§ =~kp {6 > pijriInpijke — 12 piji Inpijk
{7kl ijk

(4.15)
+3 Z pg) In pg) + 4 Z pg-) In pg;) - Z_p‘- In p‘-] i
t) 1) 1

donde se han escrito explicitamente las trazas, y las sumas sobre los indices 1, G
k y | se realizan sobre las diferentes configuraciones. En lo que siguei—lyj—k
son pares a segundos vecinos. Para simplificar la notacién se han sustituido los
operadores o, por estos indices. Las matrices de densidad en (4.15) se obtienen
como se describe en la seccién 3, y tienen la forma (como la notacién usada en
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este ejemplo):

pijkt = g1+ (G +5+k+0b+ G+ + k)& + (il + k)&,
+ (5 + i5l + ilk + ki) €5 + i7klEq],

Pijk = ‘;‘[1 + (i + 7+ k) o +1(7 + k)€1 + jkég + ik Es),
,,1(32_) = 14 (i + )0 + i56a),
pI(.Jl.) = 11+ (i + 0)éo +ige),

pi = 3[1+ i&o).

Las funciones de correlacién &g, &1, €3, 3 v £4, de sitios, pares cortos, pares largos,
tridngulos y tetraedros, respectivamente estin dadas por:

fo={(0:); &1 = (o405) = (ojo) = (0;0)) = (ooy);
€ = (oi00) = (o01); €3 = (030501) = (o0407) = (0;070)) = (o;0407);
§s = (0;0j0%0)).

il
=
e
Ll

L

|

o ———
- I
—I—l Qo
1
1
—i—
~<
|
e

FIGURA 2. Representacién de la red cuadrada con cuatro subredes equivalentes.

2. Red cuadrada en la aproximacién de cuadrados. Estado desordenado. Con-
sideremos una celda cuadrada que contiene cuatro puntos de la red (linea de trazos
discontinuos en la figura 2), con lados de longitud igual al doble de la constante
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de la red. Con j = 4 para el cuadrado, j = 3 para el par largo, j = 2 para el par
corto y j = 1 para el sitio tenemos:

pa =4, #3281 P‘2:8) =4

La expresién (4.14) toma la forma:

byry = 4,

bari + bsry = s,

byri + byri + barg = pa,

b4ri + b3r§ + bzr% + blri =g

donde

La solucién es:
b4 = 4) b3 = 01 b2 e 78) bl = 41

v la expresién para la entropia por dtomo es:

s = kg[S sl oltl 25 0P ol + oV el
ikl i :

donde los superindices denotan el tipo de ctimulo, y se suma sobre las configura-
ciones como en el ejemplo anterior.

Sistemas ordenantes. El CVM es un método sumamente adecuado para tratar
transiciones de orden y desorden. Decimos que una aleacién estd ordenada si las
diferentes especies que la componen se arreglan de manera regular y periédica
unas respecto de otras en el cristal, mostrando un orden a largo alcance. Si, por
el contrario, se arreglan azarosamente decimos que la aleacién estd desordenada.
La situacién de la aleacién en un momento dado (a una temperatura entre 0°K y
la temperatura de transicién al desorden) puede ser intermedia entre el desorden
y el orden completos. Para describir el orden, el CVM se sirve de subredes.

Por ejemplo, supéngase que se tienen dtomos A y B al 50% de concentracién
en una red bee. El estado perfectamente ordenado serd aquél en el que los dtomos
A ocupen los sitios o y 3 v los dtomos B ocupen los  y 6. Resultan, entonces,
dos subredes ctibicas simples (@ + 3, v+ §). El estado de orden puede ser mas ela-

_borado y requerir mas de dos subredes. El ejemplo que se presenta a continuacién
considera el caso hipotético de un estado de orden que hace necesario distinguir
cuatro subredes en una red cuadrada.
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3. Red cuadrada con cuatro subredes. Construimos cuatro subredes en la
red del ejemplo 2 de la siguiente manera. Considérese un cuadrado cualquiera y
etiquétense sus puntos como pertenecientes cada uno de ellos a una de las cuatro
subredes, a, 3, 7y &, como en la figura 2. De esta manera un sitio o tiene dos
primeros vecinos 3, dos primeros vecinos § y cuatro segundos vecinos «. Un sitio ol
tiene dos primeros vecinos 3 y dos 6. Los cuatro segundos vecinos son «. Un sitio
B tiene dos primeros vecinos a, dos 5 y cuatro segundos vecinos 6. Etc. Usando
la misma celda que en el ejemplo 2, y los indices de las subredes para denotar el
tipo del ciimulo tenemos:

bapns = 4 |
boiggis 1 bogod =id, 0 Bpy=0 (para segundos vecinos)

por simetria: bgs = by = 0.
bagys -1 +bag-1=2 o bag=-2 (para primeros vecinos)
por simetrfa: bog = bag = bgy = bys = -2 y:
baﬂ,r&-l-é—baﬂ'l-l-bm;-l%ﬂba-l:l o beg=1
por simetria: by = b‘g = by = by = 1. La entropia por dtomo es, entonces:
s afiyé,  afiyd 1 af  af 5 5
8= kB[z Pkl ey — 32 (0f Inplf + pf In p
iskl i
BV P o178 1 1
+ 05 lnp‘.j + Py lnp‘-j + 3 Zzy:p:’ In p¥|.
1

Esta expresién de la entropia se reduce a la del ejemplo anterior en el caso en que
o = ,6 = ')‘ — 6_
4.3. Condiciones restrictivas

Hay dos condiciones restrictivas que ayudan en el cdlculo de los coeficientes
de la entropia, y que de hecho ya se usaron en los ejemplos 2 y 3 de este capitulo
(aunque no completamente porque se incluyeron en las ecuaciones los coeficientes
de los pares de segundos vecinos). Estas condiciones llevan a las siguientes dos
reglas [65]:
la. Los coeficientes de ctimulos que no se superponen se anula.
2a. Los coeficientes de un ciimulo « se anula a menos que para todos los ctimulos ,
que contienen a « sea posible encontrar otro cimulo 8 (# @, # n, con coeficiente

distinto de cero, tal que su interseccién con v, sea estrictamente igual a a.

Por ejemplo, obsérvese el caso de los tridngulos formados por un par largo
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y dos pares cortos dentro del cuadrado como cimulo basico. Tanto para este
tridngulo como para el par largo se anulan los coeficientes. Otro caso que vale la
pena notar es el de los tridngulos en la bee y en la fee. En el segundo caso (véase
la referencia 32, donde los coeficientes en la aproximacién de tetraedros para fec
se obtienen como ejemplo) el coeficiente para el tridngulo se anula.

5. La aplicacién del CVM: un ejemplo

Aprovechamos ahora los desarrollos realizados hasta el momento para ejem-
plificar la aplicacién del CVM.

El estudio de aleaciones que se ordenan requiere la introduccién de subredes
como en el ejemplo 3 de la seccién anterior. En este caso estudiamos nuevamente
la red cuadrada, con sélo dos subredes a y 3. Estas subredes, que contienen cada
una el 50 por ciento de los N sitios del cristal, se obtienen del ejemplo mencionado
haciendoy=ay 6 = 8.

a) Funciones de correlacién

Hay ocho funciones de correlacién:

€1 = (o), &g = (Uﬂ), para sitios;

&3 = (o“aﬁ), para pares cortos;
¢y ={0%"), € = (0‘805), para pares largos;
fo = (oaoﬁa“}, & = (aﬁa“aﬁ), para tridangulos; y;

&g = (a“oﬂo“oﬁ), para cuadrados.

Aqui hemos simplificado la notacién, dado que no hay posibilidad de confusién.
En el caso de los pares largos se ha introducido el subindice 2 para denotar el
hecho de que estamos tratando con segundos vecinos.

b) Matrices de densidad

De igual manera a los ejemplos de la seccién 3 se substituyen los operadores
o por operadores 1 en las expresiones para las matrices de densidad.
Sitios:

Pares cortos:

)
R
™
—_
o
.
—
Il
| -
iy
.+_
e,
oy
—
+
S,
oy
L]
+
-,
s,
oy
=,
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Pares largos:
+ (1 + 7)€ + 154),s
+ (£ + 5) €2 + 15 &5)-
Tridngulos:

Papaliik) = §[1+ (5 + k)& + j € + (37 + 7k) €3 + 1k + 17k Ee],

p‘gaﬂ(ijk) = é[l + 761+ (1 + k)€ + (27 + Jk) &g + ikés + ijkf-;r}.
Cuadrado:

Papapliikl) = fgll + (1 + k)1 + (5 + D) éa + (i + jk + ki + 1) €3
+1kéy + les, + (¢7 + 1kl)€e + (371 + 7ki) &7 + 17kl Eg).

Puede verse que todas las matrices de densidad tienen la forma:
il
P ) = g1+ 2 Vee ()6, (5.1)
q

donde J denota la configuracién en cada caso (1, ij, ijk, 17kl).

La identificacién de los coeficientes qu, en (5.1) es muy importante. Por
ejemplo, al derivar la funcién de energia libre apareceran derivadas de las matrices
de densidad con respecto a las funciones de correlacién que toman una forma muy
sencilla en términos de los coeficientes V':

dpq 1
a‘gq“; == ézqur. (52]
Lo mismo, apareceran derivadas de los términos de la entropia:
d 1 1]
a[pq Inpg| = é;[lnp + 1]V (J) = Ef:qu'(']) In pg. (5.3)

Aqui se ha usado la propiedad

de los coeficientes V,i(J). Esta propiedad se sigue inmediatamente de la norma-

lizacién de las matrices de densidad.
c) Energia interna

Si se incluyen interacciones a primeros y segundos vecinos entre las especies
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quimicas A y B, la energia interna toma la forma:
(E) = 2N(Jo + Ko) + 2N (Jy + K1) (&1 + &) + N[2J9€3 + Ka(é4 + €5)],  (5.4)

donde las J’s se refieren a primeros vecinos:

Jo=1(esn +€pB + 2€48)
Ji=}(eas — €BB) (5.5)
Jo = Y(ean +eBp — 2€4B)

v las K’s a segundos vecinos:

Ko = }(ess + €BB + 2€45)
Ky = }ean —€pB) (5.6)
Ko = %(esa + €3 — 2€48)

Los €rs son las interacciones a primeros vecinos entre las especies quimicas. Las
interacciones a segundos vecinos se denotan €.

Se puede prescindir del primer término en (5.4). Los mismo del segundo, ya
que, ademéas de una constante contiene un término lineal en la concentracion.
Como se buscan puntos sobre las graficas de dos fases, en el diagrama de energia
libre contra concentracién, que tengan tangente comiin, el término lineal no inter-
viene en el calculo. Entonces la energfa interna promedio por atomo y en unidades
de Jp aparece como:

(E) = 2¢3 + #(é4 + &5), (5.7)
donde
_ Ky
¢ = X (5.8)

Hay dos tipos de par largo, por eso hay dos términos en la contribucién de los
segundos vecinos a la energia (£4 y £5); el otro término (£3) es la contribucién de

los pares cortos.
d) Energia libre
La entropia puede obtenerse directamente del ejemplo 3 de la seccién 4,

haciendo @ = vy § = 6. La expresién para la energia libre por dtomo, en unidades
de Jy (1 = kT [Jq) es:

F =25 + (&4 + &) + 13 p*PoP(J) In poFeP (1)
J

B 2T?:ﬂ‘*ﬁu) Inp®8 (7) + § S°(p% () lnp™(J) + pP (7) In pP (). o
T
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Lo mismo que; al inicio del capitulo, ya que no hay posibilidad de confusién, la
notacién se ha simplificado. Recuérdese que en la entropia sélo aparecen los sitios,
los pares cortos y el cuadrado.

En este ejemplo se pueden ver claramente las ventajas de formular en términos
de funciones de correlacién. Si tratando de aplicar el método de iteracién na-
tural, se formulase este caso en términos de las frecuencias (probabilidades) de
las configuraciones de los diferentes ctimulos (sitios, pares cortos, pares largos,
tridngulos y cuadrados), el niimero de variables aumentaria notablemente.

No es la finalidad de este trabajo resolver integramente este ejemplo. Sin
embargo, puede verse cémo la forma de las expresiones (5.1), (5.2), (5.3) y (5.9)
sugiere los programas para resolver las ecuaciones OF /3¢, = 0.

6. Conclusiones

Se ha presentado una formulacién coherente del CVM [65], aportando ejemplos
al discutir los diferentes elementos que lo conforman.

El CVM adquiere, al ser formulado en términos de las funciones caracteristicas,
una base sélida y coherente. Esta formulacién permite establecer directamente las
relaciones de autoconsistencia (3.10) entre matrices de densidad; relaciones que
Jjuegan un papel importante en el proceso del cdlculo de los coeficientes de la
entropia.

Los promedios de las funciones caracteristicas dan las llamadas funciones de
correlacion de multisitios que a su vez forman un conjunto de variables adecuado
para minimizar la energia. Adecuado quiere decir aqui que se obtiene directamente
el conjunto de variables, que no es necesaria la introduccién de multiplicadores de
Langrange como al aplicar el NIM y que el nimero de variables es mucho menor
que si se usan como tales las probabilidades de las diferentes configuraciones de
los ctimulos. Un punto importante al escribir el CVM con funciones de correlacién
se encuentra en la identificacién de los elementos V,,(J) de las expresiones (5.1)
para las matrices de densidad.

Este trabajo debe considerarse como complementario al presentado en otra
parte [73] donde se escriben en forma introductoria los rudimentos de la formu-
lacién de energia libre y su aplicacién a algunos problemas.
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Abstract. We present 2 detailed Teview of the Cluster Variation Method
{CVM). Currently, the CVM is known as 2 very powerful tool for studying
the electromic propcrties of multicomponent gystems. Here we describe the



146 G. Diaz de Leén y F. Mejia Lira

CVM within the Correlation Function Formalism. Compared to the traditional
formulation this approach has the following advantages: (i) the number of
variables is smaller than that of the variables traditionally used to minimize
the free energy; (ii) it makes easier to carry out higher approximations with
relatively small computers; and (iii) it gives a sound basis to the CVM. Each
step is illustrated using examples taken from the theory of ordering alloys.



