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Resumen. Dentro del marco de la mecénica cldsica se muestra cémo
obtener las soluciones en el tiempo y para las trayectorias, con el uso
del concepto de transformacién canénica. Esto permite, en particu-
lar, la obtencién de la trayectoria sin necesidad de integrar o resolver
explicitamente ecuacién diferencial alguna. El método se ilustra con

los ejemplos de tiro parabélico y la solucién del problema de Kepler en
coordenadas jcartesianas!

PACS: 03.20.+i; 95.10.Ce

1. Introduccién

Es frecuente pensar que las propiedades generales de un sistema (por ejemplo
simetrias) s6lo pueden conducir a obtener conclusiones generales (cualitativas)
en la solucién del comportamiento del mismo, y no a sus aspectos mas finos
(cuantitativos).

En los cursos introductorios de mecdnica cldsica y cudntica, siempre se ensena
que la solucién exacta a un problema tiene que provenir de la solucién de una
ecuacién diferencial, ya sea la ecuacién de Newton o de Schrédinger. Ya en los
cursos avanzados de Mecdnica Cudntica se ensefian métodos de teoria de campo,
en donde la solucién exacta o aproximada de un problema se puede obtener sin
pasar por la solucién de la ecuacién diferencial correspondiente; por ejemplo con
los propagadores o diagramas de Feynman (la informacién fisica necesaria la lleva
el propagador en si). Dentro de este espiritu es sabido que, con teoria de grupos,
se pueden obtener las frecuencias de modos normales de vibracién en un problema
de varias particulas sujetas a resortes entre si, sin necesidad de diagonalizacién
alguna.

La intencién del presente trabajo es ilustrar cémo se pueden obtener la solucién
en el tiempo, y las trayectorias, directamente en problemas planteados dentro del
marco de la mecanica cldsica, sin resolver ecuacién diferencial alguna. El elemento
que contiene la informacién bésica es desde luego la hamiltoniana del sistema y la
transformacién canénica que ella genera; las traslaciones en el tiempo.

Con el objeto de hacer autoconsistente el presente trabajo, se presenta en la
seccién 2 el cambio de una funcién en términos de la funcién generadora asociada
en transformaciones canénicas infinitesimales. En la siguiente seccién se presenta
el desarrollo de una funcién en términos de potencias de varias variables (expansién
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de Taylor), cuyos coeficientes corresponden a derivadas de distintos érdenes alre-
dedor de puntos dados. Dichas derivadas se interpretardn como provenientes de
cambios debido a transformaciones canénicas que nos definirdn el problema de
interés a resolver. En la seccién 4 se ilustra el material anterior con 2 ejemplos
sencillos: el tiro parabélico y el problema de Kepler. Se concluye en la seccién 5.

2. Generadores y transformaciones candnicas

En esta seccién se desarrolla brevemente la expresién para el cambio (escrita
en términos de paréntesis de Poisson) generada por una transformacién canénica
infinitesimal arbitraria.

Supongamos que tenemos una funcién A definida en el espacio fase de 2n
dimensiones y que puede depender del tiempo.

A= Algyeoss Plsusit) (1)

por comodidad definimos n;en, 1 = 1,2,...,2n, a los elementos del espacio fase y
la ecuacién anterior la escribimos como

A= A(n;t). (2)

Si hacemos una transformacién canénica infinitesimal, cada elemento del espacio
fase se transforma como

Qi =g; + g,
F; = p; + 6p;.

(3)

La funcién generadora de esta transformacién, del tipo Fy, que podemos
construir a partir de la transformacién idéntica es

F2 ZQtpl+EG(unut)1 (4)
donde ¢ es el pardmetro infinitesimal de la transformacién.

El cambio infinitesimal en la ecuacién (3) lo podemos escribir en términos de
la G en la ecuacién (4) como

oG _ 8G

bg; = £c9_P,- T (5a)
y

Jo= e, (50)
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La aproximaci6n en la ecuacién (5a) es vélida puesto que P; y p; difieren por una
infinitesimal y 6g; ya es proporcional al infinitesimal.

Reescribiendo los elementos del espacio fase como elementos de una matriz
columna 5, esto es

n (41
N2 :
; In
n=| 7 |=|P|, (6)
Mn+1
N2n Pn.

y la matriz J como

Yool 5 o (7)

donde 1 y 0 son la matriz unidad y cero en n dimensiones respectivamente, la
ecuacién (5) la podemos escribir en forma compacta como

aG

donde G /31 es la matriz columna con componentes 4G /9n;.
En esta notacién podemos escribir el paréntesis de Poisson de dos funciones u
y v definidas en el espacio fase como
du v Ju dv ) du _ v
u,v = _— | = —J— 9
wovlep =20 (qu opi 9p;dq;)  on” o @)

donde 511/6?) es la transpuesta de la matriz columna du/dy.
El cambio de la funcién A(n,t) debido a la transformacién infinitesimal
definido por la ecuacién (5) es

AA A A _oG
bA=——bn;=—bn=22372 _

an " T an " on (10)
5A=¢A,G),

después de usar las ecuaciones (8) y (9), en particular, cuando la funcién que
genera la transformacién canénica es la hamiltoniana del sistema, sabemos que
el cambio de la funcién A(n) coincide con la diferencial debido al cambio en el
tiempo. e
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3. Desarrollo de una funcién en términos de paréntesis

En esta seccién desarrollaremos una funcién en términos de variables que
pudieran tener cambios debido a una transformacién canénica generada por una
funcién G como se estudio en la seccién anterior.

Supongamos que tenemos una funcién desconocida u que depende de n varia-

bles X;
W(XKsym 5 X)) (11)

v supongamos que admite un desarrollo en serie de Taylor en las variables alrede-
dor de los puntos Xj;, entonces

~

u
u(X) = u(Xo) + 25 (X — Xo)
el 4 (12)
%u ‘

(X =Kol XX

(X —Xp) +

donde du/dX es la matriz columna con elementos du/dX; y 9%u/0X8X es la
matriz cuadrada de elementos Bzu/BX‘-BXJu

Supongamos ahora que para este desarrollo los cambios infinitesimales que
aparecen en las derivadas provienen'de una transformacién canénica generada
por la funcién G, entonces cada elemento en la ecuacién (12) lo escribimos como

- - o) - g

ax ~ lox; EAC
Yy
u,G u,G
%y _{ aty }_{ 3 [u,G) }_ [[x,-,c]*G] Hii{—lpc]
aXoxX lox;ox;) \ox;(x;,G)) | [X,G6] | [X,G]
Entonces el desarrollo de la funcién u se ve como
[v,G] l
X;) = u(Xo1,..., X X - X
u( t) u( 01 On) +; [X,,G] 0( 1 0)

u,G ,G (15)
- %Z %]‘IO(Xi — Xoi) (Xj — Xo5) +---.
1,7 L
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4. Aplicaciones

Una aplicacién inmediata del desarrollo de ecuacién (15), es cuando la funcién
u es, digamos, la posicién X, y X; = variable tiempo = ¢, y la generadora G es la
hamiltoniana del sistema.

La ecuacién (15) se reduce a

X(t) = X(0) + (X, H]ot + 3| X, H|, H]ot* + - -+, (16)

con tg = 0, que en principio nos da la solucién de la ecuacién de movimiento
para un problema (con un grado de libertad), con hamiltoniana H. Sin resolver
la ecuacién diferencial correspondiente se tiene la solucién para el problema,
calculando sélo los paréntesis de Poisson indicados, los cuales se reducen a calcular
paréntesis de Poisson fundamentales.

Este desarrollo particular se encuentra en libros de texto apropiados para
cursos de posgrado [1].

La aplicacién que nos interesa hacer, y que de hecho motivé el desarrollo
del presente trabajo, es la de la obtencién de trayectorias de algunos problemas
sencillos de mecdnica sin pasar por la solucién de las ecuaciones de Newton
correspondientes a partir de la ecuacién (15).

Supongamos que queremos calcular las trayectorias en problemas de 2 dimen-
siones y que nuestras coordenadas son, por ejemplo, las cartesianas. Entonces
hacemos u = y o una funcién de y, si asi nos conviene y X; = X, la posicién en X.

La ecuacién (15) se reduce a

y'H,H
y = y(zo) + {y’H% 0(z—:'ﬂo)Jr %[T;—H]]L(I—%P%“, (17)

donde hemos supuesto que la causante de los cambios de las variables X y Y es
la transformacién canédnica en el tiempo (G = H).
Si por ejemplo ponemos la hamiltoniana asociada al tiro parabdlico:

B B
i 18
H=2%+ 2 —mgy. (18)

Los paréntesis necesarios en el segundo término de la ecuacién (17) son

)= [ 2] = o 2 = B, (19)

(o) =[5 22] = [, P P2 = P (20)
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y para el tercer término de ecuacién (17) necesitamos

p - (-

Como z es ciclica P, es constante de movimiento y su paréntesis de Poisson
con la hamiltoniana es cero; [Pz, H] = 0. Y también cualquier funcién de P, tiene
paréntesis de Poisson con ¢ igual a cero

[f(Pz), H] = 0; (22)
por lo tanto se puede ver de la ecuacién (21) que los paréntesis de Poisson
siguientes son cero y que la ecuacién para la trayectoria queda substituyendo

las ecuaciones (19), (20) y (21) en la ecuacién (17) como

2
Py0 1m*g o

=By 20,2 23
Yy PIOI 2 Pgo z ( }
con

Pgy = mvg, = mygcosf, (24)
Py, = mvy, = mugsend, (25)

1 ¢ 2
=tanfz + - ————-—1°, 26
' 2 vg cos? f )

que es la ecuacién de la pardbola que corresponde al movimiento definido por la
ecuacién (18).

Una aplicacién més interesante de la teoria desarrollada en el presente trabajo
es la obtencién de la trayectoria en el problema de Kepler en 2 dimensiones en
coordenadas cartesianas.

Por conveniencia, actuando con un poco de prejuicio para trabajar menos,
vamos a desarrollar y? como funcién de X en lugar de y(X). El desarrollo de la
ecuacién (15) es ahora

H:
3_ 3. A, l[[!:”’H]’H] S TR 97
y y (3:0) [.’E,H] O(I xO) an 2 [I,H] O(z zO) i+ ( )
¥y
H—p§+£§+——K (28)

_Ef; 2m 52+y2.
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Después del lento proceso de calcular los paréntesis de Poisson involucrados
hasta el término de tercer grado, tenemos que

2
i 2
" H|| _ 2y0pyo , (29)
[Ea HJ 0 Pz0
2
y . H
[ z, ]J,H] N [Ei . mky  (zpy — ypz) (30)
[z, H] o P2 (22+4%)3%2 9} 0’
v el término de tercer orden es
2
[ y;,H ’H] P2 P 1
L= | gl [(z,8) = (2kz—” ~ 4k l)—ﬁ 31
[l%m J/[ % i Upk) (22 1 y?) W
pyl(zpy —ypz)  k mk?3zy (zpy — ypz)
+[—3$y+ 2 -2 2——] - ;
( : )P:: PE- (Iz + y2}5/2 (Iz =t y2)3 Pz 0

para t = 0, con las condiciones iniciales zop = 0; yop = b; pz # 0; py = 0. La
contribucién de la tercera derivada es cero como se puede comprobar facilmente.

Sustituyendo los valores correspondientes al punto zg = 0 en la ecuacién (27),
llegamos a que tiene la forma cuadratica

v = Az® + Bz + C, (32)

la cual corresponde a una cénica de excentricidad e tal que

2
2 pyo mk
2-1=4=-L - . (33)
2 2
Pzo bpr

Se puede demostrar que los casos de circulo, elipse, pardbola e hipérbola corres-
ponden a los valores de energfa de la particula que resultan de los tratamientos
usuales del problema en coordenadas polares.

Aqui es importante hacer notar que para este caso particular la serie se corta
en la tercera derivada. En general, el resultado depende del problema a tratar y
de la variable que se esté desarrollando. Inclusive para este mismo problema, si
hubiéramos desarrollado y(z), es de esperarse una serie infinita para que pueda
dar lugar a la trayectoria cénica, la cual es la solucién del problema.
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5. Conclusiones

Se ha visto cémo a partir del concepto de transformacién canénica infinitesimal
se pueden desarrollar funciones de variables dindmicas en términos del generador
de la transformacién. Con esto se puede obtener la solucién en el tiempo para un
problema, o si se prefiere, la trayectoria seguida en el espacio de configuracién.
Como ejemplo de esto 1ltimo se encontraron las trayectorias para una particula en
tiro parabélico y cuando esté sujeta al campo K /r. Este método para la obtencién
de trayectorias, aunque sencillo, es original y creemos que puede ilustrar el poderio
y contenido del concepto de transformacién canénica, que no siempre se ensefia
en los cursos de mecénica cldsica avanzada.

Desde nuestro punto de vista, varias ventajas se han ilustrado con el desarrollo
propuesto en el presente trabajo:

1. No se han resuelto ecuaciones diferenciales o integrales en forma directa.

2. Sélo se necesita calcular paréntesis de Poisson de la hamiltoniana (generadora
de las transformaciones) con las variables dindmicas de interés.

3. En una misma férmula, ecuacién (15), se tiene la solucién formal para trayec-
torias y solucién en el tiempo. )

4. Como en el caso de Kepler ilustrado aqui, se puede obtener la solucién de la
trayectoria en coordenadas que no son separables (y por lo tanto no conve-
nientes) para el problema, y hasta donde sabemos en los libros de texto se
considera imposible de hacer.

Por dltimo debemos mencionar que no creemos que el método propuesto en la
seccién 3 nos permita resolver cualquier problema, pues el clculo de los paréntesis
de Poisson puede ser muy tedioso o necesitarse un niimero infinito de ellos, de tal
forma que el método se vuelva impracticable.

En este sentido también es importante mencionar que el método aqui pro-
puesto no es obvio que sea una alternativa para la solucién de problemas dentro
del marco de la mecénica clésica. La intencién del articulo ha sido mostrar la
bondad y alcance de las transformaciones canénicas que poco se ensefian en los
cursos avanzados. Por lo tanto, hay que tener precaucién en considerar a esta
alternativa como un método competitivo para resolver problemas en mecédnica
clésica, no obstante nos haya permitido resolver un problema considerado “im-
posible” en los cursos tradicionales, como fue la obtencién de la trayectoria en el
problema de Kepler en coordenadas cartesianas. Si bien el uso de propagadores
y funciones de Green ha mostrado ser la forma adecuada de trabajo en teoria de
campo y teorfa de muchos cuerpos, el equivalente en mecénica clésica, mostrado
aqui, todavia tiene que demostrar su valor para considerarlo como un método
practico de solucién de problemas.
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Abstract. We show how to obtain the solution in time and for the
paths, within the frame of Classical Mechanics, by using the concept
of canonical transformation. This allows us to get the path with no
need of integration or solving the differential equation explicitly at all.
We illustrate the method for two examples: a parabolic path and the
solution of Kepler’s problem in cartesian coordinates.



