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Resumen. Se presenta una visién general de algunos aspectos de los
cuasicristales. Después de describir brevemente los diferentes modelos
propuestos para los sélidos icosaedrales y seiialar de qué manera los
resultados experimentales deciden en favor de la existencia del estado
cuasicristalino, se describen los embaldosados de Penrose y la cadena
de Fibonacci. Se discuten brevemente algunos resultados obtenidos para
las propiedades electrénicas de ciertos modelos de cuasicristales de una
y dos dimensiones. En el caso de dos dimensiones se enfatiza el efecto
de las condiciones de frontera impuestas cuando sélo se considera una
porcién del cuasicristal. En el caso monodimensional se presenta una
forma de disefiar, siguiendo la secuencia de los niimeros de Fibonacei,
una familia de aproximaciones sucesivas al cuasicristal.

PACS: 61.50.Em, 61.55.Hg

1. Introduccién

La nocién de cuasicristal aparecié como algo indispensable para la descripcién de
fases sdlidas con simetria orientacional pero carentes de la habitual simetria trans-
lacional en e. medio cristalino.

El primer reporte de una fase cuasicristalina fue publicado en 1984 por Shecht-
man, Blech, Cahn y Gratias [1]. Se refiere a una fase sélida de la aleacién Al ggMn 14
cuyo patrén de difraccién de electrones, con puntos bien definidos, muestra simetria
icosaedral. Por una parte, la definicién de los puntos significa una estructura alta-
mente ordenada, como la de un cristal; por otra, el orden icosaedral —con sus ejes
de simetria pentagonal— es imposible para los cristales tradicionales.

En breve aparecié el primer modelo (2], propuesto por Steinhardt y sus colabora-
dores [2], basado en una generalizacién de los mosaicos de Penrose [3-5], con simetria
icosaedral y con patrones de difraccién semejantes a los obtenidos en la referencia 1.
La rapida respuesta del grupo de Steinhardt [2] se debe principalmente a que desde
hace tiempo ha venido investigando la posibilidad de que la simetria icosaedral esté
presente (con alcance infinito) como estado de equilibrio de algtin sistema [6]. En
particular, habia encontrado [7-9] que los liquidos superenfriados muestran un grado

sorpresivamente alto (pero de alcance finito) de orden orientacional icosaedral antes
de la transicion a vidrio.
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Frcura 1. Mosaico de Penrose preducido con et algoritmo de Mackay con dardos y cometas como
figuras basicas.

El modelo cuasicristalino de Steinhardt [2] fue el resultado de construir y ana-
lizar el andlogo tridimensional de los embaldosados de Penrose (Figs. 1 y 2). Varios
afos antes, Mackay [10,11] habia estudi: Jo el patrén de difraccién de un embaldo-
sado penrosiano con simetria pentagonal, y habia desarrollado un algoritmo para
generar una cuasimalla bidimensional. Se construyé un empacamiento icosaedral en
tres dimensiones con dos celdas unitarias romboédricas (Fig. 3), analogas a los mo-
saicos romboedrales de Penrose. El sistema asi construido tiene orden orientacional
y orden translacional cuasiperiédico, ambos de largo alcance [9,12].

El orden cuasiperiédico significaba que la funcién que describe la densidad de los
atomos situados en los puntos de la cuasimalla es cuasiperiédica [13], entendiéndose
por funcién cuasiperidédica aquella que se expresa como una suma de funciones
periédicas dos (al menos) de cuyos periodos tienen una razén que es un niimero
irracional.

Varios grupos [14-19] han desarrollado cuasimallas usando diversos métodos
basados en el hecho de que una estructura cuasiperiédica puede considerarse siempre
como un corte en un sistema periédico de dimensién mayor [20]. Esto ya se habia uti-
lizado en el caso de cristales inconmensurados (21, 22] (en los que la densidad es cua-
siperiddica al menos en una de las direcciones cristalinas tradicionales). Por ejemplo,
el embaldosado de Penrose se obtiene como una proyeccién de una malla hipercibica
simple de cinco dimensiones [23,24] y la cuasired icosaedral de una proyeccién de
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FiGura 2. Mosaico de Penrose producido con el algoritmo de Mackay con rombos como figuras
basicas.
una malla hiperciibica simple de seis dimensiones. Es claro ahora [9,25,26] que se

pueden construir cuasimallas con simetrias arbitrarias, aunque casi todo el trabajo
se ha orientado a las cuasimallas icosaedrales.

En este trabajo se revisan brevemente algunos aspectos de los cuasicristales. Los
diferentes modelos propuestos para los sélidos icosaedrales se describen someramente
en la seccién 2. Ahi se discuten suscintamente las pruebas experimentales que hablan
en favor del modelo cuasicristalino. La seccién 3 se refiere a los embaldosados de
Penrose (dos dimensiones: las generalizaciones a mayores dimensiones se denominan
empacamientos de Penrose) que no sélo tienen importancia como punto de partida
para la generalizacién a dimensiones mas altas sino que hay la posibilidad de que
aparezcan en la naturaleza [26]. Particularmente la fase T del aluminio-manganeso
se caracteriza por tener periodicidad simple en una direccién y cuasiperiodicidad
decagonal en los planos perpendiculares [27,28]. En esta seccién se revisa también
un enfoque para calcular las propiedades electrénicas de cristales bidimensionales
construidos con atomos colocados en los vértices de los unidades basicas de Penrose.
Se discute solamente la manera de obtener la densidad de estados electrénicos parael
caso en que la dinamica electrénica puede describirse por medio de un hamiltoniano
de amarre fuerte. Los sistemas cuasiperiédicos en una dimensién se discuten en la
seccion 4. Se presta especial atencién a la cadena de Fibonacci que se encuentra
presente en los modelos cuasicristalinos de los sélidos icosaedrales y en los embaldo-
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FiGURA 3. Celdas unitarias utilizadas para producir el empacamiento icosaedral cuasicristalino.
Aqui 7 es la razén aurea (figura reproducida de la Ref. 9).

sados de Penrose. Se discute también un modelo (finito) para calcular la densidad
electrénica de la cadena de Fibonacci. La seccién 5 recoge las conclusiones.

2. Cuasicristales: un nuevo estado de la materia condensada

Si los cuasicristales no son el tnico modelo para las aleaciones que, como la
“shechtmanita” [29], muestran simetria icosaedral, si se les ha considerado el modela
més radical y a la luz de las pruebas experimentales aparece como el més viable: un
nuevo estado de la materia sélida. Steinhardt [30] ha revisado los diferentes modelos
existentes y las pruebas que permiten discriminar entre ellos.

Cronolégicamente, el primer modelo fue el de “vidrio icosaedral” [1], que supone
que los atomos quedan inmovilizados en un arreglo denso y azaroso en el que los
enlaces entre atomos vecinos (o entre cimulos de atomos) estan orientados a lo
largo de ejes de simetria icosaedral [31-33]. Las posiciones ocupadas por los atomos
no muestran orden a largo alcance, pero el orden orientacional icosaedral de largo
alcance esta presente.

Otra clase de modelos considera las formacién de multiples maclas producidas
al empacar pequeiias unidades cristalinas en arreglos icosaedrales [34]. Una posibi-
lidad mas son los modelos de gran celda unitaria que consisten en grandes cumulos
atémicos con simetria icosaedral que se empacan fermando un sistema periddico.

Los modelos pueden separarse en dos clases: a) los que utilizan unidades crista-
linas tradicionales (modelo de maclas intltiples y modelos de gran celda unitaria) y
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b) los que preconizan el orden orientacional de largo alcance (cuasicristales y modelo
de vidrio icosaedral).

Los estudios experimentales realizados en aleaciones icosaedrales descartan al
modelo de maclas miltiples: ninguna microscopia, ni la espectroscopia Moéssbauer,
han encontrado senal alguna de pequenas unidades cristalinas, y aunque hay distor-
siones menores en los picos del patrén de difraccién, son muy distintas de las que
ocasionaria la presencia de nuiltiples maclas.

Los modelos de gran celda unitaria requieren tantos atomos en la celda que real-
mente vienen a ser indistinguibles del modelo cuasicristalino. Con ciimulos atémicos
y celdas unitarias suficientemente grandes siempre se pucde obtener una malla
reciproca que dé las posiciones de los picos dentro de la precision experimental.
Sin embargo, las celdas unitarias deberfan contener cdmulos de mas de 15 000
atomos [30].

Las aleaciones icosaedrales producidas en el laboratorio presentan ensancha-
micntos en los picos del patrén de difraccién, seial de desorden con respecto al
orden cuasicristalino. Es necesario tener en cuenta las tensiones microscopicas que
se presentan durante la solidificacién produciendo pequerias distorsiones al azar que
introducen desorden con el consecuente ensanchamiento de los picos [30,35-37]. Los
estudios tedricos recientes [38] de estas distorsiones comparan los ensanchamientos
calculados en el modelo de los cuasicristales y en el modelo de vidrio icosaedral con
los obtenidos experimentalmente. El acuerdo decide en favor de los cuasicristales.

Hay un argumento mas en favor de la presencia de los cuasicristales en la
naturaleza. Ademds de las muy estudiadas [1,15,28,39-43] aleaciones de Al-Mn,
hay en la actualidad muchos otros sélidos icosaedrales entre los que cabe destacar
AlgLi3Cu [44] y GaMgy.1Zn3 o [45] porque pueden crecerse por métodos conven-
cionales y son estables (no cristalizan al subir la temperatura). Se tiene un sistema
estable, que responde al modelo cuasicristalino, frente al modelo de vidrio icosaedral
que predeciria una fase lejos del equilibrio.

La evidencia en favor del modelo de cuasicristales se ha acumulado de tal manera
que no puede negarse la presencia de este nuevo estado de la materia condensada
en la naturaleza. Sin embargo, todavia es necesario determinar el decorado de la
cuasimalla, esto es, la posicién detallada de los 4tomos. Se ha mostrado [26] que
si se decora un hipermalla y luego se proyecta (en dos o tres dimensiones) para
producir un cuasicristal, el resultado no es equivalente & decorar directamente una
cuasimalla de la misma forma producida con el algoritmo de Mackay.

En el estudio tedrico de otras propicdades (electrénicas, térinicas, mecanicas,
etc.), frecuentemente es necesario aproximar el cuasicristal por medio de un sistema
finito: una porcién del cnasicristal. Estos sistemas se consideran indistinguibles del
cuasicristal correspondiente a excepeién de las condiciones de frontera que se im-
pongan. Para la imposicion de estas condiciones de frontera conviene tomar en
cuenta el punto de vista de que una fase cuasicristalina es la interpolacién entre dos
fases cristalinas, de manera andloga a la forma en que un nimero irracional es una
interpolacién entre dos mimeros racionales [46].
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FIGURA 4. Semilla utilizada como punto de partida para generar mediante un proceso deflacionario
el mosaico de la figura 1.

3. Los mosaicos de Penrose

Los mosaicos de Penrose fueron un.. solucién al problema de la existencia de
un conjunto finito de formas de baldosas que cubrieran el plano sélo de manera
aperiédica [3, 4]. Los conjuntos de formas de Penrose son pares de figuras. Las formas
de un par de Penrose pueden variar, pero los pares mas intevesantes son: a) dardos
y cometas (Figs. 1, 4 y 6) y b) rombos gruesos y rombos angostos (Figs. 2, 5y 7).
Martin Gardner dedicé un articulo en Scientific American [5] a las propiedades de
ambos tipos de pares, principalmente al de dardos y cometas.

La forma en que se generan los dardos y cometas aparece ilustrada en la figura 6.
Se parte de un rombo con dngulos de 72 y 108 grados. Sobre la diagonal mayor se
busca el punto que la corta en dos segmentos cuyas longitudes guardan la razon
durea (14+v/5)/2, y luego se trazan dos segimentos a partir de €l a las restantes aristas.
Una vez producidas las unidades basicas (dardo y cometa) se pueden construir otras
formas de baldosas con propiedades similaves.

El par mas comiin para la generacién de cuasimallas (los puntos de la malla
son los vértices de las baldosas) es el de los dos rombos. Todos los lados tienen la
misma longitud. El rombo grueso tiene angulos de 72y 108 grados y el angosto de
36 y de 144 grados. El algoritmo de Mackay se ilustra en la figura 7 para el caso de
los rombos. Consiste en una deflacién iterativa de una semilla dada (Fig. 5) en la
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FiGUra 5. Semilla utilizada para generar mediante un proceso deflacionario el mosaico de la
figura 2.

que se hacen las divisiones definidas en la figura 7, donde resulta un nuevo mosaico
de Penrose con unidades basicas de area menor [47]. La figura 2 se obtuvo por
deflaciones sucesivas a partir de la semilla de la figura 5 [47]. De manera similar, la
figura 1, de dardos y cometas, se obtuvo por un proceso deflacionario de la semilla
de la figura 4 [47].

Las propiedades electrénicas de cuasicristales construidos con base en los em-
baldosados de Penrose se empezaron a estudiar hasta después de la aparicién de
los sélidos icosaedrales. Inicialmente se pensaba [48] que la densidad de estados
electrénicos mostraba una singularidad de van Hove. Posteriormente se ha mos-
trado [49-51] que hay un estado localizado en el centro de la banda y se ha obte-
nido [52] la funcién de onda para el estado base electrénico en mosaicos de Penrose
que tienen una transformacion de autosimilaridad. Cabe mencionar que la autosimi-
laridad no es una propiedad de todos los cuasicristales. También se ha estudiado la
influencia que tiene el entorno local sobre la estructura electrénica de una cuasired
de Penrose [53].

Como se menciond en la seccién 2, la influencia de las condiciones de frontera al
considerar cuasicristales finitos es determinante. Una posibilidad para estudiar esta
influencia aunque sea en un aspecto restringido es utilizar el método ciimulo mas
red de Bethe (MCRB) en el que se trata de tomar exactamente la topologia local
mediante un cumulo dado y luego se simula el resto del sistema mediante una red de
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FiGura 6. Generacién de las figuras basicas dardo y cometa a partir de un rombo.

FiGUuRA 7. Forma en que se dividen los rombos bésicos para producir figuras del mosaico defla-
cionado (algoritmo de Mackay).

Bethe [54]. Este método se ha utilizado extensamente en el estudio de propiedades
electrénicas [55], magnéticas [56] y vibracionales [57] de sistemas solidos.

En el caso del modelo de Penrose de un cuasicristal bidimensional se ha realizado
un estudio sisteméatico para determinar de qué manera las densidades electronicas
locales dependen de la geometria local y del tamano del cimulo considerado exac-
tamente [58]. A continuacién se describe brevemente este estudio.
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FiGura 8. Densidades locales de estados electrénicos obtenidas para el sitio central con el MCRB
con diferentes ciimulos centrales.

El modelo de cuasicristal consta de una fraccién finita de un mosaico de Penrose
con los rombos como figuras basicas. Los atomos ocupan los vértices y los electrones
pueden saltar solamente siguiendo las aristas de los rombos. Con la hipétesis de que
el elemento de matriz ¢ es el mismo entre vecinos inmediatos y vale cero en los demas
casos y escogiendo el cero de la escala de energia convenientemente el hamiltoniano
toma la forma:

H ==Y tli)(l, (1)

donde la suma se realiza sobre pares de vecinos inmediatos.

La solucién de la ecuacién de Dyson lleva a los resultados que aparecen en la
figura 8. Se muestran los ciimulos considerados y las correspondientes densidades de
estados calculadas para el dtomo central. La principal caracteristica de la densidad
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Ficura 9. Comparacién de resultados obtenidos con el MCRB y el método de recursién (linea
discontinua) para el sitio marcado con un circulo lleno en la figura 8.

local de estados es que el pico central crece con el ciimulo y el minimo inmediato
decrece. Las extrapolaciones de calculos numéricos [51] han mostrado que hay un
estado localizado en E = 0 con un peso aproximado del 10%, situado enmedio
de una brecha. Aparentemente, para obtener estos resultados hay que incluir en el
ctimulo mucho maés sitios. Los picos que aparecen cerca de los bordes de la banda no
tienen significado fisico y provienen de la conexién del ciimulo con la red de Bethe.
Esta es una caracteristica que aparece en los calculos de MCRB. En general estos
picos se reducen al aumentar el tamano del cimulo [58].

La figura 9 incluye la densidad local de estados calculada en el sitio marcado con
un circulo lleno en la figura 8. Con linea discontinua aparece un calculo realizado
para un sitio con el mismo nimero de coordinacién y entorno cercano mediante el
método de recursién aplicado a un sistema de aproximadamente 3 000 atomos [48].
Las caracteristicas de la densidad local de estados alrededor de ' = 0 obtenidas en
la referencia 48 ya se encuentran presentes en el resultado obtenido con el MCRB.

Puede notarse que en este enfoque de considerar una muestra f{inita para repre-
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sentar el cuasicristal la convergencia es lenta y hay que incrementar mucho el niimero
de sitios antes de que realmente se pueda decir que se tiene un cuasicristal, Prevalece
la ventaja de que puede hacerse un seguimiento del desarrollo de las caracteristicas
propias del cuasicristal a medida que crece el ciimulo. A diferencia del calculo de la
referencia 58 donde se fue construyendo el ciimulo paso a paso, agregando 4tomos
sin romper la simetria, los mosaicos para estudiar propiedades electrénicas pue-
den obtenerse y crecerse rapidamente mediante el algoritmo de Mackay. Resultados
obtenidos por este proceso se publicardn en otra parte [59].

4. Sistemas cuasiperiddicos en una dimensién: cadenas de Fibonacci

La ecuacién de Schrodinger con potenciales cuasiperiédicos (o en sistemas in-
conmensurables) se ha venido estudiando [60-64] desde antes de la aparicién de
los sdlidos icosaedrales. Desde entonces varios estudios han sido dedicados a la
estructura electrénica y a la naturaleza de los eigenestados de las redes cuasicrista-
linas en una dimensién [65-72). Muchos de estos estudios se refieren a una cadena
cuasiperiddica especial: la cadena de Fibonacci.

En general, una cadena cuasiperiédica se puede generar como una proyeccion
de una red rectangular de dos dimensiones. La figura 10 ilustra la generacién de
una cadena por medio de la proyeccién de una red cuadrada. Las coordenadas de
la estructura monodimensional cuasiaperiédica obtenida estin dadas por: [71]

Up = nly + g(n), (2)
donde /,, es el espaciamiento promedio,

_ tanfsen 0 + cos

= -1
Ip = T End = (sen 0 + cos @)

y la funcién g es
g(z) = (cos @ — sen 8) [F(:rtan O(tan 0 + l)'l) -1, (3)

que incluye la funcién F(z) que denota la parte fraccional de z.

La cadena de Fibonacci se obtiene cuando tanf = (1 + v/5)/2. El nombre de
cadena de Fibonacci obedece a razones histéricas. Leonardo de Pisa (Fibonacci)
hizo contribuciones importantes a la matematica. Entre otras cosas influyé mucho
para la introduccién del sistema de numeracién indo-arébigo en occidente. El Liber
Abaci, la mas conocida de sus obras, es en realidad un tratado sobre dicho sistema
y fue publicado a comienzos del siglo XIII. El nombre de Fibonacci se encuentra
ligado en la actualidad a un problema incluido en el Liber Abaci:
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FicURA 10. Proyeccién de una seccién de una red cuadrada para-producir una cadena inconmen-
surable.

T
|

1 i
| / \\
| / N
<——-I/2-——>t 7] N
| / N
| } / \
/ \
L/ \
|/ \
y ~
v 0
e ¢ =

FiGuRA 11. Generacién geométrica de la razén durea.
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Imaginemos, escribia Leonardo, un par de conejos adultos, macho y hembra, encerrados en
un cercado donde pueden anidar y criar. Supongamos que los conejos empiezan a procrear a
los dos meses de su nacimiento, engendrando siempre un tinico par macho/hembra, y a partir
de ese momento, cada uno de los meses siguientes, un par mas de iguales caracteristicas.
Admitiendo que no muriese ninguno, /cuéntos conejos contendria el cercado al cabo de un
afio? [72]

Se encuentra que el nimero de parejas en cada mes forma la sucesién: L, 128,
5, 8,13, 21, 34, 58, ..., que fue bautizada con el nombre de “sucesién de Fibonacei”
por Edouard Lucas el siglo pasado.

La sucesién de Fibonacci est4 fuertemente relacionada con la razén aurea, la que
también es importante en la historia. La figura 11 muestra la forma para generarla
geométricamente. También se le ha dado el nombre de “proporcién divina”, y son
muy numerosos los tratados que se le han dedicado. Es la razén en que se divide
un tramo de recta cuando la longitud del segmento mayor es a la del menor como
la longitud total es a la del segmento mayor. Esta definicién lleva directamente a la
ecuacién ¢ — ¢ — 1 = 0, cuya solucién pr. itiva es el niimero irracional (L++/5)/2.

Si la ecuacién se escribe ¢ =1+ 1/¢ da lugar a la solucién:

1
¢=1+ I
1+.
1
+ 1 i
Una fraccién continuada como:
1
r=a+
az +
. az+---

donde todas las a; son niimeros enteros, se puede escribir en la forma compacta
= [a],(t?vaav--']' (4)

Una fraccién continuada infinita como (4) representa un niimero irracional. La
sucesion de nimeros racionales

a=lual, a=aw, o=[a,aag), ...
construida con porciones de la fraccién continuada infinita, converge al niimero
irracional correspondiente. Cada uno de los elementos de esta sucesién se denomima

un aproximante (o convergente) del mimero irracional dado.
Para ¢ la sucesién de convergentes es:

1,2,3/2,5/3,8/5,13/8, ..., (5)
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FIGURA 12. Mosaico de Ammann, resultante de un decorado realizado sobre los rombos basicos
de Penrose.

obtenida al dividir cada elemento de la sucesién de Fibonacci por €l inmediato
anterior. La convergencia es lenta, lo que en ocasiones se expresa diciendo [46] que
la razén Aurea es el nimero irracional mas alejado de los nimeros racionales. Esta
es una razén mas para escoger ¢ como la pendiente de la recta de la figura 10.

La cadena de Fibonacci construida a partir de la ecuacién 2 se encuentra de
diversas formas en los embaldosados de Penrose y en los empacamientos icosae-
drales [76]. Por ejemplo, en el mosaico de Ammann (Fig. 12), un decorado de un
embaldosado de Penrose, se puede ver que las lineas formadas a partir del decorado
se encuentran separadas de manera analoga a los sitios de la cadena de Fibonacci.

El interés por estructuras con la naturaleza de la cadena de Fibonacci es sufi-
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F1GURA 13. Densidad de estados electrénicos de una cadena infinita con periodo 21 (Notese que
sélo se incluye la mitad del espectro simétrico de energia): a) se muestra la densidad
total de estados para el valor 1.4 de la razén t:/t;; b) el comportamiento de bandas
y brechas al variar la razén de las matrices para los enlaces corto y largo.

cientemente alto como para producir superredes con espesores que siguen el mismo
orden [77,78].

Se ha sugerido que el espectro electiénico de una cadena de Fibonacci consiste
de bandas continuas inmersas en una distribucién de brechas de ancho infinitesimal.
Una forma de corroborar esto es estudiar las tendencias de bandas y brechas al apro-
ximar sucesivamente la cadena de Fibonacci por cadenas periédicas cuyos periodos
siguen la sucesién de los aproximantes (Ec. 5) [72]. Asi, cada aproximante da la
razén del nimero de tramos largos al de cortos, y el arreglo detallado de los tramos
dentro del periodo estd dado por la ecuacién 1. Cada periodo en la cadena infinita
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se puede tratar como una “molécula” y de esta manera resolver analiticamente, para
algunos hamiltonianos, cadenas de periodos mayores cada vez.

Si los elementos t;; de una matriz toman valores #; y t. cuando atomos idénticos
estan conectados por tramos largos y cortos, respectivamente, y cero en todos los
demas casos, el hamiltoniano de enlace fuerte se puede escribir como

H=Y t;lil, (6)

donde la suma se realiza sobre pares de vecinos inmediatos.

Los calculos analiticos muestran que, efectivamente, el nimero de bandas y
brechas crece con el niimero de puntos incluidos en el periodo.

Ia figura 13a muestra los resultados obtenidos para la densidad total de estados
electrénicos en el caso del aproximante 8/13 de ¢™! = (v5—1)/2 y con t./t; = 1.4.
La parte b de la misma figura es el comportamiento de las bandas y las brechas
al variar el valor de t./t;. Hay 21 bandas (20 brechas). Para otros aproximantes
se observa lo mismo: el nimero de bandas es el nimero de sitios incluido en el
periodo. Se observa también que al tender a cero la razon tc/t; se producen cinco
estados localizados que corresponden a los estados de las “moléculas” con tres y con
dos 4tomos. Lo mismo, cuando t./t; crece indefinidamente se producen tres estados
localizados, correspondientes a una “molécula” de dos atomos y a un atomo aislado.

Las dos brechas mayores fueron obtenidas en un cilculo numérico de los espec-
tros electrénicos de una cadena de Fibonacci con 5 00Q 4tomos usando el método
de recursién [70]. Las condiciones de frontera en este tltimo calculo ocasionan que
los limites de las bandas no aparezcan tan bien definidos como en el calculo de la
referencia 72. A pesar de que la sucesién de aproximantes converge lentamente a
la razon aurea, puede considerarse este enfoque como viable para el estudio de la
distribucién de brechas y bandas al crecer sucesivamente, de acuerdo con la secuencia
de aproximantes de Fibonacci, la longitud de la cadena.

5. Conclusiones

Las pruebas experimentales realizadas en sélidos icosaedrales apoyan la pre-
sencia de los cuasicristales como un nuevo estado de la materia condensada. Cabe
esperar que cualquier simetria pueda aparecer.

El entendimiento de las propiedades de cuasimallas bidimensionales es impor-
tante tanto por el hecho de que aparecen en los cuasicristales tridimensionales como
porque hay sistemas en que aparecen cuasicristales bidimensionales combinados con
otra direccién en la que hay estricta simetria translacional.

Fn el estudio de los cuasicristales en cualquier dimensién es necesario hacer
aproximaciones en las que la influencia de las condiciones de frontera es fuerte.
Por otro lado, el punto de vista de aproximar un cuasicristal construyendo sistemas
periédicos con fracciones de cuasicristales parece viable. Aqui sélo se presentaron
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F1GURA 14. Decorado con aleacién ternaria de un mosaico de Penrose: se han usado tres tamaiios
de esferas y se ha introducido una relajacion estitica bajo un potencial de Lennard—
Jones (figura reproducida de la Ref, 12).

ejemplos con ciimulos relativamente pequenos a fin de mostrar la forma en que el
método se aplica. En dos dimensiones una combinacién del algoritmo de Mackay y el
MCRB permite ir a ctimulos suficientemente grandes. La analogia con los mimeros
irracionales que aparecen como interpolacién entre dos niimeros racionales es clara.
Los cuasicristales serfan una interpolacién entre dos fases cristalinas.

Aunque mucho se ha avanzado en el estudio de los cuasicristales quedan también
muchas preguntas sin contestar. Entre otras cosas falta una descripcién detallada de
los decorados de los sélidos icosaedrales conocidos, esto es, de la colocacién precisa
que guardan los dtomos en las celdas (como ejemplo de lo que puede resultar de
un decorado, véase la Fig. 14). Los estudios realizados acerca del orden de las alea-
ciones son por ende tan sélo preliminares; la estructura misma de los cuasicristales
hace prever especiales propiedades mecanicas, pero no hay muchos estudios en esta
direccién y las propiedades magnéticas ni siquiera han sido tocadas.
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Abstract. Some aspects of quasicrystals are revised. After a brief des-
cription of the proposed models of icosahedral solids and stress the
fact that the experiments show that quasicrystals are a new state of
condensed matter, a description is given.of the Penrose tiles and the
Fibonacci chain. Some results obtained for the electronic properties of
given models of one- and two-dimensional quasicrystals are briefly des-
cribed. In the two dimensional case emphasis is paid to the effects of the
boundary conditions impnsed when the quasicrystal is approximated by
one of its portions. In the one-dimensional case the way to generate a
hierarchy of approximations to the quasicrystal following the Fibonacci
sequence is presented.



