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Resumen. Se presenta unaintroduccién a las teorfas cldsica y cudntica
de cuerdas bosénicas. La discusién se restringe al caso libre y princi-
palmente a cuerdas abiertas. La parte cldsica incluye una descripcién
detallada de simetrias, unidades, ecuaciones de movimiento, soluciones
en normas conformes y ligaduras. Se describen la accién de Nambu y la
de Brink et al. En la parte cuantica se deriva el dlgebra de Virasoro. Se
presenta una introduccién a la teoria cldsica de campos de cuerdas cova-
riante de norma a través de la introduccién de campos de Stueckelberg,
y es en este contexto donde se menciona la dimensién critica [26] para el
espacio-tiempo. Finalmente, se discute brevemente la funcional de vacio.

PACS: 11.10.Qr; 11.90.+t; 03.65.Ca

1. Introduccién

La teoria de supercuerdas [1] ha surgido en afios recientes (fundamentalmente desde
los trabajos de Green y Schwarz 2] sobre cancelacién de anomalias) como un fuerte
candidato a consdtituirse en una teoria cuantica de unificacién de las interacciones
hasta hoy conocidas en la Naturaleza: electrodébiles y fuertes (que son las fuerzas
que intervienen en el modelo estindar [3]) y gravitacionales [4]. La primera suge-
rencia de que sea una teoria de cuerdas una extensién multilocal natural de la rela-
tividad general einsteniana data de 1974 por Scherk y Schwarz [3], y estd basada en
el modelo dual de Virasoro-Shapiro [6] (este modelo, asociado con cuerdas cerradas,
predice la existencia en la dimensién critica D, = 26 del espacio-tiempo de un campo
tensorial simétrico de rango 2 sin masa, que suele identificarse con el gravitén). La
escala de masas caracteristica de la teoria pasa entonces del orden de 1 GeV/c?, de
los modelos duales para hadrones y sus interacciones [7], a 10! GeV/c? (masa de
Planck) correspondiente a energias/particula elemental donde los efectos cuanticos
gravitacionales no pueden ser despreciados (una forma sencilla de entender esto es
considerar la contribucién debido a las fluctuaciones cuanticas que da la accién de
Einstein Sg = (¢}/167Gy) [ d*z /=g R (donde R es el escalar de curvatura y g el
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* Parcialmente apoyado por CONACyT, México.
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determinante de la métrica) a la integral de camino j}(gi“:));’ Dgwg*SE/h. Llamando
L? al valor tipico de la integral en Sg, resulta que |Sp/h| <1 sii

[hG 3
LS Lpjanck = 3 2~ 107% m,

En este trabajo se presenta una introduccién al caso mas sencillo, que es el pu-
ramente bosénico, y la discusién se restringe a cuerdas libres. El concepto de teorias
covariantes bajo reparametrizaciones (difeomorfismos) se introduce en la seccién 2
con la particula relativista libre sin espin. La introduccién de una métrica intrinseca
a lo largo de la linea de mundo permite reinterpretar la accién en términos de D
campos escalares acoplados a una “gravedad” en una dimensién. La interpreticion
andloga en dos dimensiones se puede hacer para el caso de cuerdas “clasicas” que
se definen al comienzo de la seccién 3 utilizando la accién de Nambu [8]. El analisis
dimensional muestra que, a menos que se prefiera la introduccion de una longitud
fundamental, existe un niimero infinito de normas en las que la introduccién de % es
inevitable, por lo que pensamos que una teoria puramente clasica de cuerdas no es
posible. Se tiene aqui una diferencia clara con objetos puntuales: la formulacién de
una teoria clasica de particulas interactuando con campos si es posible; el caracter
fisicamente no-cerrado de una tal teorfa (divergencias “incurables” dentro del marco
clasico) sobreviene a nivel de las soluciones [9]. En la seccién 4 se presenta una
deduccién detallada del algebra de Virasoro [10] para el caso de la cuerda abierta
enfatizando el caracter puramente cuantico del término anémalo [O(%*)], y en la
seccién 5 se introduce la teoria covariante de norma de campos de cuerdas, utili-
zando campos auxiliares de Stueckelberg [11]. El resultado es un conjunto infinito
de ecuaciones pata un nimero infinito de funcionales de campo: el campo de la
cuerda ¢ y los campos de Stueckelberg ¢}, p,q = 1,2,3,.... En este esquema se
discute brevemente la funcional de campo de vacio [12].

Finalmente deseamos mencionar que si bien en este trabajo no se hace referencia
a las interacciones entre cuerdas y, por lo tanto, en la presentacion del formalismo
de teoria de campos no se introducen términos explicitos de interaccién, en una
primera cuantizacién [13, 14] basada en la accién de Nambu [8] o de Brink et al. [15]
y Polyakov [16] mencionadas en la seccién 3, las interacciones tienen un origen
puramente geométrico y ningin término explicito que las describa aparece en la
accion. Este origen para las interacciones fue aplicado también a particulas por
Casalbuoni et al., en la referencia 17.

2. Particula relativista libre

En esta seccién discutiremos algunos aspectos de la teoria clisica y cuantica de
una particula relativista libre sin espin. La motivacién para ello es la existencia de
ciertas similitudes entre dicha teoria y la teoria de Nambu para una cuerda bosénica
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que discutiremos en la préxima seccién. Es conveniente sefialar desde un principio
que cuando nos referimos a una particula relativista, consideramos a ésta elemental,
y por lo tanto puntual, segiin argumentos bien conocidos [9]. También seiialamos
que trabajaremos en un espacio-tiempo ) = d+ 1-dimensional, donde d es el nimero
de dimensiones espaciales.

2.1. Accién

Sea r € [r,,m] C R! (x unidad arbitraria) y sea z#:[r,, 7] — RLD-1
r +— z#(7) una curva C € C! (continuamente diferenciable) y tipo tiempo. Se

tiene
m
long C E[ dr A/ ZH(T)nut¥(T), (1)
con 7, = diag(l,-1,...,-1), ##(r) = dz*(r)/dr y en cada T, n,,3*z" > 0.
[#(7)] = [longitud]; nu, es una métrica de Lorentz en R»P~!. Usualmente se

escribe long C' = f;" dr \/a*(7), con &® = #&,, &, = N, long C es una funcional
homogénea de grado 1 de @#(7); por lo tanto [r] es arbitraria. Sea una particula de
masa m > 0. Se hace la asociacién €' — S[C] dada por

S[C] = —mglong C = S[z*(7))], (2)

donde S[C] es la accidn de la particula asociada a la curva o “camino” C (las
comillas en “camino” se refieren al hecho de que C' no necesariamente es el camino
fisico cldsico seguido por la particula en su movimiento de z#(7,) a 2 (7;), el cual se
obtiene de extremar S con respecto a C). Notemos que [S] = [energia] x [tiempo] =
[k]. Es usual definir el langrangiano de la particula a través de

sicl= [ ar i), 3)

Para 7 la eleccion es arbilraria. Elegir T es, por definicién, fijar la norma.
Ejemplo: norma del laboratorio o de Coulomb [18]:

r=a"fe=1L (4)

Se tiene entonces &° = ¢, #* = dz'/dt y por lo tanto

Sc) = —mczftb dt 1 - k2. (5)
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2.2. Covariancia bajo reparametrizacion (= covariancia generalizada)

Consideremos la transformacién

T(n) =7
=7 =7(7)

(6)

(Ta)=17a

con 7'(1) difeomorfismo: diferenciable y con inversa diferenciable. Resulta entonces
dr = #(r')dr’ (7(7') = dr/dr'), &#(r) = da*[dr'7'() = &*(")#(1) y por lo tanto

S[C) = —mc/:; dr' (") (1) /a2() = —mc-[f: dr' /32(r") (2a)

i.e., S[C] no cambia la forma de su dependencia funcional con #* bajo difeo-
morfismos. Es facil ver que el conjunto de difeomorfismos del intervalo [7a, 78] que
dejan los extremos fijos es un grupo bajo composicién. En efecto: DsitT— 7' = f(7)

y 7" = " = g(') son difeomorfismos, entonces "' = g o f(r) = h(7) también lo
es; ii) fo(goh) = (fog)oh (asociatividad); iii) 7/(r) = 7, es decir, f = Id es
difeomorfismo con g o Id = Ido g = g para todo difeomorfismo g;iv) ' = f(r)

difeomorfismo implica 7 = f~!(7') difeomorfismo. QED. El grupo es no-abeliano
ya que fog # go f en general. Vemos entonces que en la relatividad especial de
una particula puntual clasica existe un grupo de simetria local, ya que salvo dife-
renciabilidad y existencia de inversa, el cambio 7 — 7' es arbitrario en cadz 7. Esto
conduce a la posibilidad de interpretar a las D coordenadas x#{7) del espacio-tiempo
de Minkowski RLP~! como D campos escalares (bajo el grupo de difeomorfismos)
en un espacio-tiempo unidimensional 7,

T =7 =1'(1),

(7)
2 (r) - "(r') = 2 (7)
y a las transformaciones de Poincaré como grupo de simetria global interno,
*(t) — 2'M(7) = A¥2¥(7) + a* (8)
(en todos los 7 la misma transformacién), con
AR Ay = 1pe. (8a)

El hecho de que atribuyamos a z#(7) un cardcter escalar bajo difeomorfismos
no contradice el cambio de las z#(7) en (2a) ya que este 1iltimo es debido al cam-
bio en el argumento de la funcién. Para ver esto, consideremos un difeomorfismo
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infinitesimal,
M=r+ef(r), ld<l (6a)

Entonces z'#(7') = 2'#(7 + ¢f(r)) = 2'#(7) + ¥'#(1)ef(r) + O(e%) = 2'*(1) +
&#(1)ef(7) + O(€?) = a#(7). Por lo tanto, el cambio de la funcién debido al cambio
de arugumento esta dado por el negativo del cambio de la forma de la funcion en el
punto:

() = 2#(r) = =2*(r)ef(r), ie E¥(r)br=—(8z")(7).

2.3. Feuacion de movimiento

La ecuacién del movimiento para la particula descrita por la accién (2), i.e. en
una norma arbitraria, se obtiene igualando a cero la derivada funcional de S[C] con
respecto a z*(7'), con 7' € (7a,7f):

)

0= mS[C] = —me -/;u" dr %(iz(T))_llz‘zmwi“(r) 5% (7)

bzA(r")

- _mc/: dr _1 )iv(f)%ﬁé(r — 1) =me ]: dr %( () §(r — T'))

&2(r /22(r)

En la norma del laboratorio &, = d/dzec = 0, #* = ¢ — |%[?, & = d*z;/dt* y
por lo tanto de (9) resulta @3 = 0 para A = 0, y para A # 0, X(1 — %2fc?)=%0 =10
que implica

=0 ie X=0tle

pues &2 > 0. Por lo tanto, es en la norma del laboratorio donde el movimiento libre
es rectilineo y uniforme; en otra norma el movimiento puede ser muy “complicado”,
como lo muestra la ecuacién (9).
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2.4. Momento generalizado y hamiltoniano

Partiendo de la accién S[C], ecuacién (2), definimos el momento generalizado
conjugado al campo z#(7):

b z,(r'
) = gpiy = ~me 4 VO = —me S

2 a3(r')

Resulta entonces
mu(r)e (1) = m7c, (12)

es decir, s6lo ) —1 7, son funcionalmente independientes. Se tiene entonces una
ecuacion de ligadura que, de acuerdo a la nomenclatura de Dirac [19], es de primera
especie, ya que es valida independientemente de que se camplan o no las ecuaciones
del movimiento. De lo anterior, para el hamiltoniano se tiene

H, = 7,(r)3*(7) — L(7) = —mey/2%(1) + mey/23(7) = 0. (13)

Obviamente el generador de la evaluacién temporal (en el tiempo 7) del sistema no
es H, ya que éste se anula. Es posible mostrar [19] que son las ligaduras las que
generan tal evolucion; en el caso presente es el hamiltoniano

H = X(r)(r%(r) — m*¢*),

donde A(7) es una funcién arbitraria de 7. Este hecho no ocurre en una norma
particular: por ejemplo, en la del laboratorio, H, = y/p2c? 4+ m2ct es el generador
de la evolucién temporal (en el tiempo 2°/c).

Es posible explicar el origen de la enorme simetria que tiene el sistema (grupo de
difeomorfismos del intervalo): el hecho de que un sistema posea ligaduras de primera
especie significa que matematicamente el sistema se describe con maés grados de
libertad que los que realmente posee fisicamente. Por ejemplo, para el caso que
analizamos de una particula en D) dimensiones el nimero de grados de libertad
fisicos es d, mientras que en el tratamiento matematico describimos la particula con
d + 1 campos z*(7). De ahi el origen de la simetria, que refleja la arbitrariedad en
la eleccién de una coordenada, que es una funcién de 7.

2.5. Cuantizacion de la particula libre
La eacuacién de Schrodinger de la particula se obtiene a partir de la ecuacién

de ligadura imponiendo ésta sobre los vectores de estado (funciones de onda para
simplificar): Se define ¢: R»P~1 — €1, z# s (z¥) y se impone mumhip = m2cp,
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con 7, = —thd/dz#. Se tiene entonces

mce

(a,‘a“ 4 (T)Z)I,b(:r") =0, (14)

que es la ecuacién de Klein-Gordon (KG). Notemos que la ecuacién obtenida es
lineal en v, pero esto es claro: la ecuacién de Schrodinger siempre es lineal [20]. Si
se quiere describir interacciones, hay que introducir no-linealidades, pero entonces
el tratamiento cae fuera del dominio de la ecuacion de Schrodinger y entra dentro
del de la teoria de campos, que discutiremos brevemente a continuacién (para el
caso libre).

La teoria descrita hasta ahora describe una particula. Para pasar a la teoria de
campos, i.e., a una teorfa que describa un nimero arbitrario de particulas, se rein-
terpreta la ecuacién de KG como una ecuacién para un campo en el espacio-tiempo
D-dimensional y no como una ecuacién para una funcién de onda; se construye una
densidad lagragiana

£ = aupomy — (7) (15)

de la que resulta la ecuacién de KG via las ecuaciones de Euler-Lagrange y se
procede a construir una integral de camino para la funcional generatriz de funciones
de Green:

Z[J(z")] = f D Dyp* exp % dem (L + J(z)p(z) + c.c.). (16)

Para completar la descripcién del movimiento libre de la particula en mecanica
cuantica, derivaremos la expresién del propagador o funcién de Green K(z —z') de
la ecuaciéon de KG, definido por

1
(Dz + F)K(w —z')=8P(z-2") (17)
(Oz = 8,0" y X = hf/mc). Definiendo la transformada de Fourier de K,
dPp . i
) (7 e bl — g
K(e-a) = [ Lpkp e 1tz = 2, (18)
resulta

(19)
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Excepto por el término ie en el denominador, (19) es la conocida expresién
del propagador. El término ie aparece naturalmente en la formulacién de la inte-
gral de camino introduciendo en el integrando de (16) un factor de convergencia
(precisamente para definir la integral) a través de la modificacién de la densidad
lagrangiana £ — £ + ieyyp*, que implica

et fe-i o
([c] = [longitud]~?).

2.6. Formulacidn alternativa para la descripcion cldsica. Limite m — 0. Relatividad
general en una dimension

Consideremos nuevamente la curva C € C? definida en 2.1. y sea ¢ una funcién
g:[ra,m] = R*, con g € C* y k hasta donde las condiciones fisicas de diferenciabi-
lidad lo requieran. Sea la funcional

Al (),9(r)] = AIC) = =5 [ dr /D o™ (It (1)E¥ () + ). (20)

Ta

Notemos que esta funcional, a diferencia de S[C]: i) es cuadratica en 2#(7); ii) tiene
limite no-trivial (# 0) param — 0y por lo tanto permite una descripcién relativista
clasica de particulas sin masa.

La ecuacién de movimiento para g(7) es
A c [T 1 1
_— = dr { ———=6(1 — 7")[¢? Yk 4+ m?
g(7") 2/-’_4 1‘{2 ) (7 7)g (T)uvz”z m*]

¢ .1':2(1") m?
VIR ettt - = —5 - o]

0=

te.,

(21)
Reemplazando en (20),

Alz"(r), 9(7)e] = Sl (7)),

es decir, A[C] y S[C] son fisicamente equivalentes [obviamente la ecuacién de movi-
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miento para z#(7) es (9) cuando se utiliza (21)]. Notemos que en el limite m — 0,
Oris. €Xiste sii n,,2H1" = #? = 0, si la particula se mueve sobre el cono de luz.

Determinemos la transformacién de la funcién g(r) para que bajo difeomorfismos
7 — 7' = 7'(7) la cantidad ¢(7)(d7)? sea covariante:

(ds)? = g(r)(dr)? = g(r(N(H N2 = ¢ () (dr')?,

(23)
g(r) = ¢'(r') = (7(r")*g(r(7").

Donde g(7) se transforma como una métrica en un espacio-tiempo unidimensional.
Es facil mostrar entonces que bajo difeomorfismos A[C] no cambia de forma como
funcional de g(t) y z*(). Podemos dar por lo tanto la siguiente interpretacién: el
movimiento libre de una particula relativista clisica de masa m(0) es equivalente a
la interaccién de D campos escalares z#(7) sin masa con la gravedad en un espacio-
tiempo unidimensional con métrica g(r) y constante cosmolégica m?(0).

Consideremos una norma en la que g(7)|g = cte. De (21), 0 = (d/dr)(cte.) =
(2/m?)i#(r)z,(r) y por lo tanto ¥z, = 0. De &%(r) > 0, (9) implica #5(7) = 0,
i.e. z(7) = a*7 + b: el movimiento libre en estas normas es una linea recta en el
espacio de Minkowski o bien esta dado por un conjunto de campos que son funciones
lineales del espacio-tiempo unidimensional.

Finalmente noternos que independientemente de que m? > 0 o m? =0,

g(r) = ¢'(r) = Xg(r) (24)

(transformacién de Weyl), no es una transformacién de simetria para la forma de
A[C), ya que g1/? — eM2gl/2 y g=1/2 _, o=M2gm1/2,

3. Teoria de Nambu para la cuerda relativista bosénica libre

3.1. Accion de Nambu

El objeto “extendido” mds sencillo a partir de un punto material es un objeto
unidimensional: cuerda. Asi como a un punto material se le asocia una masa (que
puede ser nula), en una cuerda se asocia una tension Tp a cada uno de sus puntos.
Es en este sentido que se puede pensar una cuerda como una coleccién “distinguida”
de puntos del espacio-tiempo, distinguida precisamente por la tensién asociada a
sus puntos. ([To) = [fuerza]). Consideraremos cuerdas abiertas y cerradas. En su
evolucién una cuerda desarrolla una superficie llamada hoja de mundo (h.m.). Esta
se parametriza por dos cantidades: o y 7; la primera tipo espacio y la segunda tipo
tiempo (véase Fig. 1). (Eligiremos en lo que sigue [r] = [t], [¢] = [t]°.) En cada
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k&
-4

(a)
(b)

FIGURA 1. Superficie generada por una cuerda v abierta (a) y cerrada (b).

punto de la h.m. siempre es posible elegir dos vectores tangentes:

: JzH i
##(r,0) = 5 btz 50, (temporal),
T
(25)
m _ O Byl <0 'a.l
zh(r,0) = e ztz, <0, (espacial),
p=0,1,...,D~1, enla teoria cldsica es admisible un espacio-tiempo minkowskiano

de dimensién arbitraria. De (25) el vector v* = ¥ 4+ Az* A € R!, es tal que
vk, = 2% + X222 4 2)ia’ toma valores positivos, negativos o se anula variando
apropiadamente*A. Por lo tanto,

(#2')? - 2"%3? > 0, (26)

sobre la superficie generada por la cuerda. Es usual la notacién (r,0) = M=
£, a=0,1. Calcularemos la métrica inducida en la superficie debido a que ésta se
encuentra embedida en RP~!, Consideremos un intervalo infinitesimal ds sobre la
h.m.:

dz* | 0z,

(ds)* = datday = 5z dt" 55 A&7 = qag(r,0) dE° P, (27a)
. 2 . ’

on(€) = nutastiper = [0 20| < [ 2, 4], 1)

det vap = 22" — (32")% < 0. (27¢)

Asi como la accién relativista de una particula puntual de masa m es proporcio-
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nal a long C, donde C es la linea de mundo (l.m.) que resulta de un desplazamiento
real o virtual de la particula, Nambu propuso en 1970 [8] que la accién asociada
a un desplazamiento (real o virtual) de una cuerda relativista sea proporcional al
rea generada por tal movimiento. .

Es facil mostrar que en N dlmensmnes si {¢°}, es el conjunto de coordenadas
generalizadas y g,3(g) es el tensor métrico,

| det gab(‘f“ »

es un elemento de volumen invariante bajo difeomorfismos ¢'* = qm({qb}) que
preservan la orientacién (jacobiano J > 0). En efecto,

g s )
N xy = N 1,
q_d ‘Ia(qu‘ gV ) Jd"q;

para el cuadrado del intervalo se tiene
2 ag b 3a3 e dd o bt e g 1d
(ds)” = gab(q) dg*dq” = gap(9) 51 3% 9 dq'°dq"® = g4(q') dg°dg”,
con
9" 3¢
gcd(q,) a Ic a ,dgﬂb(q)’
Entonces, detgl,(¢) = J?detgu(q) y por lo tanto, dVq\/Idet ga(q)] =

JdV¢' /T det g7, (¢")] = dV¢'\/Tdet g7, (7).

En 2-dimensiones el volumen = 4rea; por lo tanto, segiin Nambu,

Tf 'I' f‘r T
5= cte.f d'r] do [/ —detya8(€7) = cte./ d'r-/ do +/(z2')? — 2222,
i 0 Ti 0

(28a)
La asignacién [0, 7] para el dominio de o es arbitraria; también lo son las unida-
des de 7 y 0. Como S es una accién, [cte.] = {energ}a] x [tiempo]/[longitud]?

il Il

[fuerza]/[velocidad]. La convencién usual para la eleccion de la constante es cte.
—Ty/c. Resulta entonces

TO Tf g : = T! kg
Sx = SNambu = —v’/’ d‘rf do+/(zx")? — 222" = / d'r/ do L, (28b)
C Jr 0 Ty 0
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donde

L= —%[(aex')? a2, (28¢)
es una densidad langrangiana [1].
3.2. Simetrias de la accion de Nambu

i) Covariancia general. Sy es covariante bajo difeomorfismos con J > 0 (reparame-
trizaciones de la h.m.):

(r,0) = (7'(r,0),d'(1,0)), (29)

y éstas son transformaciones locales que forman un grupo. Anélogamente al caso
de la particula puntual, las D coordenadas pseudoeuclideanas z#(1,0) se pueden
considerar como D campos escalares, es decir,

z*(r'50') = zh(r,0), (30)

es un espacio-tiempo de 2-dimensiones (7,0). Veremos luego que estos “campos”
son sin masa. En la teorfa cudntica es usual definir la cantidad o' (pendiente de
Regge) a través de la relacién

1

Ty= 5. (28d)
Se tiene [¢/] = [energfa]™® y en el limite cldsico h — 0, o' — oo para que Tp
permanezca finita (To = 1/27a’ en el sistema h = ¢ = 1).
ii) Covariancia de Poincaré. Las transformaciones de Poincaré
z#(1,0) — 2'*(1,0) = A¥z"(1,0) + a*, (31)

donde A} y a* son constantes y constituyen una simetria global interna para los
campos z¥, con respecto a la h.m. con coordenadas (7,0).
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3.3. Ecuaciones del movimiento y condiciones de borde; cantidades conservadas;
ligaduras

Consideremos un cambio virtual arbitrario de la configuracién de la cuerda (de
los campos z#)

z#(r,0) = 2#(7,0) + bz¥(7, 0),

y calcularemos el cambio de la accién. Del cambio en £,

. oc ac oL 9
SL(#,2") = 5zabd" + gombs" = 55 557" + G 5,0
8oL, L, N [0 (0L, 8L
= o lat? |+ (azmaf Tt 5 )
resulta

(32)

53N___j d'rj do 62 m)[ (3—£) (Bx’”)]

To [* . 9L T To [T (OLN |7

L (G

o=0

i) Ecuaciones del movimiento y condiciones de borde. La trayectoria clasica z#(r, o)
es aquella para la cual Véz# con §z#(7i,0) = 6z#(75,0) = 0 es 6Sy = 0. Se tienen
entonces las D ecuaciones del movimiento

5 (g) o) =0 me<r<m el @)

y las condiciones de borde

] dr (25 ) (7, m)sat(r,x) = /: i (25 0pen(r,0), (30

que para cuerda abierta (c.a.) y cuerda cerrada (c.c.) son

(3‘1_11:;:) (r,7) = ("3?3:%)(1’,0) =0, HLr<Yy (3.4‘,)
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(5%%){,,.’ ) = ((’i_f:“) (1,0), i <T<Ty, (340)

respectivamente. La primera resulta de la arbitrariedad de §z* (1,0) (en particular
en 0 = 0,7) y la segunda de la periodicidad ézh(r,7) = bz#(r,0)
Definiendo las cantidades (momentos conjugados a T y o)

aLr Tp (£2')z'# — 222k
H =i = =
L PR R )
Y.
L a2t
. Y Ty (za')i — i’z (36)

Lam:,('r,a) T e (22')? — 32272 )
las ecuaciones del movimiento (33) resultan

£p¥+a%pﬁ:0, es decir 8_?”—;}&:0’ p=0,...,D-1, (33a)

que son D ecuaciones de continuidad en 2-dimensiones para los D 2-vectores p? =
(p7,p5); y las condiciones de borde (34) se escriben

ph(r,m) = p4(r,0) =0 (c.a.), i<t <14, (34"

ph(T, 1) = p(r,0) (c.c.), #<T <y (348)

Notemos que las ecuaciones del movimiento son muy complicadas en la forma dada,
es decir, sin “fijar la norma”.

ii) Cantidades conservadas. Asociadas a la invariancia relativista de la accién (co-
variancia de Poincaré) se tienen las constantes del movimiento energia-momento
¥ momento angular, vinculadas respectivamente a la simetria bajo traslaciones y
rotaciones infinitesimales en el espacio-tiempo D-dimensional. Si se cumplen las
ecuaciones del movimiento y las ecuaciones de borde se tiene

) j do psa,
c o

i
i
Consideremos los casos:

a) bz#(r,0) = € = cte (traslacién infinitesimal). La condicién 6Sy = 0
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implica p*(7y) = p*(7;) donde se ha definido el D-momento de la cuerda

Pz [ " Tl (37)

Es facil verificar explicitamente que estas cantidades no dependen de 7, y constitu-
yen por lo tanto un conjunto de D constantes del movimiento. En efecto,

] do pb(r,0) / ;)Pr( o)
- jo do 5-ph(r,0) = ~[ph(r,m) — (Bh(r, 0)] =

resultado vélido para ambas c.a. y c.c.

b) bzu(r,0) = wupt”, wy = —wyp y D(D — 1)/2 constantes (rotaciones
infinitesimales). §Sy = 0 implica M*"(1s) = M*¥(7;) donde

M®¥(r) = /[; do (pha” — piz*) = /(; do M (r,0) = —M"*(71) (48)

es el tensor momento angular de la cuerda y ME" su densidad. Definamos los
D(D —1)/2 2-vectores M'"” = (MF*, M) con M} = pha? — p¥z*. Utilizando las
ecuaciones del mOVJmlento en su forma (33a) y las definiciones de pf y p’ dadas
por (35) y (36) es facil mostrar que agMéw =0, de donde

£ M (r) = - [ do 9 M¥(r,0) = ~[ME¥(r,7) - ME¥(7,0)] = 0

por.condiciones de borde (en el caso de la c.a.) y periodicidad (en el caso de la c.c.).
Se tienen por lo tanto D(D — 1)/2 constantes del movimiento.

iii) Ligaduras. Partiendo de las definiciones de pf y ph [que son independientes de
que se cumplan las ecuaciones de movimiento (33)] se obtienen las ecuaciones de
ligadura

phz, =0, (39a)

Potu =0, (39b)
ToN 2

pi+ (—0) z? =0, (39¢)
c
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To\2
3 20" _
2+ () #=0. (39d)
Notemos lo siguiente:
a) Para la c.a. evaluemos (39d) en 6 =0y o = 7. de Do - 0 resulta
o=0,x
i =i (40)
ao=0,x

es decir, los extremos se mueven a la velocidad de la luz.

b) El momento generalizado conjugado al campo z¥#(r, o) es pr(r,0) dado por
(35). La densidad hamiltoniana resulta

2 2 2.2
_?ﬂ(m—m').ﬂ_ + E (.’:f:.’L")Z _ 2.21.!2 =0

c /(:i:a:’)z — 3232 c

y por lo tanto, Hy = J;JT doHp = 0, lo que implica que no es este hamiltoniano el
generador de la evolucion del sistema en el tiempo 7 (en la teoria simétrica, esto es,
sin fijar la norma). Asi como en el caso de la particula, es posible mostrar que este
papel lo desemperfian las ligaduras. Este hecho no ocurre en una norma particular,
por ejemplo la del laboratorio. En ésta, 7 = 2%/c y

Ho= -pf‘,.‘.’i:,,, T

Hy = / do \/pic? + T¢|x'|2,
Jo
con
aL X — (x-x'[]x'|2)x! &

f
P=7 = Tnlx'i =y Sy :] atL.
. 1 - L~ (e X/

3.4. Solucion a las ecuaciones del movimiento en normas conformes

La métrica inducida en la h.m. (27b) tiene 3 componentes independientes que es
una matriz 2 x 2 simétrica. Dada la covariancia general es siempre posible elegir las
coordenadas (7,) y por lo tanto el difeomorfismo (39) (que involucra 2 funciones)
tal que

iz’ =0, = —329? (41)
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en cada (7,0) de la h.m. Un tal sistema de coordenadas se denomina conforme, y
la métrica resulta

21
,M:,xz[o _F’eg]. (41a)

Notemos que las ecuaciones que definen una norma conforme son invariantes de
Poincaré.

© es una cantidad constante con unidades de tiempo si [r] = [tiempo] y o es
adimensional. Estas unidades no son necesarias. (Por ejemplo, si [r] = [tiempo]® es
usual tomar © = 1 y la métrica es la de Minkowski en 2-dimensiones). Sin embargo,
existe un conjunto infinito de normas en las que se emplean dichas unidades, en
particular la del laboratorio. La presencia de © hace inevitable la introduccién de h
en la teoria si es que se prefiere mantener a la constante de Planck como constante
fundamental [21] a la introduccién de un tiempo o longitud fundamental [22]. Esto
es asi ya que es imposible construir una cantidad con unidades de tiempo a partir
de cy Tp.!

Es usual definir? [20]

= ﬂ:‘TO . (41b)
En normas conformes,
p(r,0) = T‘L—ei*‘, (35a)
ph(r,0) = —gx’*‘, (36a)
= —TLCQH (28e)

y para la densidad hamiltoniana se tiene

Ho = —@:&2 + @x’z =0.

1Si se introduce la constante de gravitacién de Newton Gy, se tiene [GnTy) = [¢]* y por lo tanto,
la misma imposibilidad subsiste. Agradecemos a G. Cocho y M. Moreno por esta observacién.
3Es interesante observar que si se define la longitud A = c© y se toma A = 107 m (longitud de
Planck) resulta Tp ~ 10** Newton.
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Las ecuaciones del movimiento resultan
1
i#(r,0)~ @r""('r, o), (33b)

que son ) ecuaciones de onda para los campos sin masa z#(7,c); las condiciones
de borde son

z#(r,7) = 2'*(r, 0)=0 (c.a.), i<T<78, (34a")

z'#(7,0) = 2'*(7,0) (&ie), ni<T<Ts o (34")

¥, para los pares de ligaduras (39a), (395) y (39¢), (39d) se tiene respectivamente
gz’ =0y 0%i% 4+ 22 = 0 que son equivalentes a

(0i +2')? = 0. (39")
La solucién general a (33b) y (344”) (nos restringimos a la c.a.) se obtiene de
expandir #"(r, o) en serie de Fourier
(1, 0) = Zzﬁ(r) cosno (42)
n=0
Reemplazando en (335), para las cantidades 24(7) se obtiene
(1) +wizh(r) =0, w,=n/0, u=0,... D-1 (3.19)

que, excepto para n = 0, corresponden a un sistema de infinitos osciladores armo-
nicos? independientes salvo por las ligaduras, que atin hay que imponerlas. Para el
modo cero se obtiene la ecuacién del movimiento libre &4(7) = 0 cuya solucién es
z5(r) = ¢* + H(r — 7i). Las D constantes ¢# son proporcionales al D-momento
total de la cuerda P#(7): de Jy do cosno = 0 para n > 1, (37), (35a) y (42) resulta
¢ = cP"[7Ty0. La solucién para los osciladores (43) (n>1) es

i

xf:('r) = (e——:'n(rfr,‘]/(:)aﬁ - eiu(r—r.')leaﬁt)’

]

TrToTt

donde las ap y ah’ son constantes (datos iniciales). ([an] = [ah*] = [longitud] x

*Para A dada en la nota 2 resulta w; = -1 ~ 3 x 10% s™!; por lo tanto, las frecuencias de los
osciladores estan dadas aproximadamente por w, ~ 3n x 1013 -1,
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[fuerza]!/? = [longitud]*/? x [masa]'/?/[tiempo]). La solucién general es

cP#

7To® (r =)

I#(T: 0’) = q# %+

(44)

. o0
i Z cosno (aﬁtein(r—ﬂ')/e _ aﬁe—in(r-r;)fe).

R r=G

n=1

Definiendo las coordenadas del “centro de gravedad de la cuerda” por

w
zh(r,0) = %/ do z¥(r,0) (45)
0
resulta
zh(r,0) = ¢" + A (r—7), esdecir ¢"=z¥F(n,0). (45a)
? w1’106 1) L 3]

Notemos que en el limite de tensién infinita Ty — oo [o de pendiente de Regge
cero (a' — 0) en la teoria cudntica] la cuerda se reduce a un punto del espacio-
tiempo: z#(r,0) — ¢* (limite puntual).

3.5. Ligaduras

Nos restringiremos en lo que sigue a la c.a. Hasta ahora hemos definido la
h.m. a través de los mapeos z*:[ri,7f] x [0,7] — RYP-1_ Definamos ahora las
D funciones #*:[r;, 7f] X [-m,7] — RVD-1 con #*(r,—0) = i*(r,0) = z*(1,0),
i'b(r,—0) = —5"(r,0) = —2'¥(,0), i (r,—0) = &' (1,0) = &#(r,0), o € [0,7].
Es claro que #* es una continuacién analitica de z* del dominio [0,] al dominio
[—7, 7]. Trabajaremos a continuacién en este dominio. Es facil verificar que las dos
ecuaciones de ligadura (39’) se pueden expresar por

(@i +2')2=0 o (0z-12')"=0, (39"

donde hemos llamado nuevamente z* a #*. Mostremos la primera posibilidad (la
segunda es analoga):

(—)2:&2(7,0) + 1'2(:1',0) +20i(r,0)z'(1,0) = 0, (a)
Oziz(r,-—a) + m'z(r,-d) +201(T, —a)x'(r,—a) =0, (b)
0%:2(1,0) + 2%(r,0) — 20i(r,0)z'(1,0) = 0, (¢)
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Sumando (a) con (c) resulta 8?22 +z'2 = 0 y restando (c) de (a) resulta &z’ = 0
QED

De la solucién general (44), tomando para simplificar 7; = 0, resultan

o0
II“(T, a’) = -é—(a(’; + zms no.(aﬁ*el'ﬂfle e at‘le—inrle)),
n=1
a'*(7,0) =

= Z el na(ag¢ein‘r/9 —ih —iwr/e)

n=1

donde se definieron

cP# [en
C!‘ot = 'K_Tb—’ 0: ..=... 'r—T'—nﬂvg, n=>1.
Entonces,

(46)

o0
0ik(r,0) + 2(1,0) = Z afemin(r/O+e)

n=-—00

n>1 (46a)
y por lo tanto,
0= 9_1: +z )2 E a,ﬂ Z o -i(n+m)(r[6+o}
n=-00 m=—00
+00 “+oco ) 2c ©0
= C!“:: Cr_n e—ir(rje-l-v s TTEY e—ir(r/e-{-a)L
PO PIE T2, '
con
T
P = — 7l-(’Zae:xr — rez (47)
n=-—00
([Ly] = [energia] x [tiempo] = [accién] =
lineal de las exponenciales

[momento angular]). De la independencia

(47a)
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Las ligaduras resultan entonces una conjunto infinito (numerable) de condicio-

nes sobre los datos iniciales, los que por lo tanto no pueden ser arbitrarios. Es facil
mostrar que en términos de los aj y P* se tiene

[+ o]
cn *
Ln = =\ 55 o = 32 Vlm+m)maiamsn
m=1

lu—l
—-(1- 6,"1)5 Z Vin—m)mah_,  amy,
m=1
Ea=IE* a5l (48)
Para L, de (47) se obtiene
TFTU B w1y c
= n_z—ooa mionn = _2_ (WTD) ZZ a aﬂ“

y de (47a) resulta la energia de la cuerda expresada en términos de los datos iniciales:

o0 (e o]
Pi¢ = —2rTHCN, N= Znaﬁ'aw = En(!aﬂlz —a) -ap). (49)
n=1 n=1

3.6. Algebra de Poisson de ligaduras

En coordenadas conformes, 2z’ = 0 y z'2 4+ ©%%? representaban, en particular, a
las ligaduras (49a) y (49¢), con o € [0, 7]. Definiendo las continuaciones analiticas de
pr(,0) y z#(7,0) al intervalo ¢ € [—7, 7] con pf(r, —0) = pl(r,0) y 2'(r,—0) =
—z'(r,0) las dos ligaduras se pueden expresar en la forma

(ot + Raw) =0 o (i - Doam) 20 (49")

(Eligiremos la primera ecuacién, los resultados son independientes de esta eleccién).
Es facil verificar que las transformadas de Fourier

jo=_C To_iu\? in(r/0+a)
L,=-— T da( -|-Cz:)e ; neEZ, (50)

cuando son evaluadas en coordenadas conformes y usando la solucién a las ecua-



Introduccion a la teoria de cuerdas: caso bosénico 473

ciones del movimiento, se reducen a los L, dados por (47). El conjunto infinito de
ecuaciones

In=0, nez (50a)

expresa, por lo tanto, las ligaduras del sistema en forma independiente de la eleccién
de coordenadas en la h.m.

El paréntesis de Poisson (P.P.) “a tiempos iguales” de dos cantidades a1bitrarias
(salvo diferenciabilidad) A(r,o) y B(7,o) sobre la h.m. se define por

o | ok % 5A(T,O’) 5B(T,0") EA(T,O') JB(T,U'}
{A(""’)’B(”")} =f_,d" 593(r, 0") Bax(r,0") ~ aa(r,o") 6p3(r. ")

(51)
De ésta se obtienen los P.P. fundamentales
{pf(r,0),2"(r,0")} = n**§(0 - o), (52)
{p¥(r,0)p(r,0")} =0, {z*(r,0),2"(1,0’)} =0 (52a)
¥
{ph(r,0),2(r, )} = 1L 60" — ) (53)
T L ] ’ £ ao_' .

Utilizando estos resultados y las propiedades usuales de los P.P., se obtiene
(lamando nuevamente L, a las cantidades Ly)

{Lm,Lyp} = —i(m — n)Lypya, n,me¢ Z. (54)

Desde el punto de vista matematico estos P.P. definen un algebra de Poisson
oo-dimensional (la base del dlgebra est4 dada por {L, }nez) que a su vez es algebra
de Lie, pues satisface anticonmutatividad y la identidad de Jacobi. A priori podria
pensarse que en la teoria cudntica, donde las cantidades L, se reemplazan por
operadores, se debiera efectuar sélo el reemplazo de P.P. por conmutadores, esto es,

{ » }—=1 , ]/ik, como en el caso de coordenadas y momentos generalizados:
{r',4j} = =6i; — [pi,q;]/ih = —&ij. Esto conduciria al dlgebra de Lie de conmu-
tadores [Lm, Ln] = h(m — n)Lm4n. Sin embargo, este no es el resultado correcto:

un analisis detallado (Seccién 4) muestra que existe un término adicional en el m.d.
del conmutador (anomalia) y lo que queda definida es el algebra de Virasoro. Esta
algebra hace imposible que los estados fisicos |W¥) satisfagan L.|¥) =0, VneZ,
lo que seria la traduccién cuantica naive de las ligaduras clasicas (50a).
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3.7. Accidn de Brink et al. [15]

Consideraremos ahora una formulacién alternativa a la de Nambu para la accién
de la cuerda bosénica, que conduce a una primera cuantizacién basada en la teoria
de superficies de Riemann [14,16]. Esta formulacién en teoria de cuerdas es analoga
a la 2.6 en teoria de particulas.

Definamos la accién
T v
Seltog ") =~ [ drdo o/REP(0uz ()02 @ (59)
donde en principio la matriz simétrica H = hyp tiene unidades arbitrarias,

KPhgy =80 ie A% < (hu)yl= B, = —dethes <0, 62 =(25.6)

Esta accién puede interpretarse como la que describe el acoplamiento de D
campos z* no-masivos escalares bajo reparametrizacién [Ecs. (29) y (30)] con la
gravedad en dos dimensiones, representada esta tiltima por el tensor métrico hyg(é),
que bajo difeomorfismos (29) se transforma segin

o _ 9T 068
bap(€) = Hogl€') = Sz 5eahas(® (57)

el término de pura gravedad, constante x [ d?¢+/h R, donde R = h“‘Bng y Rap
es el tensor de Ricci, es irrelevante en la teoria clasica ya que en dos dimensiones
el tensor de Einstein Gop = Rag — (1/2)Rhyp es idénticamente nulo [23] y por lo
tanto, las ecuaciones del movimiento se reducen a igualar a cero el tensor energia
momento de la “materia” (campos no-gravitacionales)].

La ecuacién de movimiento para hag estd dada por

__¢%5p _ & 240 5 B3 LY 6 v6 6 .46
e 6haﬂ(f) = "Qc/d £ Oy Ogx N (5h“ﬂ\/£)h +ﬁ5haﬁh . (58)

Sea M una matriz arbitraria. Se tiene: | det M| = ettt M

9,
BM,'J'

a
InMpyr—
|d€t M1 = etr 2 Mablé—'ﬂ"j‘;Mbﬂ

= | det M|M 6,80 = |detM|M; .
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En (58),

10O = B(€' &) g det (B2

- _%5(4' — &) det(H™Y)|"*/2| det(H )| Hpo
B hga - _ 150 _
—58(¢ —&)W =38 OVhhge

Reemplazando en (58) resulta la ecuacion para la métrica

Lhaph™8,2" 952" nuy = Baz* Bpz” Ny (58a)

que implica

hap = 27ap/h" Y48 (58b)

donde 7,p es la métrica inducida (27b) en la accién de Nambu. De (58b), vop5 =

(1/2)hap(h?®v,5) y por lo tanto, —detyqp = (ll/4)h(h76'y75)2. Reemplazando en
Sp el valor fisico clasico para hqg se obtiene

T —4 det ~, Ty
Selhapy a#1= ~50 [ €| Tt (K41) = =2 [ 6 \[=detnes (59

que es la accion de Nambu (28b). Por lo tanto, a nivel clasico, existe una completa
equivalencia entre la acciéon de Nambu y la accién de Polyakov (55). La misma
equivalencia existe a nivel cudntico, pero sélo para D = 26 (14, 16].

En teoria de campos en dos dimensiones el tensor energia momento se define
por

Top = _?EW af.f = Oat Oz, — %ha3h7637x”65x“. (60)
Se tiene
T 5o ik (60a)
y

tr Top = h™Top = h*Pyep — 10%Phogh?vy,5 =0 (60b)
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(Tap = 0 es la ecuacién de movimiento para la métrica hyg). Mostremos ahora que
la ecuacién de movimiento de la métrica hace imposible a nivel clésico tener un
“término cosmolégico” no-nulo. En efecto, consideremos el término adicional a la
accion Sp,

SC=A/d2£\/E, A = cte., (61)
Sc agrega a la ecuacién de movimiento para hag el término

A [ 86 /RO = -5 [ e R has €€ - €) = ~2Ehes

y por lo tanto, en lugar de (58a) se tiene
Ty
= —52VhTos - \/'ha,g = —\/'( w + Mohas).  (58d)

Entonces h*T,5 + (Ac/To)h*Phas = 0 y de (60b),
A=0. QED (61a)

Notemos que la accién Sp, precisamente por involucrar campos z#(€) y hag(€)

en dos dimensiones, es covariante [como funcional de hap(€)] bajo transformaciones
de Weyl:

hapg(€) = hiya(€) = X Ohgg(g), (62)

donde A(£) es una funcién arbitraria de las coordenadas (7,c) en la h.m. Esto es
asi ya que bajo (62), h*? — e *h®# y h — €2 h. Es claro que una teoria de mem-
branas [24] o “terrones” [25] (objetos bidimensionales y tridimensionales) descritos
por una accién semejante a (55) con dos (o1,02) y tres (oy,02,03) coordenadas
tipo espacio respectivamente [(92*/90;)> < 0,41 = 1,2 0 i = 1,2,3] carece de tal
simetria. ;

Mencionemos finalmente que en la teoria esbozada hasta ahora, la métrica del
espacio-tiempo D-dimensional (“espacio de fondo” donde se propaga la cuerda)
se ha supuesto plana [n,, en (27b) y (55)]. En principio es posible considerar la
propagacién de la cuerda en un espacio-tiempo curvo de fondo arbitrario con métrica
gur(z) [26]. En dltima instancia, dado que de la teoria de cuerdas debe obtenerse la
relatividad general (en el limite puntual), es crucial la posibilidad de una formulacion
de la teoria que no haga referencia a un espacio-tiempo de fondo (algunos trabajos
recientes en esta direccién se mencionan en la Ref. 27).
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4. Algebra de Virasoro para la cuerda bosénica abierta [10]

Como se mencioné en el capitulo 3, el conmutador [Ly,, Ly] no se obtiene me-
diante el reemplazo { ,. } = [ , ]/ih. Lo que se hace es definir los operadores
L, y calcular explicitamente el conmutador. Veremos a continuacién los detalles de
este calculo.

En la teoria clasica se tiene

{ah, i} = " bnm. (63)
El andlogo cuéntico se logra haciendo

C3adl —dh, operadores

+v

*
Ay, — an

y usando la regla de Dirac

Entonces,

[af, a::v] = —hn"" b5 m. (64)

Definamos ahora los campos de Fubini-Veneziano. Sea Z € C, entonces

o0
Q*(Z) = ¢* - 2ihc*o’ P In Z — iv2a'he? Y | i(a:”z" L ¥ (65a)
n=1 ﬁ

o0
P¥(2) = izd—dZ—Q“(Z) = 2a'h? P* + V2a'he? Y/ (aghZ" + ahZ™").  (65b)

n=1
Si en particular z = €("*7) se tiene
PH(elT49)) = 3#(r,0) + 2"(1,0), (66)
donde z* tiene la forma de la solucién para la cuerda bosénica clasica (abierta) en
coordenadas conformes y ap” y ah son operadores; z* son operadores de posicién.

Asimismo, si evaluamos Q*(€'") se encuentra

Q“(eir) =z¥(r,0 =0). (67)
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Consideremos ahora las ligaduras. Clasicamente son

It 2 g . n 2
o [ (e 2]
=% T ie coord. conf.
pero las podemos escribir como
L1 7 1 in(ro) phgilraaly2
= e Daha | e (PA(e"™))%, (69)
-

donde P* es la versién cldsica del campo de Fubini-Veneziano. Como L, = 0 para
todo 7 tenemos

1 1 fr -
| A o pr(gioyy2
" 47 2o hic? /_, i ) L)

Esto nos permite definir los operadores de Virasoro

1 1

L e
" 4m 20/ he?

f_ : do e™: PH(e'?) P, () (71)

donde los puntos (: :) indican que deben tomarse el orden normal. Como T varia
de —7 a 7, z = €' varia desde e~** hasta e'", por lo que la integral en o se puede
cambiar por una integral cerrada en z

1 1 dz "

n= e 2™ B,(2):, :

L 22a,hcgj£2mz PH(2)P,(2) nez (72)
W

con base en esto se definen los operadores generalizados de Virasoro

L= 3(50) }(%f(z):P"(z)Pu(z):, (73)

donde f(z) es cualquier funcién analitica de z con las posibles excepciones z = 0 y
z = co. En particular si f(z) = —2z", con n entero, entonces L= Ly,
Ahora podemos calcular

I i dz S dZ
[Lstg] = 4‘(40(;252&) % 2miz 2mwiz’
da o) (74)

x f(2)g(z")[: PH P (2)e, P* e VB (5 )
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evaluando el conmutador se obtiene
1 1 dz dz'
B tl= 1(43'2?;2(;4_) {f- 2miz 2miz!
oz) e(z')
x f(2)g(2')[: P*(2)Pu(2) P* (') P, (2'):

+ 4. PH2)P¥(2)) : Pu(2) Po(5)): +2,PH(2)PY(2), Pu(2) P (2'))

o e PR P I

271z

o(z) c(z')

PP (), Pul)P(e): 42, PHE) P 2), Pul)Pu(e) )}

[l
(75)
donde la linea inferior indica la contraccién de Dyson-Wick.

Necesitamos calcular
v = v . vy Iy,
PH(Z)P (z’)I = P*(z2)P*(')—: P*(2)P¥(z Ve (76)

Si usamos la forma explicita de P#(z) hallamos, después de un poco de algebra,
que

PE(2)PY(2') = (2d/Ac?)? PP PY 4 2d'he*V2al hic?

o0
X [Z vm(Ptat? 2™ 4 PRpk ol —m)

m=1

oo
+ Z Vn (et P¥z" + aﬁP”z““)] (77)
n=1

(s <] oo
+ (2a'hc?) Z Z vnm (aftat? "™ 4 i

n=1m=I
el g% ¢ aldTem'™y
Se puede formar ahora P*(z)P¥(z'), restando a la relacién anterior su orden
(il G ol

normal. Al hacerlo se encuentra que varios términos se eliminan debido a que son
iguales a sus respectivos érdenes normales. Estos términos son PEPY, Phgty, phgl
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a,T"P", ah P, af{‘“a;", aﬁ.‘a y a,. . Solamente sobrevive el término ana+“
o0 [ ]
PU(2)P*('),=2a'he* Y Y /am (ahap,—: alia:) 27", (78)
n=1 m=1-
Reconocemos en el paréntesis redondo al conmutador [ah,at?] = —An** &, m, por
lo que
e 09 PO
/ v
PHz)PP(Z') = —(2a'he®)hnt Zln(;) : (79)
n=
Usando el resultado del célculo de variable compleja
i n*lee—0  jzl<1
— 2)2?
n=1 n=1 (1 z)
tenemos
Ele)P (), = —~(2a'ﬁc‘3)hn""~——-ii——— sii || < |z); (80)
it e (z—2')? |
con este resultado hallamos
4 PH(z)P*(2'); Pu(2)P,(2'): 42 P(2)P*(2'), Pu(z)P,(2'),
3 2220‘2
= —4(2a' ﬁcz)nﬁ PH(2)P,(2"): +2(20'hc?)?h D(Z_—z,)4 sii || < |2
(81a)
y también
4, PH(2")P¥(2) ; Pu(2')P(2): +2 PA(2') P¥(2), Pu(#) P(2),
_ 20/ Bt )R 2y . PR\ P _22rhzzﬁ2Dﬂ (81b)
_—4((1 C)(z‘—_sz (2)“(2).'{'((1 C) (z'—z)4

sii |z] < ]z'|.

Las restricciones sobre los médulos |z| y |2'| se cumplen eligiendo adecuadamente
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los contornos de integracién, por lo tanto,

= ol f § - 4§k

c(z) (') cfz) e(2')

lzl>12'|  Jz]<]2’]

)
44
G-y | @l

x [: P(2)P(2'): —4(2a'heP)h

202
% 2(2a'hc2)2h2DL] }

=

Hemos escrito simbélicamente ($$—$F6){ ), para indicar § §{ | - $ ¢!

Cambiando el sentido de integracién hallamos

fi-ff=-4(F-4)

e(z)e(z')  elz)e(z!)  o(z) o) c(z')
|z|>]#| lzl<]2’| II<lzl  |2'|> 2|

-$(f+1)-f4

o(z)  elz) <(2') e(z) ()
[#'I<lzl  |2|>]2]

donde se han unido los contornos de integracién, véase la figura 2.

431

Y
f

(), 21> 2|

(A _ (7

a
N, K

(), |z > || (')

FiGuraA 2. Contornos de integracién de la ecuacién (82a).
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Entonces,
11 dzf(z) [ d'g(2)
L1 Lol = 3 immwa P “omia iz [ PP
e(2) T(#) (83)
_ 1y 2 zz' . pB 1. 'hel B2 i
4(2a' ke )ﬁ(z o P¥(z)Py(2): +2(2a'he®)h D(z —

Sabemos que

G(2')dz' = —2mi Res[G(2')).
Iz

El primer término de la integral no tiene polos ni singularidades dentro de I'(2")
por lo que su integral vale cero. Por lo tanto,

dz f(z h niPP(2)Pu(2):  KED g(2')z2'
[Lf’Ld:f 2{r(i) {zaras) (z(')—;)(2 : _'2_(1(—)2')“}"# =
o(z)

Para el segundo término de esta integral tenemos

= ———2[2¢""(2) + 34" (2));

"D 2 KD
Res|~—5~9(<) 5],
=z

(z' — 2)* 12
si se hace f(z) = —2" y g(z) = —2z™ se tiene
dz f(z) D .. &
f( omi R&'[ AP —zf)4] -
c(z)

(85)

wD ., dz pim_1 KD,
= —Wm(m - 1) f %2 = ]—21’1(1’?. - 1)6‘1'__";
e(z)

donde se ha usado

dz __
f-i——_z" - Gri6s con r entero.
by

e(2)
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Para la otra integral se encuentra

dz f( z) 9(z")
2a'ﬁc2j£ 3 8| e il G )]zr=,

dz y
=5 (f) S f(2)26/(2): PH(2)Pu(2): (#6)

h ‘dz .
+ 2 hel %f(z)g(z)lp“(z)zP“(z):
¢(z)

siendo P, = dP,/dz. Si f(z) = —2" y g(z) = —z™ entonces f(2)zg'(z) = me"tm
por lo que la primera integral resulta

?

h dz ;
2o he? f %;f(z)zy (z): P*(2)B,(2):
¢(z)
h dz
=(- 2m)( )2a’hc2 f 2" +m, PR(2)P,(2): = oLy,

2miz
c(z)

(87)

Por otro lado tenemos que si f(z) = —2z" y g(z) = —z™, entonces,
h dz h dz
2a'he? f 2riz F(=)e(2): P#(Z)ZP’( e 2R | 2mi- P )PL(z)

c(z) e(2)

h dz nbm. pu h dz d
T 2dhe $PH(2)Pu(2): = 220:’?‘1c2 271 dz
C(z] c(z)

Z " P (2) Py(2):]

=3 (Qa";icz) f dz( +m)z"™ 1 PA(2)P,(2): = (n 4 m) Lotmh.

¢(z)
(88)
Esto iltimo porque § dz dF(z)/dz =
Con esto tenemos que el conmutador [Ly, Ly,] es

D
[Lny L] = (5 — mYiLagm + nzﬁn(,ﬁ —1)bp-m, n,meZ  (89)

Este conmutador define el dlgebra de Virasoro. Es facil verificar que esta algebra
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es de Lie y no-semisimple. Notemos que se puede escribir en términos de operadores
sin dimensién, definiendo L,, = L, /h.

5. Teoria de campos de cuerdas libres-

5.1. La funcional de campo de la cuerda y ecuaciones invariantes de norma [11]

La analogia entre la mecanica cuantica de una particula puntual y la teoria
del campo se aplica bien a la sutil transicién de la teoria de cuerdas en primera
cuantizacién a la teoria de campo de cuerdas. En mecanica cuantica trabajamos
con

(p* —m?)|) =0, (90)

y en teoria del campo con
(O +m?)e(x) = 0: (91)

trabajando con cuerdas construimos una funcional de campo real, ¢*[z#] = ¢[z¥],
que satisface

(Lo —1)¢[z%] =0, (92)
Log[z*]=0, Vn>1, (93)

5¢[z#) = ZL‘“A“ (94)

donde L, son los operadores de Virasoro. La ecuacién (92) representa las ecuaciones
de movimiento para campos de cuerdas anilogo a la ecuacién de Klein-Gordon en
teoria del campo escalar. La ecuacién (93) representa la condicién de norma y la
ecuacién (94) la transformacién de norma.

Consideremos las ecuaciones (92), (93) y (94) y también el dlgebra de Virasoro
(R =1,

Dn

[Ln, Lm] = (" - m)Ln+m 12

—(n? = 1)bp,~m, (95)

veamos cémo cambian (92) y (93) con (94)

(Lo — 1)¢ — (Lo — 1)(:;5 + +§L_nA“)

n=1
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400
=(Lo—1)¢+ Y L_n(Lo—1+n)A", (96)
n=1
+o0 +oo
Eoih— By (¢ +3 L..,,AP) =Lap+La Yy LpA?, (97)
=1 p=1

el segundo término del miembro derecho de (97) se puede escribir como

400 +o0
LaY LpA? =" L_p(LaA? + (20 + p)A™H?)
p=1 =1
n—1
+ (20 = p)(LpA™™P + (p+ n)A") + 2n(Lo — 1 + n)A™
r=1
Dn oai,
il = 1 —9n2 _ _ n
4 [12 (n?=1)+2n —2n ;(Qn p)(p+n)| A"

(Para n = 1 las sumas E;;ll se reemplazan por cero). Es facil probar que

n—1

%(nz —1)+2n—2n% — Z(?n —plp+n)=
=1

D —26

2_
T n(n® —1).

Por lo tanto, las ecuaciones (92) y (93) cambian con (94) sélo para D = 26 de
la manera siguiente:

(Lo=1)¢ = (Lo—1)¢+ 3 Ln(Lo — 1 +n)A", (98)

n=1

Ln¢ — Lng + Z L_p(LaA? + (2n + p)A™HP)

p=1
n-1
+20(Lo — 14+ n)A" + 3 (0 + p)(La—pA? + (2n — p)A™). (99)
r=1

Si se introducen campos ¢} y S™ cuyas variaciones con A" estin dadas por

#h — ¢h + 6k = ¢ — LaA? — (2n + p)A™HP (100)
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St S 485" =8"— (Lg—1+n)A" (101)

entonces las ecuaciones de movimiento y las condiciones de norma

(Lo—1)$+ ) L_nS"=0, (102)
n=1
00 n—1
Lad+ Y Lpth+ Y (n+p)gh_,+ 208" =0, (103)
r=1 p=1

son invariantes bajo las transformaciones (94), (100) y (101). De (103) se tiene

o0 n—1
5 = o (Iad 4 D Lot t Y+ D))
p=1 r=1

sustituyendo en (102) resulta

n—1

(Lo~ 1)p=3 " s Lon(Ind+ 3 Loyt t S (ntp)dh,) =0, (104)
n=1 p=1 p=1

Esta es la ecuacidn de movimiento invariante de norma para el campo ¢ de la
cuerda.

A partir de las ecuaciones (100) y (101) se prueba facilmente que
8(LnS? + (2n + p)S™*?) = §(Lo — 1 + n + p)¢h.

Puesto que los campos S™ y ¢h estan definidos por sus variaciones, podemos
hacer

L,SP 4+ (2n + p).S'"‘*"‘u =(Lo—1+n+p)eh.

Utilizando ahora la ecuacién (104) se llega a

+o0 p-1
1 1
(Bo =14+ pth = ~3Ta{  Lb+ 3 Loath + 30+ 06}
=1 =1
q ’ (105)
+00 n+p—1
2n+p . \
) o Leobirnt P+ 080y, ),
2(n+p){ +p¢+§ ¢Pntp ; (n+p+9)%nyp q}




Introduccion a la teoria de cuerdas: caso bosénico 487

n,p=1,2,3,..., que son las ecuaciones de movimiento para los campos de Stuec-
kelberg %, (para p = 1 el tercer término del miembro derecho es nulo).

Dado que la evolucién de una cuerda abierta embebida en el espacio-tiempo
D-dimensional de Minkowski est4 dada por

+o0
X*(o)= ) gl cos(no), (106)

n=-—oo0

expandemos la funcional de campo de cuerdas en términos de los coeficientes ¢f de
la ecuacién (106), esto e [12],

+o0 D-1

Hx*(0)] = {¢)+ 3 3 oh(a)ah,

m=1 v=0

+oo D—1 (107)

+ 2 D ehm(a)ahata + o oo{gf)2),

m=1 »=0
n=1 a=0

donde hemos separado el modo cero z* = g5 » ya que éste se interpreta como espacio-
tiempo ordinario D-dimensional. q({gh }129) define la funcional de vacio tal que

oeo({an}i2) = 0, (108)

donde a}'(a;™) son los operadores de aniquilacién (creacién), que en la represen-
tacion de coordenadas g estdn dados por

[ s 8 n
p_ . | _ u
a, =1 Mm (3%,. qul)F (]090)

. Jaod g 8 n
ath = “/271(55;; s ;q#). (1098)

Los operadores de creacién af” producen todos los estados posibles de la cuerda
con amplitudes dadas por go,ﬁ','ﬁ.'.’.(x“). Estos “coeficientes” son campos locales y
representan particulas de masa y espin creciente, cuyas ecuaciones de movimiento
se obtienen de las ecuaciones (102).

Una expansién analoga para los campos ¢, es

¢ = [(#R) + (PR)r 0l + (PR )imaiadn + - Jpo. (110)
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5.2. Ecuaciones de movimiento invariantes de norma para campos puntuales

Tomando la expresién (48) para los L, en términos de los operadores de creacién
y aniquilacién y las ecuaciones (107) y (108), al sustituirlas en la ecuacién de movi-
miento invariante de norma (104), s¢ obtiene una combinacién lineal de los estados
excitados de la forma

[A+ Blaf, + Crafah, + - Jpo = 0, (111)
donde los coeficientes A, B,C,... son funciones de las coordenadas del centro de

cuerda z* (independientes de los operadores a). Puesto que una combinacién lineal
igualada a cero de clementos linealmente independientes implica que cada uno de
los coeficientes son cero, obtenemos

A=0, (112)
B* =0, P ... p=01,...,0-1, (113)
e =0, L= 1320y 5 v =0,1,...,D—1, (114)

etcétera. Explicitamente para los primeros niveles se tiene que

= (D—i)@.:o, (115)

paral = 1;
BY = Oy} — 8*8,¢] =0, (116)

para.l'=2;
= O¢} — 20,5 + —z0(ed) — Zbell - o=, =0, (U7

La ecuacién (115) es la ecuacién de movimiento para el campo que describe
una particula relativista con masa imaginaria (taquién). Su aparicién (en el caso
puramente bosdénico) constituye en principio un problema para la teoria.

Las ecuaciones (116) son las ecuaciones de Maxwell escritas en forma covariante
. . . . . L
en un espacio 26-dimensional si es que asociamos ¢ con el campo A* del electro
magnetismo.
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5.3. Funcional de vacio [12]

La forma explicita de la funcional de vacio para cuerdas bosénicas abiertas la
obtenemos al resolver en el espacio de coordenadas qf las ecuaciones (108). Para
ello proponemos

+oo D-1

eo({ea1a2n) = [T I] (e, (118)

n=1 u=0

sustituyendo las ecuaciones (110a) y (118) en (108) obtenemos

o 8
o= 2 #y — 1
(8 = 5 ) Wity =0 (119)
cuya solucién es
n
Y(gp) = AeXP(Q—Q,Q#qnu)- (120)

donde A es una constante.
Por lo tanto, (5.29) tiene la forma explicita

1 +o0
po({an}iss) = A'exp(55 3 ndd,) (121)
n=1
donde

2 _ ¢ 042 = 2
an = (92" = Y (dh) (122)

i=1

La funcional de vacio para cuerdas abiertas bosénicas es entonces un producto de
infinitas gaussianas en las variables g7, y de infinitas anti-gaussianas en las variables
2 y por lo tanto no es normalizable.
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Abstract. We present an introduction to the classical and quantum
theory of bosonic strings. The discussion is restricted to the free case and
mainly to open strings. The classical part includes a detailed description
of symmetries, units, solutions in conformal gauges and constraints.
Both the Nambu and the Brink et al. actions are described. In the
quantum part the Virasoro algebra is derived. An introduction to the
classical gauge covariant string field theory is presented through the
introduction of Stueckelberg fields, and it is in this context where we
mention the critical dimension (26) for space-time. Finally we briefly
discuss the vacuum functional.



