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Resumen. Se estudian diferentes sistemas de fermiones, caracteri.
zados por su simetría y por el alcance de la interacción involucrada.
Para el estado hase de todos estos sistemas se calcula la energía por
partícula y el momento total del sistema. Se utiliza el modelo de jalea
deformable en la aproximación de partícula independiente. Se analiza
para diferentes valores de la densidad la relación entre el momento total,
e! alcance de la interacción y la energía.

PACS: 05.30.Fk

1. Introducción

el modelo de jalea deformable ha resultado muy útil en la descripción de una gran
variedad de sistemas de fermiones que se presentan en diferentes ramas de la física.
En la física del estado sólido, por ejemplo, la aplicación de este modelo al gas de
electrones ha proporcionado una descripción adecuada de los metales [IJ; en es.te
caso, la interacción es coulomhiana, (alcance infinito). En otras ramas de la física,
como la astrofísica y la física de plasmas (2), se presentan sistemas para los que este
modelo ha sido también muy útil. Para algunos de estos sistemas es conveniente
considerar también otros valores para el alcance de la interacción.

Muchos de los sistemas físicos que se estudian en la literatura, dentro del modelo
de jalea deformable, son sistemas infinitos con algún tipo de simetría traslacional [3].
En la descripción de estos sistemas ba resultado conveniente emplear inicialmente
un modelo de partícula independiente; por este motivo, la búsque<la de la mejor
solución de partícula independiente para gases de fermiones ha sido constante. En
esta dirección, destacan entre las proposiciones más afortunadas las de Overhauser,
conocidas corno ondas de densidad de carga (CDW, del inglés charge-density wa~
ves)[4) y ondas de densidad de espín (SDIV, spin-density waves) [5J, cuya principal
utilidad se ha manifestado en sistemas de la física del estado sólido. En estos casos
se obtiene, a densidades bajas, una importante ganancia en energía con respecto
a las soluciones homogéneas de onda plana (OP). En vista de las ventajas que
presentan estas proposiciones, se ha extendido el "uso de CDW y SDW a otras ramas
de la física (6J. Es importante mencionar que a partir del punto de transición, donde
estas ondas de densidad de carga son más favorables energéticamente, se obtiene un
valor del momento total <Ielsistema distinto de cero (4).
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Con respecto a la simetría es bien conocido que las CD\\' producen, para densi-
dades bajas, lIna distribución de partículas conocida como lámina corrugada [7]. En
esta situación, existe una dirección característica a lo largo de la cual las partículas
se encuentran localizadas, y es a lo largo de esta misma dirección donde se obtiene
el momento lineal tolal P distinto de cero. Los sistemas físicos con esta simetría
especifica se pueden describir con las ondas de densidad de carga propueslas por
Overhauser.

Existen muchos otros sistemas con diferente simetría, que corresponden a siste-
mas físicos de interés. Como ejemplo, podemos mencionar los sistemas que tienen
simetría traslacional en dos o tres direcciones perpendiculares [8]. Cuando se propo-
nen soluciones para estos sistemas que son generalizaciones de las anteriores CD\\',
se espera que también P sea diferente de cero a lo largo de cada eje de simetría.

Por otra parte, debemos mencionar que en las diferentes descripciones que se
presentan en la literatllfa para gases de fcrmiones, los términos de los correspondien-
tes hamiltonianos varían drásticamente al cambiar la densidad de partículas, y por
lo tanto, puede esperarse que el comportamiento de los sisten'las también cambie.
Por este motivo, se han empleado diferentes métodos de trabajo para densidades
altas (9), para densidades bajas {lO) Yha resultado especialmente complicado des-
cribir la zona de mayor int.cr(!S,que corresponde a densidades intermedias, donde se
suele interpolar los resultados de las zonas de densidades altas y bajas {ll]. Se han
desarrollado diversos métodos para abordar la descripción de estos sistemas [12).en
particula~, se ha elaborado un método 1I3J con el que es posible obtener resultados
que describen en forma sistemática y continua sistemas infinitos de fermiones, inclu-
yendo desde densidades muy altas hasta densidades extremadamente bajas. Dicho
método será el que emplearemos en este trabajo.

Abordaremos la descripción dc estos sistemas de fermiones con el modelo (le
jalea deformable. Caracterizaremos cada uno de los sistemas por su simetría tras-
lacional y por el alcance de la interacción. Trabajaremos con interacciones tipo
coulombiano apantallado. Variaremos el alcance de la interacción empezando con
interacciones de alcance infinito, correspondientes a las interacciones coulombianas
puras y por medio de un parámetro de apantallamiento, reduciremos dicho alcance
hasta que llegue a ser menor que la distancia entre partículas, situación que podría
representarse también por medio de una interacción delta. En esta forma se obtienen
resultados para sistemas cualitativamente diferentes.

Con respecto a la simetría traslacional, analizaremos fundamentalmente tres
conjuntos diferentes de sistemas. Describiremos, en primer lugar, sistemas cuya
densidad de partículas es homogénea en general y tínicamcnte a lo largo de una
dirección especifica puedcll presentar una distribución o localización periódica de
las partículas y un momento total diferente de cero. Estos sistemas son los que
aparecen más frecuentemente en la literatura [4] cuando se trabaja con ondas de
densidad de carga; en particular, son los analizados inicialmente por Overhauser
cuando intro(lucc las CDW. En segun<loIlIgar, abordan'mos la descripción de siste-
mas en los que la distribución periódica y el momento P f. O se pueden presentar
a lo largo (le dos direcciones perpendiculares. Finalmente, analizaremos sistemas
en los (llIe la localización es posible a lo largo de tres ejes perpendiculares. Todas
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estas opciones son importantes por ser, como ya mencionamos, representaciones de
diferentes sistemas físicos de interés.

2. Teoría

En forma general, podernos caracterizar un sistema infinito oe fermiones, su-
mergi<lo en un fondo que lo neutraliza, por el siguiente hamiltolliano

donde T corresponde ala energía cinética de las partículas, ~p a la interacción entre
partículas, Vfp a la interacción cntre el fondo y las partículas y V/fa la interacción
del fondo consigo mismo. La forma de la interacción es igual en todos los términos
del potencial y aquí se ha, empleado una interacción de la forma

donde JI es el factor de pantalla.

Al introducir el modclo de jalea deformable, podemos hacer liSO de un teo-
rema [14) qlle optimiza la energía del estado base con respecto a la densidad del
fondo. Cuando se trabaja con un modelo de partícula independiente, este teorema
implica que la energía del estado base se reduce exclusivamente a los términos
correspondielltes a la energía cinética de las partículas y al término de intercambio.
Esto físicamente corresponde a que la densidad del fondo es igual a la densidad
de partículas, obteniéndose en esta forllla neutralidad local, situación que es más
adecuada C'IJergéticamentc. Por lo tallto la energía estará dada por

IV 1 N

E = I:(9;j'fI <¡I,)- 'i I: (<¡I,9)IV(lr - r'1)19)9;).
i=1 - l¥j=l

Para efectual' los diodos específicos propollcmos COTIIO fUllciones de estado (k•..
sarrollos en térmillos de "ases de fUllciollCSperiódicas. i\'os interesan fUIIciOlH'spara
las que P es diferente de C(~ro,a fin de> poder analizar la relación ('litre los valores de
P y los correspondicllt('s valores de Ji y de la energía; por otra part<" será posible
comparar COIIotros resultados (lllC se presentan en la literatura.

ProPOIl(,TllOSorbitales d(' la forma
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N
<h"dr) = x},eik-r L GneiqO(tH}.

n

Las ecuaciones de Hartree-Fock correspondientes, con la condición de ortonor-
malización de los espín-orbitales, nos sirven para determinar en forma autoconsis-
tente los coeficientes Gil y el parámetro qoi como puede observarse, estas funciones
corresponden a desarrollos en una base de ondas planas, N nos indica dónde se
corta el desarrollo y n = e¡n¡ + ejnj + eknk.

Con el propósito de tomar en cuenta las diferentes simetrías traslacionales de
interés, consideramos las siguientes posibilidades para el vector n:

a) n = e¡n¡ permitirá la corrugación en una soja dirección. Incluye como caso
particular para n = 1 las en\\' de Overhauser.

b) n = e.ni + ej71j permitirá corrugación o localización de partículas a lo largo
de dos direcciones perpendiculares.

e) n = eini + ejnj + eknk puede producir localización a lo largo de tres ejes
perpendiculares, situación que asemeja la estructura de algunos cristales.

Las ecuaciones de lIartrce-Fock que se resolvieron son

L [(lllkIlTI1l3kl)- LL(lllkl'll,k,IVI1l4k2'1l3kl)C~,C~.] C., = 'n,Cn,.
113 11'2 04

3. Resultados y Conclusiones

Las funciones de estado y la energía del estado base por partícula se determina-
ron en forma auto consistente. Se calculó el momento total del sistema para sistemas
con diferente simetría traslacional, en términos de la distancia entre partículas,
considerando también diferentes valores del parámetro de apantallamiento J1.

En todos los casos, las bases en términos de ondas planas resultaron apropiadas,
ya que los desarrollos son altamente convergentes. Por este motivo, es posible cortar
dichos desarrollos y quedarse con un número relativamente reducido de términos.
Este número cambia dependiendo de la simetría del sistema, pero es independiente
del alcance. Consideramos que se obtiene buena convergencia cuando la diferencia
en energía con el siguiente término del desarrollo es menor de 10-6•

Para todas las simetrías analizadas y para todos los alcances considerados, se
obtiene que a densidades bajas estos sistemas cristalizan, mientras que para va-
lores pequeños de la distancia entre partículas, r.!, se obtiene siempre densidad
homogénea.

Es muy importante recalcar que el comportamiento cualitativo de todos estos
sistemas es semejante y está de acuerdo con la proposición de cristalización de
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\Vigner. Aún en los casos en que el parámetro de apantallamiento es muy grande,
es decir, al'm para interacciones de corto alcance, se presenta localización o cris-
talización de partículas a densidades suficientemente bajas. En todos los casos el
sistema es energéticamente más estable cuando el parámetro de apantallamiento se
hace cero, es decir para interacciones coulombianas puras.

Obtenemos otro resultado general para el momento lineal total P. En la zona
en que se ohtienen densidades homogéneas, cuando las soluciones autoconsistentes
son ondas planas, el momento lineal total es igual a cero; sin embargo, en la zona
donde se ohtiene localización de partículas, el momento es diferente de cero a lo
largo de las direcciones de localización. Este rcsulta(lo coincide con lo obtenido con
las ondas de densidad de carga de Overhauscr [4]. El valor del momento varía con
la distancia entre partículas, alcanzando su máximo en la zona de densidades muy
bajas, pero para valores de la distancia entre partícula..<;diferente de las energé-
tinulIentc rmls adecuada..<;.La simetría del sistema también influye en el valor de
P, obtelliclldose los valores mayorf_'Spara sistemas localizados a lo largo de tres
direcciolles perpendiculares.

Los resultados específicos se presentan en las siguientes gráficas y tablas. Uno
de lIuestros objetivos es detcrminar la zona donde las funciones aquí propuestas
son cnerg¿.ticamente más adecuadas que las soluciones de onda plana, y cuál es la
relación ent re la ganancia en energía y el momento total del sistema. En todos los
casos calculamos la.diferencia en energía por partícula entre las funciones periódicas
ohtenidas autoconsistentemente y las soluciones de onda plana. Esta diferencia de
energía la graficamos contra el parámetro TJ, que mide la distancia entre partícu-
las en unidades de radios de Bohr. Este parárncntro caracterizará la densidad del
sistema. En todos los casos el parámetro de apantallamiento 1', que presentarnos en
unidades de 2k¡, lo varialllos de O al, cuhriendo en esta forma desde interacciones
de alcance infinito hasta interacciones de muy corto alcance.

En la Fig. 1 se presenta el comportamiento de la energía por partícula del
cstado base, para funciones que presentan corrugación a lo largo de una dirección.
El valor dc "J, a partir del cual se inicia la localización varía con el parámetro
de apantallamiento, corricndo la zona de cristalización hacia valores menores de la
densidad conforme l' crccc. Para It = O se inicia la localización en TJ = 64 yel valor
correspondiente de T,' se incrementa hasta llegar a T., = 156 para l' = 1. Se alcanzó
convcrgencia cn la energía para N = 7, es decir el desarrollo consta de 8 términos.

En la Fig. 2 se muestra la cnergía por partícula del estado base, para fUllciones
que pres(~ntaTlcorrugación a lo largo de 2 direcciones perpendiculares. Estas fun-
ciones son energéticaIJH'llte mcjores que las mostradas en la Fig. 1, sin embargo a
pesar de la diferencia en simet ría de estos sistemas, el comportamiento cualitativo
es análogo, en este caso clnlímero de términos empit'a<!oes 16, ya que el desarrollo
se cortó en N = 3.

En la Fig. :3 se pr{~('ntan los resultados correspondientes a funciones de estado
que permiten la. localización a lo largo de tres ejes perpendiculares. Estos sistemas
presentan una configuración semejante a los de algunos cristales con estructura
cúbica simple. El comportamiento cualitativo sigue siendo el mismo de las figuras 1
y 2, sin emhargo, la gani'lll<"Íaen energía es muy importante. El número de términos
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/'(0.-) P(" = O) 1'(" = .5) /'(" = 1)

0.0001 0.OO02i 0.0 0.0

0.0018 0.0021 0.00052 0.0

o.ooln 0.002n6 0.00155 0.0

0.0016 0.00287 0.00170 0.0

0.0011 0.00276 0.00168 0.00092

0.0013 0.00256 0.00202 0.00123

0.0010 0.00227 0.00188 0.00127

0.0008 0.00210 0.00175 0.00125

Valores del rnOIll("nto P, como fllnción de la densidad rOl corrC'Spondientes a las CDW de
Overh"uS('r )' a las fUl\ciollcS periódicas de este trah"jo, que localizan a las partículas
en una sola d¡rl~c~ióll.

r.

6.""1
100
1!')O

200
2:;0
300
~OO
500

TAHI.A 1.

r "'

-"~~ r" ,;:;
<l

'""
r -,
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FIGURA l. Energía por parl ÍC'ula ('1\ HydlH'rgs para funcioncs que prescntan corrugación a lo largo
de \Ina dir('crión, 1'!1 t(;rlllinos dcl parámetro r1, en radios de Bohr.

empleados en el desarrollo fuf' de 2i, ya que se alcanzó buena convergencia con
N =2.

En la rig. " se IH('S('11taun f('Slll1Wnde los result,aoos anteriores. Empicamos
una sola escala a fin d(' hilcer 1111 all~lisis cuantitativo. Observamos que los mejores
resultados para la elH'rgía se obtienen para las fUllciolH.,'sde la Fig. :1, siendo la
diferencia con las de las Figs. I y 2 de un orden de magnitud. Por otra parle,
es importante ohs(:rvar <¡ue el valor de r.1 que indica el inicio de la localización
coincide para los tres tipos de funciones en el c:a.e;¡o1I == 0, mientra.<; que el valor
correspondiente de r.~es (Iifcrcllte para otros valores de ,1. Para estos otros casos
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Valores de una componente del momento Pi, como función de la distancia entre
partículas, para las funciones que cristalizan en dos direcciOlH's perpendiculares.

r.

100
120
160
200

250
300
,100

.500

TABl.A 11.

P¡(JI = O)
0.00:180
0.00:105
0.00103

0.00382

0.00319
0.0035
0.0031
0.0027

1'.(" = .5)
0.00153
0.0015:~
0.0031
000311

0.0030
0.0028
0.0021
0.0021

P;(" = 1)

0.0
0.0
0.0008

0.0017
0.0020

0.0021
0.0012
0.0018

.,

60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 r,, --=:::::::' .
~

. .
'\2
w<l,

fiGURA 2. Energía por partícula, corno función del parámetro r •. Estos resultados corresponden
a la fUllción quc pres(,llta corrupción en dos direcciones perpendiculares.

las funciones de estado COIl un eje característico son las que inician al final su
localizi\ción, mient.ras que las fUllciones que lo('alizan partículas a lo largo de tres
ejes cristalizan para dCllsi<!ll<!es más altas.

En la Tabla 1 se I11I1('st.ranlos valorcs del momento P, corno función de la
densidad oc part.íclllas, para la fUllciónreportaoa en la Fig. 1 considerando diferentes
valores del pétrárnctro Ji y para las (melas de densidad de carga de Ovcrhauser con
Jl = O. Con cstétS funciolles es Clpreciable el valor de P a partir de rj = 65 para
Jl = O tanto para las cll1plt'adas en cste trabajo corno para las tipo Overhauserj a
partir de rs = 91 paraJt = 0.5 Yde rj = 160 para Ji = 1. El máximo valor de P se
obtiellc pilra las t.ipo On'rhallser en r .•= 130 Ypara las de este trabajo en rj = 150
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r.

65
70

100
120

160
200
250
300
400

500

'fAti"A 111.

p.(,_ =0) 1', (JI = .5) p.(p = 1)

0.0032'1 0,0 0.0
0.00509 0.0 0.0
0.00516 0.00372 0,0
0.00492 0.00406 00
0.00126 0.00383 0,00266

0.00368 0.00341 0.00276

0.00312 0.00295 0.00256
0.00270 0.00258 0.0023
0.00211 0.00205 0.0019
0.00174 0.00169 0.0016

Valor('s del momento Pi, a lo largo de \lna df' las direcciones de cristalización co-
rrespon<!if'nles a las solucione!! q"(, pr{"S('ntan localización a lo largo de tres ejes
perpend icularl'S.

~08

Q

~"[
"

,.."0 ,

FIGURA 3. Energía por partícula, para funciones que presentan locaiización a lo largo de 3 direc-
ciones. F.I parámetro rs está en radio.c;de Bahr.

(para l' = O); r, = 230 (" = 0,5) Y r, = 390 (" = 1), La mejor energía se obtiene
para las tipo Ovcrhauser en T~ = 200 Y es igual a ó.E = 1.37 x 10-\ en este trabajo
se obtuvo en r, = 240 (" = O)con t>E = 2,39 x 10-'; en r, = 350 (1' = 0,5) con
t>E = 1.92 x 10-' yen r, = 620 (" = 1) con t>E = 4,37 x 10-5.

En la tabla 2 se presentan los valores de una componente del momento PI
correspondientes a la función de la Fig. 2. Podernos considerar que Pi es distinto
de cero a partir de T~ = 64 para JI = 01 T~ = 100 para JI = 0.5 Y T~ = 160 para
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FIGURA 4. Comparación de las energías para las diferentes simetrías consideradas. El parametro
r, está en radios de Dohr.

l' = 1. El máximo valor de P se obtiene en r, = 140 (" = O), r, = 200 (" = 0.5) Y
rj = 370 (p ;:; 1). En este caso, los mejores valores para la energía alcanzados son
tJ.E = 7.32 x 10-4 en r, = 180 (1' = O), tJ.E = 4.21 x 10-4 en r, = 320 (" = 0.5) Y
tJ.E = 1.77 x 10-4 en r, = 520 (" = 1).

En la ta bla 3 se presentan los valores del momento Pi, correspondientes a cual-
quiera de las tres direcciones de cristalización, para las funciones de la Fig. 3. Los
valores de Pi son apreciables a partir de Tj = 64 para Jl = O, Tj = 100 para p = 0.5
Y rj = 160 para ¡.t = 1. Los correspondientes valores máximos de Pi se obtienen
para r, = 100 (" = O), r, = 120 (" = 0.5) Y r, = 180 (" = 1). En este caso la
máxima ganancia en energía. que se obtiene es ó.E = 1.52 x 10-3 para Tj = 160
(" = O); tJ.E = 8.9 x 10-4 para r, = 220 (" = 0.5) Y finalmente tJ.E = 3.89 x 10-4
para r, = 340 (" = 1).

Puede observarse que, a pesar de que el momento es distinto de cero a partir
del punto de transición, entre densidad homogénea y localización de las partículas,
se obtiene un valor apreciable para densidades menores y éste va aumentando hasta
alcanzar un máximo que siempre se presenta para valort..'Sde r j menores que' los
valores de r j correspondientes a la máxima ganancia de energía.

También podemos observar que para las tres simetrías estudiadas, el valor de
P disminuye cuando se reduce el alcance de la interacción, obteniéndose los valores
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menores para 11. ;:: 1. Por otra parte, se muestra en las gráficas que la ganancia ('TI
energía tambit"1I di:;milluye al incn'llwntar el valor de p.

Finalmcnte, se obtuvo que los valores correspondientes de P, son mayores con-
forme allTllentamos el ntÍmero de ejes a lo largo de los cuales se localizan las
partÍC'ulas. Se obtienc 1) = O para sistemas homogénC'Os y el valor de P va crccicndo
al incorporar la localización en una, dos y tres direniolles. El \'alor mayor de P
se obtiene para la...• funciones que localizan a las partículas a lo largo de tres ejes
perpendiculares, (on IIna dCllsidad que corresponde a t.s = 100 Y para interacción
coulomhiana pura, con akall«~ infinito.

Se ha clllpleado \l11método .sistemático para analizar gascs d(~ ferrniollcs dentro
dclmod<'1o de jalea deformable, ell la aproximación de partícula independiente. Ni
la simetría ni el alcalice de la interacción, modifican el comportamiento cualitativo
de todos estos sistemas, ol>tenióndose la cristalización de \Vigner en forma natural
en todos los casos t'stlldiéHlos. Con la hase aquí ('studi¡ula, exist.e un compromiso
entre el valor d(' P Y la ganancia cn <'l1crgía, de mancra que el sist.ema más estable
energét.icatll(,lIte tj('tU' ¡-¡soci¡-¡do uu valor de P distinto de (('ro. Por otra partl', si
se desea quc el valor de P sea dcsprc('iable, tcndremos que considerar funciones de
cstado cuya ganancia ('n cncrgí¡-¡ 110 ~ea la óptima_ Todas las soluciones obtenidas
resultan energéticallH'lltf' más adecuadas que las soluciones que producen densidad
homogénea, a partir de \In valor detcrmin¡-¡do de la densida<l; dicho valor depende
de las característi('as de simetría del sistema y del alcance de la interacción. Las
solucioncs energéticanl('nte más favorables son las que producen localización a. lo
largo de tres ejes perpendiculares y cuando el alcance de la interacción es infinito.

Los cálculos 1H1Il}(~ricossc efectuaron en un sistema Bllnoughs- ¡SaO de la Di-
rección General de S<'n-icios de Cómputo ..\('(~déll1ico dc la. Ui\:\~1.
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Abstract. \Ve consider diffcrent f('rrnion systelOs in the deformable
jellium. AH the systems are charactcriz('d hy ils translational syrnmctry
and the range of the particle.partidc illtl'r<ictioll. Thc l70und state
energy per particle is seU-consistently cvaluah''¡ for systl'lOS with sl.ort,
intcrrnc":iatl' and long range interactions, in tcrms of tll(' dcnsity para-
meter r •. The total rnomcntuOl is also ('\'alllal('(1. Finally. lhe rclation
betwecn the encrgy, the total morncntllm, and tlle range of the int('rac-
tion is analyzcd.


