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Resumen. Se presenta 1111 expcrilll(,lIto sobrc el doblamiento mccánico
de placas delgadas circulaf('s de vidrio para obt('ner superficies ópticas.
En primer lugar se da un análisis tl'Óriro del doblamiento de placas de
espesor uniforme (planas), y de esp<,sor 1\0 uniforme (cóncavas) usando
la teoría de placas circlllarf's. Se nlllf'stra UI1 dispositivo que se cons-
truyó para aplicar los 1ll01ll<'lltos ci(' doblamiento. Por otra parte, se
presentan las prueba. •• int('l"f{'rollH~triras de las placas antes y durante el
doblamiento. Tambiéu se dt'l{'rlllin,1I1 los momentos aplicados en cada
caso.

PACS: 42.85.-x; 42.78.Fi

1. Introducción

El trabajo tcórico-experimental que ahora pl'C'Senl.arC'mos corresponde a una primera
etapa de un desarrollo que podrá culminar COII la illlp1clllC'ntacién de una técnica
para ser usada en el Taller Optico, COII la cllal se puC'<!a tallar una sección fuera de
eje de alguna superficie asférica en general. En este sentido, el método a seguir en
la parte tcórica es el de los esfuerzos, propllC'Sto por .J. Luhliner y J.E. Nclsoll [1]'
y en el aspecto experimental se aplicará el IlI('C;WiSIlIO sugerido por Andronov, el
al. [2).

2. Doblamiento simétrico de placas circulares

De la teoría dc placas delgadas, sabemos (1Ilt' si los dohlarnientos sobre ulla placa son
peqtwilOs en comparación con su espesor, <'lit011 ('"('sse puede desarrollar una teoría
satisfactoria para el doblamiento de refercncia [:1]. Para el caso de una placa circular
d(' espesor constante h (Fig. 1) doblada por ITlOIlWlltos ~IIque están uniformemente
distribllíclos a lo largo de su borde, los 1ll01l]('1I1osortogonales ell un punto dentro
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FIGURA l. Placa de espesor constante sometida i\ presiones laterales.

del material y la deflexión tU de ese mismo punto, se expresan como [:3],

(
d2w 1 dW)¡\Ir = -f) --? + v-- ,dr- T dr

. (ldW d
2w)M,=-f) --+v- ,

T tI,. dr2.

(1 )

(2)

en donde T es la distancia radial, v es la razón de Poisson del material y D está
dada por la expresión

[) = Eh'
12(1 - v2)'

(3)

donde E es el módulo de Young y h es el espesor constante.
La ecuación para el doblamiento w(r), se obtiene al considerar la suma de los

momentos para la ecuación de equilibrio de un elemento de volumen dentro del
material. Esta ecuación de equilibrio queda expresada como

dMrM, + --r - M, = O.
dr

(4 )
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Sustituyendo en esta ecuación los valores de M, y M, expresados en (1) y (2),
resp~ctivamente, nos permite encontrar la ecuación

(5 )

Para resolver la C'Cuación(5), se reali:lan las integraciones correspondientes hasta
obtener

dw C,1' C2-=--+-,
d1' 2 l'

y

1'2

w(r) = C'"4 + C21n l' + C3,

donde CI, C2 y Ca son las constantes de integración.
Snstituyendo el valor de w(1')dado por la Ec. (7) en la Ec. (1) se obtiene

[
CI C2 ]M, = -D 2(1+ v) - -;:z(1 - v) .

(6)

(7)

(8)

Las constantes CI. C2 y C3 se encuentran aplicando las siguientes condiciones a
la frontera. Como la pendiente de la deflexión para el centro (r = O)debe ser cero, de
la Ec. (6) se obtiene C2 = O.En la orilla (r = a) el momento de doblamiento Alr. es
igual al momento aplicado M,; empleando la Ec. (8), se obtiene C, = -2M¡f[D(1 +
v)]. Por último, como el doblamiento en la orilla debe ser cero, con la Ec. (7) resulta
que C3 = 2i\fla21!4D( 1+v)]. Conocidos los valores de las constantes de integración,
se obtiene finalmente que el dohlamienlo puede ser expresado como

.MI 2 i\11a2
w(1')=-----1' +----

2D(1 + v) 2D(1 + v)

= ¡\11 2 2
2D(1 + v)(1' - a),

(9 )

En esta forma poclemos decir que para la situación mostrada en la Fig. 1, en
general, la función de deflcxión w(r), dada por la Ec. (9), corresponderá a una
superficie parahólica; esto dentro de los límites de elasticidad del material.

3. Doblamiento de placas de espesor no uniforme

Para el caso especial donde el espesor h de la placa aumenta al alejarnos de su
centro, como se muestra en la Fig. 2, la cantidad D dada por la Ec. (3) no es ya una



52 G. Caowcho el al.

)1a.

""C ----tP-~¡-==1~'JMo

i(

FIGUItA 2. Placa ptano-c611c<\\"a sOllwtida a pr('~iOlI(,S lalera!C'S"

o
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FIGURA 3. Superficie esférica flexionada para O!Jtf'llf'r ulJa sllperfici(' parah6lica.

conslanle, y la ecuación diferencial que df'iw salisfacer la 1H'lldic'nte (\l.1 <lobla-
dw

mienlo, <P = --, es [:3]
dr

d (d<P <P) dD (d<P <P)f)- - + - + - - + v- = O.
dr dr,. d,. d" l'

( 10)

La solución de esta ecuación Je ~it'glllldo OI"Cicll,se fi\c¡lita 1"("t's<Tibit~lIdolaell la forma
adimcllsional

d',¡,
-d'+.T (~ + dlllY") d'¡' _ (~_ ::dllly:l),¡, = O,

T d.r d.r .r- x (h
(11 )

en la cual l' = ,./a. y "/ho. donde (1 ('~ ('1 radio dc la placa y !Io es el espesor
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en su centro. Proponiendo una variación exponcncial del espesor que es útil para la
represcntación suficientemente precisa de muchos casos prácticos, entonccs

,,'
y=c 6"", ( 12)

donde ¡3 es una constante a determinar en cada caso. De esta forma la Ec. (lO) se
reduce a

d',p (1 )d,p (1 )
-? + - - ¡3x - - -, + v¡3 ,p = O.dx~ x dx.r~

La :mlucióll accptabl{~ para, <p es de la forma

( )
[ L

oo 13"(1 +v)(:3+v) ... (211-1 +v) '"+1]
<1> x = al :r + ---~--------cx .

,,=1 (2)(.1)(.1)(6) ... (211)(211+ 2) ,

COIllO .r = ,./a, la Ec. (l.la) illlt.."tle r('cscri!>irse de la manera siguiente

()
al L~(i"(I+v)(3+v) ... (21/-I+v)"'"+19 l' = -7' + al -------- ~ .
a ,,=1 (2)(4)(1)(6) ... (21/)(21/ + 2) a',,+1

( 13)

(14a)

( 14b)

Integrando esta función se obtiene la ('xpr<~siólI para el doblamiento igual a

al, ~ 13"(1 + v)(:3 + ,,) ... (21/ - 1 + ,,) ,.'''+' e
w(,') = - 2a" - al L (2)(1)(4)(6) ... (211)(211+ 2)' a',,+1 - ,

TI=1
(15)

donde e es la constante de integración cuyo valor S(~ohti(~llcconsiderando las con-
diciones a la frontera lV(r)I"='1 = O; .\/1'lr=<I = J/o. Olltelli(~lIdosc finalmente para el
doblamiento

al, ,~ 13"(1 + ,,)(3+,,) ... (211-1 +v)r'''+'
w(,') = - 2a" - al L (2)( 1)(1)(6) ... (211)(21/+ 2)' a',,+1

11=1

a,a Loo 13"(1 + ,,)(:1 + 1')'" (21/ - 1 + v)
- (l (J

+ 2 + I (2)(.1)(1)(6) ... (21/)(211+ 2)' '
11=1

( 16)

que es en primera aproximación ulla superficie parahólica. En esta tÍltima fórmula,
\lila constante por determinar (~sal' Para ('sto r('cunimos a la geometría de la Fig. 3.
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FIGURA 4. Dispositivo experimental para realizar el doblamiento de placas de vidrio circulares.

De la..••expresiones para las sagita..<;de la csfrra : y la parábola }{. se obtiene
otra expresión para la dcflexión, que es

,
w(r) = -;p + VII' -,.' -11'(0)- VII' _a', ( 17)

en la cual p es el radio de curvatura paraxial de la parábola, y los dos últimos
términos son constantes. Si desarrollamos ('1~i('gtlnclotérmino de (17) y reagrupa-
mos, entonces podernos comparar esta llueva expresión para w(r) con aquella de la
Ee. (16) y obtener

( 18)

Con esto queJa determinada la función de denexión, ya que hemos considerado
al parámetro al corno una constante pr('lietcrminacla que depende de la curvatura
original de la placa.

4. Construcción del dispositivo para el doblamiento de placas circulares

Siguiendo la idea de V.P. Androllov el al. [2], s(~diseílo y construyó el dispositivo
mostrado en la Fig. 4. Este consiste de una hase plana circular, con un hueco
concéntrico en el que entra la placa de vidrio <¡uc se va a doblar; sobre la base
hay una pared a través de la cual se deslizan lomillos que empujan a los brazos
que presionan la placa. El diámetro del (Iispositivo es de 157 mm y los materiales
empleados son acero comercial y aluminio. El hueco interior se maquinó de manera
que pudieran introducirse placas de vidrio de 80 mm de diámetro.
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FIGURA ,'l. lnterferograma de ulla superficie ell proceso partl. obteller un plano óptico.

FIGURA 6. Interferograllltl. de una superficie cÓllcavaobtenida por presiones mecánicas.

5. Doblamiento de un plano óptico

Para realizar el trabajo experimental, en primer lllgar, se pulió una superficie óptica
plana de espesor 6.6:~mm con una plailicidad de 1.5 A, cuya prueba en el inter.
ferómetro de Fizeau se muestra en la Fig. 5. El camhio que sufre este patrón de
interferencia, cuando la placa está sometida al doblamiento, se muestra en la Fig. 6.
A partir de este interferograma, se midieron los radios de los anillos de interfe.
rencia y se realizó un ajuste de mínimos cuadrados sohrc ellos hasta encontrar la
paraboloide de revolución que mejor lo~ predijo. Considerando que la superficie de
refcrencia usada (plano) para obtener el piltrón dp int.erfercncia 110 está en contacto
con el vértice del paraholoide, fue 1H'("('sarioobt(,ll('r tant.o el estimador del radio de
curvatura paraxial ('11 el a.justc~a.sícomo la distancia más ("arta entre el vértice y el
plano (esta ,íltima. 110es, evidcntem(,l1tt\ una caract.('ríst.ica.de la superficie). Después
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de realizar el ajuste de mínimos cuadrados, 110 lineal, se obtuvo tanto el estimador
del radio de cun'atura paraxial como S1I correspondiente contorno aproximado de
confianza cn un cocficiente del 95%. El estimador resultó ser Tn = 69.64 :i: 4.4 1 m,
Con este valor se calculó el momento de dohlamiento, a partir de la fórmula

M, =
D(I+v)

r"
( 19)

que se obticnc dc la definición de la curvatura -l. = -~ para el caso llucstro,
donde la deflexión w está dada por la Ec. (9r." El rC'Sultado adquiere el valor
M, = 2S.0il :!: LiS Nl.

Dado que estamos dentro de los límites de elasticidad del material, al reIllO\'er
las presiones sobre la placa, éste recobra Sil forllla origitl<ti re'presentada por la Fig .. 5,
Posteriormente, se trató de aumentar las presiollC's, para oh tener una superficie con
mayor concavidad, lo cual se manifestaba ('n el incremento del mí mero de anillos
de interferencia, pero el material ticnde a fracturarse. Aquí cabe mencionar qlle
estabamos empicando vidrio de vcntalla; los valol"C's de las constantes elásticas J)
y IJ empleados, corresponden al promedio de \'alor('s que nos dan las tablas !-11 de
algunos materiales isotrópicos.

6. Doblamiento de una superficie cóncava

Para estudiar el doblamiento de una placa de espesor no uniforme, se pulió \lila
placa plano-cóncava de radio de curvatllfa II = 91 ..1 :i: .1 cm, cuya prueha de Hon-
chi [5] se observa en la Fig. 7. Como se vc en el patrón, se trata de una superr1cie
cóncava esférica COIl los bordes ligeranwlltc caídos. El doblamiento de esta sllpcrricie
inicialmente esférica, produce el patrón mostrado ('11 la Fig, 8, que corr('spond(. a
una superficie parabólica dada las cun'al mas (Ir, las franjas. El \'alor de /l de la
esfera cambió a un radio de curvatura paraxial eI(' la parábola de p = 90.6:i:.1 CIn.

Para calcular el momento de dohl;"llif'llto .\ln. es IH'("('sario recordar que en este
caso J/o es el valor del momento radial .\lr(,.) evalllado en a. Es decir, ,\lo = Mr(aL
en doude Mr está dado por la Ec. (1), y ('11 la cual la función de denexión w
corresponde a aquélla dc la Ec. (16). Para calClllar ¡\/o, se tllvieron que dderminar
previamente tanto la constante al, por lIH'dio d(~ la Ec. (IS), en donde a = 4.0 nn,
p = 90.6, Y H = Y1.5 cm, así como la ('(lnsl ;lIlt(' ¡i de la Ec. (12). Para el cálculo li('

{3 Y dado que se conocían ho, a, y d raelio ele la Cllfvatura, se tahuló el logaritmo
natural de y contra x2, y por un ajllstt' d" mínimos cuadrados sc obtuvo el valor
de {3= 0.757"(4:16. Finalmente, el valor fh' .\10 fll(' ele 20.01 Nl. Para este caso los
valores de D y JI empleados fu<.'roIl igual qlle los de la sección 5, a pesar de que en
este caso se usó vidrio óptico. Pero de hedu) los valores de [) y IJ para los dos vidrios
varían muy poco. También durante este expcrillH'lllo, el vidrio tenJía a fracturarse
al aumentar las presiones sobre él.
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FJGult,\ 7. HOllChi~r¡¡lll;¡ tk lIua SIIIH'rficie cllasi t."f,~rica fOil h oril", ligt'ralll('lltt' defor1llada.

Fl(iUlU 8. HOllchigralllil dt' la sllpcr/ici(' mostrada ('11 la ¡:ig. 7, pero sometida. a. presiones mecá-
nica." para producir llllil superficie parahólica.

7. Conclusiones

Hevisando la literatura sobre este campo se encont.raron los trabajos teóricos ya
mencionados, y el arreglo ('xperinH'Jltal para ddorlllñr las partes ópticas [2]. Sin
embargo, no existía una relación entre los dos Pllllt os de vist.a; de ahí que fue una
de nuestras primeras intenciones r('(lli",ar !¡¡s lahorcs que fl]('roll aquí presentadas.

Siguiendo mas bien la líllea de la Ud. (:q, s(' obtuvieron las ÍórmulaB para los
cálculos teóricos. En hase a ellas se !Jici('ron los c<i1clllos dc los 1ll0lllelltos .'\10, em-
pleando los datos experimcnt.ales q1lf' se obt.uvieron al sotllckr las placas a prcsión.
Desafortunadamcnte, la llledicióII CXIH'rirll('llt.al d(' .l/o !la sc pudo rcalizar, pues el
torquímet.ro que tenemos no akanza a JrH'dir ('s1(' rango de fuerzas. Sill cmhargo, el
trabajo mismo nos permitió adquirir ('xpcricncia 1)<11"<1 f1exiollar las placas, mejorar
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Iluestro equipo experimental y comprobar la posibilidad de realizar este tipo de
trabajo.

El trabajo futuro a desarrollar, es lograr elementos ópticos fuera de eje, que
pueden obtenerse cuando las placas de vidrio ya trabajada" ()pticatllcllte se sometan
a presiollcs mecánicas, y en cstas condicioncs sc vuelven a trahajar con pulido
óptico. De tal forma quc al eliminar las presiones mecánicas, se obtengan finaJllIcntc
superficies asféricas o cónicas fuera de eje. También, se está clllpc;"all<ioa hacer un
('stlldio de la uniformidad de las presiones mecánicas sobre las plilcct.,>de vidrio
(Fig. S), por medio de técnica .•de polarización que nos ayuden t.ambién a mejorar
más el dispositivo cxperimcntal de la Fig. ,1,Y por lo tanto, la uniformidad de la"
presiones a que son sometidas las placas.
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Abstract. In this work we prescnt the dc\'elopment of aH t'xlwrimenta1
dcvice, as weH as a thcof(,tic,,1 analysis of the hellding uf Illliform alld
nOlluniform circular plat('s. 'fhe experimental allalysis of the oplical
surfaces prodllc('d ,••'as done lIsing two \Vell knowlI interferolllctric te-
chniqu(~s.




