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Resumen. Se presenta un experimento sobre el doblamiento mecanico
de placas delgadas circulares de vidrio para obtener superficies épticas.
En primer lugar se da un analisis tedrico del doblamiento de placas de
espesor uniforme (planas), y de espesor no uniforme (céncavas) usando
la teoria de placas circulares. Se muestra un dispositivo que se cons-
truyé para aplicar los momentos de doblamiento. Por otra parte, se
presentan las pruebas interferométricas de las placas antes y durante el
doblamiento. También se determinan los momentos aplicados en cada
caso.

PACS: 42.85.-x; 42.78.Fi

1. Introduccién

El trabajo teérico-experimental que ahora presentaremos corresponde a una primera
etapa de un desarrollo que podra culminar con la implementacién de una técnica
para ser usada en el Taller Optico, con la cual se pueda tallar una seccién fuera de
eje de alguna superficie asférica en gencral. En este sentido, el método a seguir en
la parte tedrica es el de los esfuerzos, propuesto por J. Lubliner y J.E. Nelson [1],
y en el aspecto experimental se aplicard el mecanismo sugerido por Andronov, et

al. [2].

2. Doblamiento simétrico de placas circulares

De la teoria de placas delgadas, sabemos que si los doblamientos sobre una placa son
pequenos en comparacién con su espesor, entonces se puede desarrollar una teoria
satisfactoria para el doblamiento de referencia [3]. Para el caso de una placa circular
de espesor constante h (Fig. 1) doblada por momentos M; que estan uniformemente
distribuidos a lo largo de su borde, los momentos ortogonales en un punto dentro
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FiGURA 1. Placa de espesor constante sometida a presiones laterales.

del material y la deflexién w de ese mismo punto, se expresan como (3]
\

(1)
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My =-D (_— + (2)
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en donde r es la distancia radial, v es la razén de Poisson del material y D esta
dada por la expresién
ER®
D= —— 3
12(1 — »?)’ 3)

donde E es el médulo de Young y h es el espesor constante.

La ecuacién para el doblamiento w(r), se obtiene al considerar la suma de los
momentos para la ecuacién de equilibrio de un elemento de volumen dentro del
material. Esta ecuacién de equilibrio queda expresada como

M,+%A?r—M,=0. (4)




Doblamiento mecdnico de superficies dpticas 51

Sustituyendo en esta ecuacién los valores de M, y My expresados en (1) y (2),
respectivamente, nos permite encontrar la ecuacion

i [ldi (‘fiﬂ)] _o. (5)

Para resolver la ecuacién (5), se realizan las integraciones correspondientes hasta
obtener

dw Cir O
ge ok Ld 6
dr 2 * r {63

2
w(r) = cl% + Colur 4 Cy, . )

donde C}, Cy y C3 son las constantes de integracion.
Sustituyendo el valor de w(r) dado por la Ec. (7) en la Ec. (1) se obtiene

M,=-D %(1+v)—%(l—u) . (8)

Las constantes C, Cy y Cj se encuentran aplicando las siguientes condiciones a
la frontera. Como la pendiente de la deflexién para el centro (r = 0) debe ser cero, de
la Ec. (6) se obtiene C; = 0. En la orilla (r = @) el momento de doblamiento M, es
igual al momento aplicado M}; empleando la Ec. (8), se obtiene Cy = —2M; /[D(1+
v)]. Por ultimo, como el doblamiento en la orilla debe ser cero, con la Ec. (7) resulta
que C3 = 2Mya*/[4D(1+v)]. Conocidos los valores de las constantes de integracién,
se obtiene finalmente que el doblamiento puede ser expresado como

M M a?
2D(1 +v) 2D(1 + v)
M, '

DM

w(r) =

(9)

En esta forma podemos decir que para la situacién mostrada en la Fig. 1, en
general, la funcién de deflexion w(r), dada por la Ec. (9), corresponderd a una
superficie parabodlica; esto dentro de los limites de elasticidad del material.

3. Doblamiento de placas de espesor no uniforme

Para el caso especial donde el espesor h de la placa aumenta al alejarnos de su
centro, como se muestra en la Fig. 2, la cantidad D dada por la Ec. (3) no es ya una
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FiGura 2. Placa plano-concava sometida a presiones laterales.
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FiGura 3. Superficie esférica flexionada para obtener una superficie parabdlica.

constante, vy la ecuacién diferencial que debe satisfacer la pendiente del dobla-

miento, ¢ = —'““dwa es [3]
T
d (do ¢ dD (d¢ ¢\
Ddr (dr * :) + dr (dr‘ +U;) e (10)

La solucién de esta ecuacion de segundo orden, se facilita reescribiéndola en la forma
adimensional

2 A% 3
dq5+(l+dln,/)E_(L_Edlny)db:O’ (11)

dz? T dr dx 2 r dr

en la cual ¥ = rfa, y = h/hy, donde a cs cl radio de la placa y hq es el espesor
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en su centro. Proponiendo una variacién exponencial del espesor que es 1til para la
representacion suficientemente precisa de muchos casos practicos, entonces

= 500, (12)

donde 3 es una constante a determinar en cada caso. De esta forma la Ec. (10) se

reduce a
d*¢ 1 d¢ 1 >
F'F(;‘,BI')E—(F"FU.B)‘?&”O- (13)

La solucién aceptable para ¢ es de la forma

(6)---(2n)(2n + 2)

n=1

n( 9o )
el = [T+Zﬂ ; e 3+v) (2n l+u)$2n+]}; (14a)

como r =r/a, la Ec. (14a) puede reeseribirse de la manera siguiente

u . 1/7'2”1
é(r) —gw+a1zﬁ 3+y) el L o

(6)--(2n)(2n +2) @2+l (14b)

Integrando esta funcién se obtiene la expresion para el doblamiento igual a

w(r) = —;I_lr:’ - a Z BHFI R £yl fle L —~, (15)

) (2n)(2n + 2)2 g2+l

donde C' es la constante de integracion cuyo valor se obtiene considerando las con-
diciones a la frontera w(r)|,—, = 0; M,;|;=. = My. Obteniéndose finalmente para el
doblamiento

B 1% S iﬁ"(] +v)(3+v)-(2n -1 4 v) r2nt?
@N(6) - 2n)(2n + 27 aoh

n=1

a "1+ )3+ (2n -1
+—;ﬂ*+(llt Zﬂ ) 1) (2n +y)

’1)(6) S(2n)(2n +2)2 7 (16)

n=1

que es en primera aproximacién una superficic parabélica. En esta tiltima férmula,
una constante por determinar es a;. Para esto recurrimos a la geometria de la Fig. 3.
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FIGURA 4. Dispositivo experimental para realizar el doblamiento de placas de vidrio circulares,

De las expresiones para las sagitas de la esfera z y la pardbola H, se obtiene
otra expresion para la deflexion, que es

2
w(r) = _%;+ VR -2 — H'(0) - VR? — a?, (17)

en la cual p es el radio de curvatura paraxial de la pardbola, y los dos dtltimos
términos son constantes. Si desarrollamos el segundo término de (17) y reagrupa-
mos, entonces podemos comparar esta nueva expresién para w(r) con aquella de la

Ec. (16) y obtener
1 1
=glE- =], 1
i (p R) )

Con esto queda determinada la funcién de deflexién, ya que hemos considerado
al parametro a; como una constante predeterminada que depende de la curvatura
original de la placa.

4. Construccién del dispositivo para el doblamiento de placas circulares

Siguiendo la idea de V.P. Andronov et al. 2], se diseio y construyé el dispositivo
mostrado en la Fig. 4. Este consiste de una base plana circular, con un hueco
concéntrico en el que entra la placa de vidrio que se va a doblar; sobre la base
hay una pared a través de la cual se deslizan tornillos que empujan a los brazos
que presionan la placa. El didmetro del dispositivo es de 157 mm y los materiales
empleados son acero comercial y aluminio. El hueco interior se maquiné de manera
que pudieran introducirse placas de vidrio de 80 mm de diametro.



Doblamiento mecdnico de superficies dpticas 55

Ficura 5. Interferograma de una superficie en proceso para obtener un plano éptico.

FiGura 6. Interferograma de una superficie concava obtenida por presiones mecanicas.

5. Doblamiento de un plano éptico

Para realizar el trabajo experimental, en primer lugar, se pulié una superficie ptica
plana de espesor 6.63 mm con una planicidad de 1.5 A, cuya prueba en el inter-
ferémetro de Fizeau se muestra en la Fig. 5. El cambio que sufre este patrén de
interferencia, cuando la placa estd sometida al doblamiento, se muestra en la Fig. 6.
A partir de este interferograma, se midieron los radios de los anillos de interfe-
rencia y se realizé un ajuste de minimos cuadrados sobre ellos hasta encontrar la
paraboloide de revolucién que mejor los predijo. Considerando que la superficie de
referencia usada (plano) para obtener el patrén de interferencia no esti en contacto
con el vértice del paraboloide, fue necesario obtener tanto el estimador del radio de
curvatura paraxial en el ajuste, asi como la distancia mas corta entre el vértice y el
plano (esta dltima no es, evidentemente, una caracteristica de la superficie). Después
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de realizar el ajuste de minimos cuadrados, no lincal, se obtuvo tanto el estimador
del radio de curvatura paraxial como su correspondiente contorno aproximado de
confianza en un coeficiente del 95%. El estimador resulté ser r, = 69.64 + 4.41 m.
Con este valor se calculé el momento de doblamiento, a partir de la formula

D(l+v
M, = —Em"—--)-, (19)
Tn
que se obtiene de la definicion de la curvatura i = —i—;‘g”- para el caso nuestro,

donde la deflexion w estd dada por la Ec. (9). El resultado adquiere el valor
M, = 28.071 + 1.78 Nt.

Dado que estamos dentro de los Iimites de elasticidad del material, al remover
las presiones sobre la placa, éste recobra su forma original representada por la Fig. 5.
Posteriormente, se traté de aumentar las presiones, para obtener una superficie con
mayor concavidad, lo cual se manifestaba en el incremento del nimero de anillos
de interferencia, pero el material tiende a fracturarse. Aqui cabe mencionar que
estabamos empleando vidrio de ventana; los valores de las constantes eldsticas )
y v empleados, corresponden al promedio de valores que nos dan las tablas [1] de
algunos materiales isotropicos.

6. Doblamiento de una superficie céncava

Para estudiar el doblamiento de una placa de espesor no uniforme, se pulié una
placa plano-céncava de radio de curvatura 2 = 91.5 £ .1 cm, cuya prucba de Ron-
chi [5] se observa en la Fig. 7. Como se ve en el patron, se trata de una superficie
concava esférica con los bordes ligeramente caidos. El doblamiento de esta superficie
inicialmente esférica, produce el patréon mostrado en la ['ig. 8, que corresponde a
una superficie parabdlica dada las curvaturas de las franjas. El valor de R de la
esfera cambio a un radio de curvatura paraxial de la parabola de p = 90.6 + .1 cm.

Para calcular el momento de doblamiento Aly, es necesario recordar que en este
caso My es el valor del momento radial M, (r) evaluado en a. Es decir, My = M,(a),
en donde M, esta dado por la Ec. (1), y en la cual la funcién de deflexién w
corresponde a aquélla de la Ec. (16). Para calcular My, se tuvieron que determinar
previamente tanto la constante aj, por medio de la Ec. (18), en donde a = 4.0 cm,
p =906,y R =915 cm, asi como la constante 3 de la Ec. (12). Para el calculo de
B y dado que se conocian hg, a, y el radio de la curvatura, se tabulo el logaritmo
natural de y contra z%, v por un ajuste de minimos cuadrados se obtuvo el valor
de B = 0.7577436. Finalmente, el valor de Ay fue de 20.04 Nt. Para este caso los
valores de D y v empleados fueron igual que los de la seccion 5, a pesar de que en
este caso se uso vidrio éptico. Pero de hecho los valores de D y v para los dos vidrios
varian muy poco. También durante este experimento, el vidrio tendia a fracturarse
al aumentar las presiones sobre él.
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Ficura 7. Ronchigrama de una superficie cuasi esférica con la orilla ligeramente deformada.

FIGurA 8. Ronchigrama de la superficie mostrada en la Fig. 7, pero sometida a presiones meca-
nicas para producir una supetficie parabolica.

7. Conclusiones

Revisando la literatura sobre este campo se encontraron los trabajos teéricos ya
mencionados, y el arreglo experimental para deformar las partes dpticas [2]. Sin
embargo, no existia una relacién entre los dos puntos de vista; de ahf que fue una
de nuestras primeras intenciones realizar las labores que fueron aqui presentadas.

Siguiendo mas bien la linea de la Ref. (3), se obtuvieron las férmulas para los
calculos tedricos. En base a ellas se hicieron los calculos de los momentos My, em-
pleando los datos experimentales que se obtuvieron al someter las placas a presion.
Desafortunadamente, la medicién experimental de My no se pudo realizar, pues ¢l
torquimetro que tenemos no alcanza a medir este rango de fuerzas. Sin embargo, el
trabajo mismo nos permitié adquirir experiencia para flexionar las placas, mejorar
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nuestro equipo experimental y comprobar la posibilidad de realizar este tipo de
trabajo.

El trabajo futuro a desarrollar, es lograr elementos opticos fuera de eje, que
pueden obtenerse cuando las placas de vidrio ya trabajadas opticamente se sometan
a presiones mecanicas, y en estas condiciones se vuelven a trabajar con pulido
éptico. De tal forma que al eliminar las presiones mecanicas, se obtengan finalmente
superficies asféricas o cénicas fuera de eje. También, se esta empezando a hacer un
estudio de la uniformidad de las presiones mecanicas sobre las placas de vidrio
(Fig. 8), por medio de técnicas de polarizacion que nos ayuden también a mejorar
mas el dispositivo experimental de la Fig. 4, y por lo tanto, la uniformidad de las
presiones a que son sometidas las placas.
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Abstract. In this work we present the development of an experimental
device, as well as a theoretical analysis of the bending of uniform and
nonuniform circular plates. The experimental analysis of the optical
surfaces produced was done using two well known interferometric te-
chniques.





