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Resumen. Se presenta la definicién de los espinores para espacios de
dimensién y signatura cualesquiera a partir de las dlgebras de Clifford
correspondientes. Los casos de dimension dos, tres y cuatro se tratan
en forma explicita, construyendo las representaciones de las algebras
de Clifford e indicando los homomorfismos de los grupos involucrados.
Se incluye también la representacion geométrica de los espinores para
algunos casos.

PACS: 02.10.-v; 02.20.Qs

1. Introduccién

Después de que en 1843 W.R. Hamilton hallara los cuaterniones, habiendo buscado
por varios anos un sistema numérico donde la multiplicacién representara rotaciones
en el espacio de manera analoga a como la multiplicacion de nimeros complejos
corresponde a rotaciones en el plano, durante la segunda mitad del siglo XIX se
investigaron otras variedades de “hipernimeros”. Los cuaterniones constituyeron
un primer ejemplo de un dlgebra con propiedades similares a las de los mimeros
reales y a las de los complejos, con excepcion de la conmutatividad en la multi-
plicacion. Algunas de estas extensiones fueron investigadas por William Kingdon
Clifford (1845-1879), quien, por 1873, obtuvo un tipo de hipernimeros que llamé
bicuaterniones y en un articulo publicado en 1878 introdujo las algebras que llevan

su nombre [1]. Las algebras definidas por Clifford tienen unidades 1, ey, ..., e, tales
que e? = —1 (en forma similar a como en los niimeros complejos se tienen unidades
1 et con i? = —1), con la condicién adicional de que e;e; = —eje; para i # j, pero

suponiendo asociatividad para la multiplicacion.

En la fisica, las algebras de Clifford aparecieron en forma mas o menos explicita
en 1928, cuando Dirac obtuvo su ecuacion para el electron en el contexto de la
mecanica cuantica relativista. La funciéon de onda del electrén es, en la teoria de
Dirac, un espinor (o0, mas propiamente, un biespinor) con cuatro componentes com-
plejas que bajo una transformacién de Lorentz se transforman linealmente — aunque
no como un cuadrivector. De hecho, son precisamente las propiedades de transfor-
macion de las funciones de onda las que determinan el que las particulas (o campos)



124 G.F. Torres del Castillo

descritas por ellas tengan un cierto espin. Basicamente, los espinores son objetos
(que forman un espacio vectorial complejo) sobre los cuales pueden representarse en
cierta forma especifica las “rotaciones” en algiin espacio. Mas precisamente, dado
un espacio vectorial con producto interior simétrico, los espinores correspondientes
forman un espacio vectorial complejo sobre el cunal el dlgebra de Clifford asociada
a dicho producto interior actia lineal e irreduciblemente. A pesar de lo complicada
que puede parecer esta definicién, en lo que sigue se trata de explicar su contenido
suponiendo conocidas algunas nociones basicas que se emplean comiinmente en
varias arcas de la fisica, como son la delinicion de grupo, algunos resultados de
algebra lineal y los conceptos elementales acerca del algebra de Lie asociada a un
grupo formado por matrices.

Como puede deducirse de lo ya expresado, existen espinores para cada di-
mension: los casos mas conocidos debido a su relacion con las ecuaciones de la
mecanica cuantica para el electrén no relativista y relativista corresponden a es-
pacios de dimensién tres y cuatro, respectivamente. Sin embargo, otros casos no
estan desprovistos de interés fisico; en algunas teorias de particulas elementales
desarrolladas recientemente se consideran espacios de dimensién mayor que cuatro,
empleandose los espinores correspondientes para representar diversas particulas.

Ademas de que la literatura acerca de los espinores es relativamente escasa,
particularmente a nivel elemental, muchos de los textos de mecanica cuantica que
tratan este tema contienen diversos errores o carecen de definiciones precisas. En
este articulo se presenta la definicion algebraica de los espinores basada en las
algebras de Clifford que es, de hecho, la forma como se introducen usualmente
los espinores en la ecuacién de Dirac. En la seccion 2 se exponen algunos hechos
basicos relativos a los grupos de rotaciones, estableciendo parte de la notacién que
se emplea en lo sucesivo. En la seccion 3 se delinen las algebras de Clifford y los
espinores, enunciando varios resultados generales y tratando en forma explicita todos
los casos de dimension dos, tres y cuatro. Iin la seccion 4 se presenta la representacion
geométrica que puede darse a los espinores en cicrtos casos de interés. A diferencia
del enfoque encontrado usualmente, en este articulo se hace énfasis en los grupos en
lugar de las algebras de Lie correspondientes, evitandose asi el uso de la exponencial
y las limitaciones de ésta.

2. Preliminares

Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita n con un producto interior
(bilineal, simétrico y no singular) definido en ¢l. Respecto a una base cualquiera de
v, {cﬂ}::=1, dicho producto interior esta determinado por una matriz (g,,) cuyo
elemento gy, es igual al producto interior de e, por e, (lo cual puede expresarse en
la forma g, = (eu,€4) 0 g = €+ €,); la simetria (o conmutatividad) del producto
interior equivale entonces a g,, = g.u, ¥ el que no sea singular corresponde a la
condicion det (g,,) # 0. La base {e,} es ortogonal si y sdlo si la matriz (g,,) es dia-
gonal y en tal caso ningun elemento de la diagonal puede valer cero (ya que de otra
manera det(g,,) seria cero), aunque pueden aparecer tanto valores (estrictamente)
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positivos como negativos, siendo el niimero de unos y otros independiente de la base
ortogonal que se escoja. La signatura del producto interior estd determinada por el
nimero de elementos mayores que cero y de los menores que cero que aparecen en la
matiz (g,,) una vez diagonalizada. Esta caracteristica del producto interior puede
representarse por el simbolo (+--- + —-..—), donde la cantidad de signos “+” y

L

=" es igual, respectivamente, a la de elementos positivos y de los negativos que
aparecen en la matriz (g,,) diagonalizada. El producto interior usual de R® tiene
signatura (+ + ---+), mientras que en el espacio de Minkowski de la relatividad
especial se tiene un producto interior con signatura (+4 4-) 6 , equivalentemente,
\ ).
Una transformacién lineal A, de V' en si mismo, preserva el producto interior
si (Au, Av) = (u,v) (6 Au- Av = u - v) para cualquier par de vectores u, v de V.
Como es facil constatar, estas transformaciones forman un grupo con la operacion
de multiplicacién (composicion) usual, el cual se denomina grupo ortogonal (de V).
En el caso de R" con su producto interior usual, el grupo ortogonal esta formado por
todas las rotaciones rigidas alrededor del origen, por las reflexiones sobre hiperplanos
que pasan por el origen y por las composiciones de ambas. En el caso del espacio
de Minkowski, el grupo ortogonal es precisamente el grupo de las transformaciones
de Lorentz. Los grupos ortogonales para espacios de la misma dimension y de la
misma signatura (o de signatura equivalente obtenida cambiando cada signo por su
opuesto) son equivalentes (isomorfos) entre si, por lo que pueden identificarse por
el simbolo O(p, q), donde p y ¢ indican cuantos signos “4+" y “~" aparecen en la
signatura de V, o al revés (nétese que p+ ¢ = n). Si p é ¢ valen cero, el grupo
ortogonal se denota simplemente por O(n).
Una vez que se ha escogido una base {e,} para V, cada transformacion lincal

A, equivale a una matriz cuadrada real (ay) definida por Ae, = a, ey, donde, como

en lo sucesivo, hay suma implicita sobre cada indice que aparece repetido en un
mismo término. Debido a que Guv = € - €y, la transformacion lineal A pertenece al
grupo ortogonal de V si y sélo si

D ’ = (P 5 B e PO s B
Guv =€y - €y = Aey - Ae, = AyCp Ay Co = AyaLey  €q = ahaygpa,
es decir,
S
v = @5 Gpa. (1)

Una transformacion ortogonal infinitesimal, es decir, cercana a la identidad,
corresponde a una matriz de la forma

n!;‘; = 6:: + Aw‘;, (2)

donde §, es la delta de Kronecker y los Aw" son elementos de una matriz cuyos
valores absolutos son mucho menores que 1. Sustituyendo (2) en (1) y conservando
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s6lo los términos de primer orden en los Aw”, se tiene

Awpy = —Awyy, (3)
donde

Awyy = guoAws,. (4)

Esto significa que cuando los indices de Aw se colocan al mismo nivel se obtiene
una matriz antisimétrica n X n, independientemente de cudl sea la signatura. Por
lo tanto, el dlgebra de Lie del grupo ortogonal, formada por las matrices (Aw",)
equivale al conjunto de matrices antisimétricas n x n (ya que de la Ec. (4) se obtiene
Awf, = g" Awyy, donde (g*”) denota la matriz inversa de (gu,) y, debido a que
cada matriz antisimétrica n x n tiene n(n—1)/2 elementos independientes, el algebra
de Lie del grupo ortogonal tiene dimension n(n — 1)/2.

La antisimetria de Awy, implica la identidad
1 4
At = £ Do (41055 ~ g°80). (5)
Por consiguiente la matriz Aw = (Aw",) puede expresarse como
Aw = : Iee
= §Awm , (6)

donde las matrices [?? estan definidas por
(8, =] — 9" 8 (7)

Las n(n — 1)/2 matrices I?” con p < o forman una base para el algebra de
Lie del grupo ortogonal, i.e., son una base para las matrices Aw. [De (7) se ve que
IP7 = — 7?7 por lo que las matrices restantes /77, con p > o, pueden expresarse en
términos de las ya indicadas.] De hecho, la expresién (6) equivale a

Aw =" Awpel?. (8)

p<o

Si (g, ) es diagonal, la matriz 1?7 es la generadora infinitesimal de una transfor-
9y g
macién que sélo afecta al subespacio de V' generado por e, y €4; esta transformacion
es una rotacién en dicho plano si g,, ¥ goe son del mismo signo, mientras que si
Gpp ¥ Yoo tienen signos opuestos entonces la transformacion es andloga a una de
Lorentz propia.

Un calculo directo, usando la definicion (7), lleva a las relaciones de conmutacion

[1901 103] _ _gpalob‘ 4 gaﬂ'lﬂ.ﬂ _ goﬂ]m _}_gpﬁ]crar, (9)
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independientemente de la signatura y de que (g,.) sea, o no, diagonal. En el caso
de R3, una rotacién en un plano es una rotacién alrededor de un eje perpendicular
a ese plano; por lo que en lugar de un par de indices en /#?, basta un indice para
especificar una rotacién alrededor de uno de los vectores base. Usando una base
ortonormal y denotando a I'? por L3 y a las demds en forma ciclica, de (9) se
obtiene

(L1, L3) = [IB, 1] = 1 = =L, (10)
que corresponde a las bien conocidas reglas de conmutacién del momento angular.
Para obtener una concordancia completa con la forma en que se expresan usualmente
estas iiltimas, hay que hacer I'? = (i/h)L3 y ciclicamente las restantes.

Tomando la exponencial de las matrices Aw se obtienen transformaciones orto-
gonales finitas las cuales, debido a que la traza de Aw es siempre cero [Ec. (5)],
tienen determinante igual a 1; por lo que forman parte del subgrupo SO(p,q)
[= {A € O(p,q)|det A = 1}] del grupo O(p,q), aunque no siempre constituyen
todo ese subgrupo.

Para concluir esta seccion se indica una forma de expresar a la matriz (gu.) en
términos de las componentes de los vectores de una base de V. Este procedimiento
es muy util en la relatividad general y se emplea también en las teorias de particulas
elementales donde se trata de unificar al campo gravitacional con las demas inte-
racciones fundamentales. Se introduce una base {J,}i_,, etiquetada por indices
latinos, la cual puede estar formada por vectores complejos. La tinica condicién que
se impone a esta base es que la matriz (7,), dada por 0, = 8, - 35, tenga alguna
forma especial (e.g., diagonal con 1's y (—1)’s a lo largo de la diagonal).

En términos de una base cualquiera {e,}, los vectores d, pueden expresarse
como

aa:Cf:em (11)

donde los ¢4 son escalares—las componentes de los vectores dq en la base e,. Por

consiguiente, 1qp = 8, - O = che, - by = RV ey ~ 8= BT s 1B

Mab = €4 ChGuvs (12)
de donde se obtiene la expresion
__ab
g,u.!l =2 Cucynabs (]3)
con (cy) la matriz inversa de (cf). Asi, la Ec. (13) da la matriz (g,, ) respecto a una
base arbitraria en términos de las componentes c%.
Ror ejemplo, si {d,}3_, es una base ortonormal de R* entonces 1y = 950y = 6ap,

y de (13) se obtiene

1.1 3 19 33
Guv = €6, + ¢y, +€4C, (14)
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. - 9 .
o, definiendo m, = cL =iy ¥ k, = r:‘, equivalentemente
204 = mumy, + mumy + 2k, k. (15)
En el caso del espacio de Minkowski, suponiendo que la signatura es (4 — ——),

se puede escoger una base {,}1_, de tal manera que (7),4) sea una matriz diagonal
con —1,~1,~1,1, alo largo de la diagonal y entonces, de la Ec. (13), se tiene

oo = —cheh — 2l — el + e (19
que equivale a

200 = Einy + 08y, — mym, — T,mMy, (17)
donde ahora m, = —cf, + z'c;':, {, = c’:, - r"“. n, = (‘?‘ + ci. Los cuadrivectores

€,,m,, M, y n, son, salvo por un factor y/2, los clementos de una tétrada de las
empleadas en el formalismo de Newman y Penrose de la relatividad general [2,3].

3. Representaciones de las dlgebras de Clifford

Sea (g,,) la matriz correspondiente al producto interior de un espacio vectorial
I p

V' respecto a una base arbitraria {c,}. I!l algebra de Clifford asociada a V esta

generada por las unidades 1,7),..., vy, las cuales deben satisfacer las relaciones

YuYe + VoV = 2!)';1#- (18)

donde 1 es la identidad bajo el producto. Nétese que si (g,,) es el negativo de
la matriz identidad se obtienen las relaciones mencionadas en la introduccion. Los
elementos del algebra son las combinaciones lincales de las unidades 1, v1,...,7, ¥
de todos los posibles productos de estas unidades.

Debido a (18), la dimension del algebra es, a lo mas, 2. La forma usual de
interpretar a las v,’s es considerarlas como operadores lineales que actian sobre
algun espacio vectorial complejo o, equivalentemente, como matrices; lo que significa
obtener una representacion lineal del dlgebra. Dicho espacio vectorial sera el espacio
de los espinores, que se denotara por S, si es que el algebra de Clifford actia
irreduciblemente sobre él. Esto significa que no dehen existir subespacios (propios)
de S tales que bajo la accion de las v,’s y de sus productos permanezcan como
parte de ellos mismos (i.¢., sean invariantes); en olras palabras, cualquier subespacio
propio de S, bajo la accién de las 7,’s o de sus productos, debe mezclarse con el
resto de S.

Una consecuencia de la irreducibilidad de S bajo la accién del dlgebra es que
cualquier transformacion lineal que conmute con todos los elementos del dlgebra
debe ser multiplo de la identidad. La validez de este resultado, que es parte del
llamado lema de Schur, sigue de la sola irreducibilidad, independientemente de
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cualquier estructura algebraica que el conjunto de operadores pueda tener, pero si
requiere de que S sea un espacio vectorial complejo. Una demostracion de este hecho
es la siguiente. Si { B;} es un conjunto de operadores lineales que actua irreducible-
mente sobre S y A es un operador que conmuta con todos los B;'s, entonces el micleo
de A, ker A = {v € S|Av = 0}, es un subespacio de S invariante bajo la accién de los
By’s, ya que si v € ker A también B;v € ker A debido a que ABjv = B;Av = B;0 = 0.
Por la supuesta irreducibilidad, ker A debe ser todo S o el subespacio que consta
solo del vector cero; en el primer caso A = 0 (y por lo tanto, trivialmente, A es
miiltiplo de la identidad), mientras que en el scgundo caso sélo se puede concluir
que A tiene inverso. Sin embargo, considerando A = A~ Al donde I denota al
operador identidad, y escogiendo A de tal manera que det A = det(A — AI) = 0
(i.e., XA es un valor propio de A), dado que tambicn A conmuta con los By’s, como
en el caso de A, A debe ser cero o debe tener inverso. Esta tltima posibilidad estd
excluida porque det A = 0, por consiguiente A = 0, es decir, A = Al. Nétese que,
en general, A es complejo.

La importancia de los espinores esta relacionada con la siguiente proposicion,
la cual establece que en el espacio de los espinores (o espacio de espin) S, asociado
a un espacio vectorial V con producto interior, se tiene de manera natural una
representacion del algebra de Lie del grupo ortogonal de V.

Proposicion. Los operadores
1

JUI,,,, = 1

[7ﬂ~79] (19)

satisfacen las relaciones de conmutacion (9).

Prueba. Usando las relaciones (18) y la definicion (19) se tiene:

1
[M,WM 7.0] = Z(7u7u7p — YWY — VoY Tr + ’Yp'Tu'T.u)

1
= a{"hl(gguﬂ] = TpYw) = Y (2aupl — Yp7u)

= (29pud — W)V + (29001 — 1¥p)Vu}

= GupYpe — Gup vy

es decir

[A!;w» 'Tp] = GvpVu — Guplv- (20)
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Por consiguiente, usando la identidad de Jacobi,

M, Mye) = £ [Mys s3] = 5 [[Mos 201 30] + 7 [0 [ 0]

1
= Z{guth ‘Yc] - gnp[YUa 'Ya] e gua[’hn ’Y.u] - g.uo[‘}‘pa ’Yu]}
= ngMpa = g,upMmr + Gro pr,u — Gue Mpu-

Comprobandose asi que los operadores M, que actiian sobre el espacio de espin,
tienen las mismas reglas de conmutacién que los operadores I, que actian sobre V.

De hecho, el grupo ortogonal de V' (o un subgrupo de éste) puede representarse
por un grupo de transformaciones sobre S. Para mostrar que es asi, se requieren
algunos resultados que se presentan a continuacion.

Muchos de los célculos involucrados en lo que sigue se simplifican considera-
blemente al emplear bases ortonormales, respecto a las cuales (g, ) es una matriz
diagonal con 1's y (—1)’s a lo largo de la diagonal, dependiendo de la signatura. De
la Ec. (18) se tiene entonces

2 : ’
()" =L ¥y Wy =—nww si p#r (21)
\
La primera de las igualdades anteriores implica que cada 7, tiene inversa, (y,)”' =
£9,, ¥ que los valores propios de 7, son +1 o +7. De la segunda igualdad en (21)
(valida para n > 1) se tiene entonces v, = —7,7,(7,) " de donde, tomando trazas,
resulta trvy, = —trvy,, por lo que

try, =0 (22)

Como consecuencia de lo anterior, dado que la traza es igual a la suma de los
valores propios, la dimensién del espacio sobre el cual actian las 7,'s debe ser par
—sin importar si la representacion del algebra de Clifford es reducible o irreducible.
Esta dltima conclusion se obtiene mas rapidamente tomando determinantes en lugar
de trazas.

Respecto a una base ortonormal se define

= v ~ya (2‘3)

En el caso de la teoria de Dirac, I' es esencialmente lo que se denomina ~5. De las
Ecs. (21) se encuentra facilmente que

T =gl si n es impar, (24a)

I'yy = —,I, sines par, (248)
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y ademas

I? =y amy2: In
= (=1)" Y )*=1)""2(72)% - (=1)(m-1)*(7m)?

- (ml)n(n—l)/Z(_l)n—pI’

donde p es el mimero de 1’s es la matriz (g,,) diagonalizada. Asi pues, el cuadrado
de I' es +1, por lo que sus valores propios son £1 o +1.

En el caso en que n sea impar, de la Ec. (24a) se deduce que T’ conmuta con
todos los elementos del algebra, y si la representacion del dlgebra de Clifford es
irreducible entonces, por el lema de Schur, I' debe ser miiltiplo de la identidad:

I =1 ) +if (n impar). (25)

Esto implica, debido a a la definicién de I' y a (21), que cualquier producto de
7,’s distintas es proporcional al producto de las 7,’s restantes, por lo que la re-
presentacion del algebra de Clifford sélo tiene 2"~' unidades (o elementos base)
linealmente independientes (véase, e.g., el caso n = 3 que se trata mas adelante).

Cuando n es par, de la Ec. (24b) se deduce que I' = —7,['(v,)~!, por lo que
trI' = 0, nuevamente sin importar si la representacion es reducible o no, y dado que
los valores propios de I' son 1 o %4, en una base donde I' sea diagonal, ordenando
adecuadamente los vectores base, I' tiene la representacion

F=i(é _‘}) - ii((‘; _?) (n par), (26)

donde la I's y los 0’s son matrices de orden igual a la mitad del orden de I'. Por lo
tanto, el espacio de espin, S, se descompone en dos subespacios de dimensién N/2,
siendo N la dimensién de S, llamados espacios reducidos de espin [4], los cuales
se definen como los subespacios propios de I'; cada uno de estos subespacios esta
formado por todos los vectores propios de I' correspondientes a cada uno de los dos
valores propios de I'. En el caso de la teoria de Dirac, la descomposicion del espacio
de espin en los dos espacios reducidos de espin corresponde a la descomposicién de
un espinor en sus partes “derecha” e “izquierda” [5].

Sustituyendo (26) en la Ec. (24b) se halla que las +,,’s deben tener la estructura
de bloques

T = ([?# %“) (n par), (27)
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en una base donde la Ec. (26) sea vilida. Luego, las ,,’s aplican un espacio reducido
de espin sobre el otro. De la primera ecuacién en (21) se obtiene entonces que
B, = (e

En un acentuado contraste con lo que ocurre en el caso de los grupos (finitos
incluso) y de las algebras y los grupos de Lie, donde existen varias representaciones
irreducibles no equivalentes entre si (y frecuentemente infinidades de ellas), para
un algebra de Clifford existe, esencialmente, una sola representacion irreducible.
Mis precisamente, cualesquiera dos representaciones irreducibles son equivalentes
entre si, o equivalentes salvo quiza un signo cuando n es impar.

Este hecho tiene la signiente implicacion: dada una representacion irreducible del
algebra de Clifford generada por las 4,s, para cualquier transformacion ortogonal
A de V, representada por la matriz (ay;), las ,'s definidas por 7, = aj,;7, dan una
segunda representacién irreducible del algebra, ya que por (1) y (18), v + Yo ¥p =
ahal (Ve + YY) = 2a5a%g,01 = 29, 1. Por consiguiente, debe existir un operador
lineal, U/, de S sobre si mismo tal que 4, = U/4,U/"! o, posiblemente, cuando n es
impar, 7, = —U~,U™", es decir

ayy = £U U™, (28)

donde U es funcién de la transformacion A en cuestion: U = U(A). Cuando n es
impar, vestringiendo A a algin subgrupo apropiado del grupo ortogonal de V' (e.g.,
a SO(3) en el caso V = R?) se consigue que la Ec. (28) sea valida con el signo
positivo, de tal manera que para cualquier valor de n,

G:}ﬂ'v = [["r("l)]".’ﬂ[”(/”]_l- (29)

Sin embargo, U(A) no esta determinado univocamente sino que esta definido hasta
un factor (complejo) distinto de cero; i.e., [7(A) puede reemplazarse por AU(A), con
) # 0, manteniendo valida la Ec. (29). Parte de esta ambigiiedad puede eliminarse
imponiendo que det U(A) sea igual a 1, quedando solamente la libertad de inter-
cambiar UU(A) con —U(A). (Debido a que la dimensién de cualquier representacion
del algebra es par, det[-U(A)] = det U(A).)

Si ahora se considera una segunda transformacion ortogonal, B, para la cual el
analogo de la Ec. (29) también sea vilido, entonces

ast = WL U UA] ™} = VAU (A)]
— WA OBV (B) " JUAN" = AU (Bl (AU (B

lo cual, debido a que (a4bj;) es la representacion matricial de AB, implica que las
transformaciones ortogonales para las cuales se cumple la Ec. (29) efectivamente
forman un grupo y que U(AB) debe coincidir con U(A)U(B), o con su negativo.
Por lo tanto, excepto por la ambigiiedad en el signo, los operadores U(A) darian una
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representacién del grupo ortogonal de V' (o de un subgrupo de éste) en el espacio
de espin.

Para evitar el tener una representacién bivaluada del grupo ortogonal de V,
conviene proceder en la direccién contraria a la que llevé a (29). Sea G el conjunto
de todas las transformaciones lineales, [/, de S sobre si mismo con det U = 1, tales

que exista una transformacién lineal de V', representada por (aj;), con

UP]’;JU—I = ai:’fu: (30)

donde ahora (a},) esta determinada por U. Es facil ver que G es un grupo y que (a%)
es, automaticamente, una transformacion ortogonal ya que, usando (30) y (18),

Ulyuye + 7v7.u)U—l = aﬂ"!’p“g'fa + “:'Yaaz"fp = ”fg("gh"p'ﬁ +Yovp) = aﬂagzgpﬂl'

Por otra parte, de (18), U7y + 27U = U(.?g,wl)u"l = 2gu.1, luego:
ahalgee = guv que, de acuerdo a la Ec. (1), caracteriza a una transformacién
ortogonal. Claramente, si I/ € G, entonces (—U/) € (G y a ambas les corresponde
la misma transformacién ortogonal. Ademas, la aplicacion que envia U € G en la
transformacién (a};) dada por (30) es una representacion de G.

Usando una base ortonormal de V, donde (21) es aplicable, de (23) y (30) se
tiene UTU™! = afyuasy, - af7s lo que, debido a la anticonmutatividad de las
Y8 y ala Ec. (1), lleva a

UTU™! = (det(a4))T. (31)

Por consiguiente, si n es impar, de (25) se concluye que det(ay) = 1 para todo
U € G, lo que significa que las transformaciones ortogonales que corresponden a
las transformaciones pertenecientes a (& ticnen determinante igual a 1, es decir,
pertenecen a SO(p, g); lo cual excluye a las reflexiones. En cambio, cuando n es par
el determinante de la transformacién ortogonal (aj,) correspondiente a U € ' puede
Ser1 6 —i-

En una base de S donde I' tiene la forma (26), de la Ec. (31) se obtiene que U
debe tener la estructura de bloques:

¢ 0 . - 00 Gy v
U:(O D) si det(al) =1, U_(D 0)51 det(a,) = -1.  (32)

Luego, para una transformacién ortogonal de determinante —1, como es el caso
de una reflexién, su representacion en el espacio de espin intercambia los espacios
reducidos de espin, mientras que cada uno de éstos es invariante si la transformacion
ortogonal tiene determinante igual a +1. Cualquier transformacién en S corres-
pondiente a una transformacién ortogonal de determinante —1 puede escribirse en
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términos de otra correspondiente a una de determinante +1:

(59)-CDEH-2HCEY @

El grupo de transformaciones en el espacio de espin, o transformaciones espinoria-
les, que corresponden a transformaciones ortogonales de determinante igual a +1
(i.e., elementos de SO(p,q) o SO(n)) se denota por Spin(p,q) o Spin(n). Cuando
p y ¢ son ambos distintos de cero, el grupo SO(p, q) consta de varias componentes
desconectadas entre si, el grupo Spin(p, q) se define entonces como el grupo de las
transformaciones espinoriales de determinante +1 que corresponden a la compo-
nente de SO(p, ¢) que contiene a la identidad (véanse los ejemplos que se presentan
mas adelante).

En resumen, existe un homomorfismo (o representacion) de un cierto grupo de
transformaciones espinoriales, que se ha denotado por G, en el grupo ortogonal
de V, el cual es 2 a 1: las transformaciones U/ y (—{/) pertenecientes a G tienen
una misma imagen. La version infinitesimal de este homomorfismo es precisamente
la dada en la proposicién al principio de esta seccién. De hecho, si U € G es una
transformacion cercana a la identidad correspondiente a la transformacién ortogonal
dada en la Ec. (2), la diferencia entre U e I debe ser un operador que dependa de los
parametros Awy, y puesto que sélo intercsan los términos de primer orden, en dicha
aproximacion se tiene: U = I + Aw,,m"", donde m"¥ = —m** son operadores, y
U-!= I —Awy,m*”. Debido a que det U = 1, se tiene que tr m#* = 0. Sustituyendo
en (30) se tiene entonces (1+Awpem?” ) vy (1 —Awpem??) = (6 +Aw", )y, por lo que,
usando (3) y tomando en cuenta los términos de primer orden en los Aw,,’s, resulta
[Feisasnta] = %(g,,,ﬂ,, ~ gup7y). Comparando con (20) se halla que (m,, — %M,w)
conmuta con las v,’s y, por el lema de Schur, debe ser miiltiplo de la identidad:
Myy — %Muu = M. Dado que la traza del lado izquierdo de esta dltima igualdad
es cero, A debe ser cero; asi que m, = %MW, es decir, los My,’s son generadores
infinitesimales de G.

Hasta aqui, lo tinico que se ha concluido acerca de N, la dimensién del espacio
de espin, es que debe ser un nimero par; el resultado es que N = 2["/2] donde
[x] es la parte entera de z (es decir, el maximo entero menor o igual que ), sin
embargo, una demostracion valida de este hecho involucra resultados que no son
ampliamente conocidos y cuya demostracién esta fuera de los propdsitos de este
articulo [6]. Aceptando como cierta la expresién anterior para N, se deduce que
cuando n es par, el espacio de espin es de dimensién 2"/2 y cada espacio reducido de
espin tiene dimensién 2"/2=1. Puede notarse ademas que la dimensién del espacio de
operadores lineales de S, que corresponde al de las matrices V x N, tiene dimension
N2, es decir (2["/2])2, que equivale a 2" si n es par y a 2"! si n es impar, lo que a
su vez coincide con la dimensién del algebra de Clifford.

A continuacién se tratan en forma explicita algunos casos correspondientes a las
dimensiones mas pequenas, los cuales incluyen a los casos mas conocidos. Al final
de esta seccion se indica un procedimiento inductivo para hallar representaciones
de las v,’s para cualquier dimension.
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a) Espinores en espacios de dimensidn 2

Cuando n vale 2, hay dos posibles signaturas no equivalentes entre si: (++) [que
equivale a (——)] y (+=). En el primer caso, la matriz (g,,) respecto a una base
arbitraria puede expresarse en la forma

1
Tjiis = c:‘cll, - cicﬁ = i(m#ﬁ, + mumy), (34)
donde m, = c:‘ — icﬁ (cf. (15)); por otra parte, el espacio de espin es de di-

mension 2 asi que en una base de S donde I tenga la forma (26), las 7,’s tienen la

forma [cf. (27)]
Yo = (fi ad‘) , (35)

donde los a,’s y los b,'s son simplemente nimeros. Un cilculo directo lleva enton-
ces a

b 0
YuTe = (a%)y b,uﬂu) . (36)

Comparando (18) y (36) con (34) se ve que, sin pérdida de generalidad, se puede
identificar @y = my y by = m,. Para una base ortonormal de V puede escogerse
¢, = by, con lo que m, = 5; — i&ﬁ de (35) se tiene

71=(? é) 72—(? _é), (37)

que son precisamente dos de las matrices de Pauli y satisfacen, como debe ser, las
Ees.(21),
De acuerdo a (32), las transformaciones pertenccientes al grupo Spin(2) son de

la forma
v=(§ o) (38)

donde se ha tomado en cuenta que det/ = 1. Sin embargo a no es arbitrario;
efectuando el producto indicado en el lado izquierdo de (30) se obtiene

0 m, B2 e 0 agmﬂ
U(m“ 0 )z, - (a_gmﬂ 5 s (39)

1

v
: H
@, luego a debe ser de la forma a = €' Sustituyendo o en (39) y tomando Ty =

que debe poder expresarse como ay, vy dado que (aj;) es real, es necesario que o~
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1, 2
& — 253 de la Ec. (30) se halla que

py_ cos20 sen 2
(a“) - (_sen‘ZG cos?ﬂ) i (10)

que es la forma general de un elemento de SO(2), respecto a una base ortonormal.
Por lo tanto, los elementos de Spin(2) son de la forma

- (ﬂ(’f 69,3) , (41)

y a esta tltima matriz le corresponde la rotacion (40). Al variar 6 entre 0 y 2,
U recorre todo el grupo Spin(2), mientras que la matriz (40) recorre dos veces el
grupo SO(2). Los numeros complejos de la forma € constituyen un grupo que
puede identificarse como /(1) (en general, U(N) denota al grupo de las matrices
complejas N x N unitarias), por lo que Spin(2) es esencialmente dos copias de U(1),
pero estas dos copias no son independientes entre si, puesto que cada elemento en
la diagonal de (41) es el conjugado del otro; esto puede expresarse por la notacién:
Spin(2) = U(1) x U(1).

Cuando n sea par, los elementos del espacio de espin seran llamados biespinores
y los elementos de los espacios reducidos de espin seran denominados espinores
reducidos o, simplemente, espinores. En el presente caso, respecto a una base de
S donde (26) sea valida, un biespinor tiene dos componentes complejas, ¢ y X,
con cada una de éstas correspondiendo a un espinor reducido. Bajo la accién de
U € Spin(2) la componente ¢ se translorma en ¢4, con |@|* siendo invariante,
lo cual esta relacionado con que el grupo Spin(2) equivalga a una transformacion
unitaria (perteneciente a U(1)) sobre los espinores reducidos. La componente x se
transforma como lo hace ¢.

En el caso n = 2 con signatura (4+—), en lugar de (34) se tiene

|
Iuw = €€, = cucy = S (uno +nubs), (42)
donde £, = c}‘cl Sy =cl— cf‘. Las ,’s tienen nuevamente la forma (35) y compa-
rando (18) y (36) con (42) se tiene, sin pérdida de generalidad, a, = £, by = n,.
Las transformaciones del grupo Spin(1,1) son también de la forma (38) y por
un calculo directo se obtiene

0 &N qea 0 %,
U(n,,I O)U _(of?n,, 0 ’ (43)

lo cual, para poder expresarse como a7y, requiere que a? sea real (y distinto de

cero). Esto implica que a mismo sea real o imaginario puro; las transformaciones
con a real corresponden a la componente de SO(1,1) que contiene a la identidad
mientras que aquellas con o imaginario corresponden a una segunda componente
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de SO(1,1). Al igual que el grupo de Lorentz O(3,1), O(1,1) tiene cuatro com-
ponentes desconectadas entre si: dos de cllas formadas por transformaciones con
determinante +1 y las otras dos por transformaciones con determinante —1. Para
las transformaciones de Spin(1,1), a es real y distinto de cero por lo que, a pesar
de corresponder a la componente conectada de la identidad en SO(1,1), el grupo
Spin(1,1) tiene dos componentes desconectadas (a > 0y a < 0).

Respecto a una base ortonormal se puede escoger ¢f, = &y, con lo que se obtiene

0 1 0 1
7‘:(1 U)’ ”’"—’:(-1 0)* L

y comparando (43) con (30) se halla la correspondencia entre U/ € Spin(1,1) y
(ay) € SO(1,1) siguiente )

a 0 l fot4a™? at—a?
(0 0“1)‘_’2((}3—0—1 A a2 e (45)

ax1/4 4 . .
Si se parametriza o como a = (:t—'i) (tie B = 21;: ) la matriz (a},) adquiere
la expresion
(EY 1377) , donde y=(1- ;?3]"1/3, (46)

que puede reconocerse como una “transformacion de Lorentz”.

La transformacién de (la componente de) un espinor reducido es muy simple: se
multiplica por a o por a™'. El producto de dos transformaciones con parametros a;
y vy es otra con parametro aqag (Ee. (38)); éstailtima corresponde a una matriz de
la forma (46) con parametro 3 dado por [(aya2)! = 1]/[(a1a2)* +1] que, en términos
de los 3) y B2 correspondientes a a y as, cquivale a (31 + 32)/(1 4+ Bifl2)— que es
la férmula de adicién relativista de velocidades. Cabe enfatizar que este resultado
puede obtenerse a partir de (46) pero con mayor trabajo algebraico.

b) Espinores en espacios de dimension 3

Para espacios de dimensién 3 existen dos signaturas esencialmente distintas: (+4+)
[equivalente a (— — —=)] y (+ + —) [equivalente a (+ — —)]. En el primero de estos
casos, que es el de mayor importancia, (g,,) tienc la forma dada en la Ec. (15).
Il espacio de espin es de dimension 2 por lo que, tomando en cuenta (22), las v,’s

deben tener la forma
Cy ay, 47
Tu = (bﬂ c“) . (47)

donde las a,’s, b,’s y ¢,'s son escalares. Sustituyendo (47) en (18) se obtiene la
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Gnica condicién: 2gu, = apby +byay +2euc0 que comparada con (15), sin pérdida de
generalidad, lleva a a, = my, by, =My, ¢, = ky. Respecto a una base ortonormal
) tooo4 o £@ " s
se puede elegir ¢}, = ) y entonces

A —1 1 0
w=(08) m=(0 %) w=(6 2), @

que son las matrices de Pauli.

Un caleulo directo muestra que respecto a una base ortonormal, donde (48) es
aplicable, los operadores M, definidos en (19) estan dados por My = 173 vy los
demas en forma ciclica. Es decir, en este caso, los operadores Mp,, — que satisfacen
las relaciones de conmutacion del algebra de Lie del grupo ortogonal — son, excepto
por un factor, las mismas 7,,’s, lo que explica el doble papel de las matrices de Pauli.
Por una parte son generadoras de un algebra de Clifford y por otra son base de un
algebra de Lie.

Si U es una matriz 2 x 2 con determinante igual a 1, su inversa esta dada por

= 5 —p - B
U ‘:(_7 O). si L:(: 5)' (49)

Se tiene entonces
=1
U U

_( —aymy + Bémy, + (ad + By)ky o®my, — f*m, — 2apk, (50)
T\ —yimpu + 8%, + 296k, aym, — ém, — (ab + By)k, )

Para que [/ pertenezca al grupo Spin(3) es necesario que el lado derecho de (50)
pueda expresarse como ay;yp, lo que implica que los elementos de la diagonal sean
reales y que los dos elementos restantes sean conjugados entre si. Usando la inde-
pendencia lineal de my,m, y k,, se obtienen asi las condiciones é =@ y 7 = B, o
§ = —ay~y = f; esta dltima posibilidad se descarta porque det U no podria ser
igual a 1, quedando solamente § = @y v = —4, que en vista de (49), equivale a
Bl = Ui, donde Ut es la transpuesta conjugada de U. Luego, U debe ser unitaria
y debido a la restriccién det I = 1, resulta que Spin(3) = SU(2) (en general,
SU(N)={A € U(N)|det A =1}).

Cada elemento de SU(2) tiene la forma

U = (_% g), con |al* +|8* = 1. (51)

Si a y 3 se expresan en términos de sus partes reales e imaginarias y éstas
se consideran como coordenadas cartesianas de R*, la condicién |af* + [B* = 1
representa la superficie de una esfera de radio 1; es decir, cada elemento de SU(2)
corresponde a un punto en dicha esfera. Las matrices I/ 'y —U corresponden a puntos
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diametralmente opuestos, asi que cada transformacién perteneciente a SO(3) se
puede identificar con un par de puntos de la esfera diametralmente opuestos, lo
cual revela la estructura topolégica de SO(3). Debido a que a v 3 en {51) no son
independientes entre si, es conveniente parametrizarlos en términos de variables que
si lo sean; sin embargo, el que SU/(2) corresponda a una esfera implica que tales
parametros seran multivaluados o indefinidos en algunos puntos. Una parametri-
zacion con estos defectos es: a = cos %c'("""""’)/z, [ = isen Qe‘(“’—d’)/?, donde 8, ¢, ¥
son angulos de Euler (cf. Rel. [7], secc. 4-5). i

Haciendo m, = é}‘ - ?'63. by = (‘)2 §=ayy=—pen el lado derecho de (50),
dandole valores al indice y y escribiendo cada matriz resultante en términos de las
matrices de Pauli (48), en la forma aj;y,, se halla la siguiente matriz perteneciente
a S0(3) que corresponde a la transformacion espinorial (51)

Re(a? — §%) Im(a® + %) -2 Re(af)
(ap) = | —Im(a® - 3?) Re(a?+4%) 2Im(afB) | . (52)
2 Re(afl) 2Im(afB) o> - |8

Al sustituir en esta matriz las expresiones de @ y 3 en funcién de los angulos de
Euler, se obtiene de inmediato la matriz que representa la rotacién en R? caracte-
rizada por dichos angulos [7]. Comparando (52) con (51) es claro que resulta mas
sencillo tratar con las transformaciones espinoriales (51) que con las matrices 3x3
que les corresponden.

Cada espinor esta representado por una pareja de componentes complejas

b= (;’2') (53)

sobre las cuales actian las transformaciones (51). Dado que estas tltimas son
matrices unitarias, |¢1]° + |@2]* es invariante bajo tales transformaciones y por
consiguiente, en este caso, tiene sentido hablar de la norma de un espinor asi como
del producto interior entre espinores.

En el caso con signatura (+ + —) la matriz (g,,) tiene la forma

11 2 33 | e
Guv = €u¢, + r'uci —~ Gy = 5(771,,171,, + mmy, — 2kuky) (54)

donde, como en el caso anterior, m, = ¢}, — r'ci Yol = cg. Las 4,’s son de la forma

(47) y a partir de (18) y (54) se obtiene @b, +bya,+2c,c, = myum, +m,m, —2k,k,,
que lleva a: ay = my, b, = m, y ¢, = ik,, con lo que la 1inica modificacién que hay
que hacer en la Ec. (50) es cambiar k, por ik,. Procediendo entonces como en el
caso anterior se hallan las condiciones § =@y v = 3,08 = —ay v = —f3. Estas dos
posibilidades corresponden a las dos componentes desconectadas que posee SO(2, 1);



140 G.F. Torres del Castillo

claramente, la componente que contiene a la identidad correspondead =@y v = B
asi que las transformaciones [/ € Spin(2,1) son de la forma
F=l2 BY. o jaf~[HP =1 (55)
5oa) |

Como es facil ver, las matrices (55) satisfacen

Uf(é u?){!:(é _?) (56)

y forman un grupo, el cual se denota como SU(1,1) (en general, SU(p,q) es el
grupo de las matrices complejas de orden p + q, con determinante igual a 1, tales
que UTIP',,(-’ = I, 4. donde I, ; es una matriz diagonal con p 1’s y ¢ (—1)’s). Como
consecuencia de la Ec. (56), para un espinor (53), |¢1]> — |¢2|? es invariante bajo
las transformaciones (55).

Si en lugar de la Ec. (54) se escribe

—_

uv = §(e,unu F nyﬂy = 2":;"»% (57)

donde £, = r;",+ci, ny = cﬁ ﬁc?‘, by = c,‘, ysehacea, =€, by =nyye,=kyenla
Ec. (47), siguiendo un procedimiento similar al indicado anteriormente se halla que,
de acuerdo a esta eleccién de las v,,'s, las transformaciones espinoriales que corres-
ponden a SO(2,1) son matrices reales 2x2 de determinante igual a 1 (que forman el
grupo SL(2, R)) o matrices imaginarias puras. Resulta asi que Spin(2,1) también
puede identificarse con SL(2, R), indicando que SU(1,1) y SL(2, R) son grupos
isomorfos. Las transformaciones de SL(2, ) al actuar sobre (53) dejan invariante

a 1'(5:_,(:51 — 3102)

¢) Espinores en espacios de dimension |

En dimensién 4 existen tres posibles signaturas esencialmente distintas. Debido a sus
aplicaciones en las teorfas relativistas, el caso mas importante es el de la signatura
Lorentziana: (+ + +—) o, equivalentemente, (+ — ——).

En todos los casos con n = 4 el espacio de espin es de dimension 4 y, de acuerdo
a (27), las v,’s pueden escribirse en la forma

0 0 a, b

L0 0 g 4
= f.u In 0 0
hy i, 00

=

HE (58)
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Sustituyendo (58) en (18) se halla facilmente que
fu gu) _ dy b
(h“ ) + -y a,: (59a)

29y = (aydy + dyay — buc, — cuby), (59b)

y que

donde hay que elegir el mismo signo en ambas ccuaciones. Conviene notar que la
Ec. (59a) puede expresarse como

]
f" q o a; b’_ . 0 l

donde el superindice ¢ denota transposicién.

Las transformaciones espinoriales que corresponden a transformaciones ortogo-
nales con determinante igual a +1 son de la forma

(Ui 0
’-"—(o Uz), (61)

donde Uy vy Us son matrices 2 x 2 (cf. (32)). Usando el hecho de que para cualquier
1) jue p qua
matriz 2 X 2

1
] t ?
i Ale,
(lt‘LAU ‘ (62)

asi como que ¢ = —e y €& = —1, sustituyendo (58), (60) y (61) en (30) se halla que
esta ultima ecuacion se reduce a

a, by, vy [tk By
U (Cﬂ dﬂ>uﬂ _a“(r‘, du)- (63)

e implica ademas que det U/} = det Uz, por lo que ambos determinantes deben valer
+1 0 —1. En el segundo caso basta multiplicar a U/; y Uz por i para conseguir que
sus determinantes se vuelvan +1, sin alterar (63), por lo que se puede suponer, sin
pérdida de generalidad, que det U/} = 1 = det [, :

Haciendo

U,:(f; g) ng(f_ ’{) (64)
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se halla entonces que
ay, bl‘ =1
Uy (cp d,,) v

ala, — akb, + fAc, — Brd,  —alay, + anb, — Blc, + And,
YAa, — yrby + 8Aey — 6xd,  —v0ay, + b, — 80c, + bnd, |-

(65)

Con estos resultados generales se puede considerar ahora separadamente cada po-
sible signatura.
Si la signatura es (+ + +4), g = c:‘c1 + c2 2 o c3 e + c: ¢} y la Ec. (59b)

se puede satisfacer haciendo, por ejemplo, a, = c + zr‘” by = ci ch“ = By
d, = —a, y tomando el signo negativo en las Ecs. (5'})— con lo que se tienen ya las

¥u's respecto a una base de V arbitraria. El grupo Spin(4) se identifica a partir de la
igualdad de los lados derechos de (63) y (65) tomando en cuenta que cada clemento
en la diagonal debe ser el negativo del conjugado del otro y que los dos elementos
restantes deben ser conjugados entre si. Esto lleva a § = @, v = —f, A = 7 y
&k = —0; es decir U, y U, son unitarias (cf. (51)) e independientes entre si: sobre cada
espacio reducido de espin actia una, posiblemente distinta, transformacion unitaria
y Spin(4) = SU(2) x SU(2).

Pasando ahora al caso de la signatura (+ + +—) y de su equivalente (+ — ——),
considerando esta 1ltima, la matriz (g,,) esta dada en (17) y por comparacién con
la Ec. (59b) se ve que, por ejemplo, se puede escoger a, = £, b, = m,, ¢, = 7,
y dy = n,, teniendo entonces que tomar el signo positivo en (59a). De esta manera
se obtienen, respecto a una base ortonormal donde = 45ﬂ, las expresiones

7,-=(£‘ *"[;), (i=1,2,3), 74=([} é) (66)

donde las o;’s son las matrices de Pauli dadas en (18) [cf. Rel. [5], Ec.(12)]. Usual-
mente se emplea un indice 0 en lugar de 4; la tinica razon para no haberlo hecho asi
es la de tener uniformidad con los demas casos donde y,v,...=1,2,...,n
Para las transformaciones pertenecientes a Spin(3,1) se requiere que los ele-
mentos en la diagonal de (65) sean rales (porque ¢, = €, y d,, = n, lo son) y que
los dos restantes sean conjugados entre si. Se obticne asi 7 = 8,0 =—7,k=-P
yA=ao0n=-60=7%&=fyA=—a La primera posibilidad corresponde
a la componente del grupo de Lorentz que contiene a la identidad y la segunda
corresponde a transformaciones donde el sentido del “tiempo” se invierte asi como
la orientacion “espacial”, de tal manera que det(aj;) = 1. Luego, si U dada en (61)
pertenece a Spin(3,1), de (64) y las relaciones obtenidas resulta que

Uy = (_g _g) = —elye, (67)

con U restringida solamente por det Uy = 1. En otras palabras, las transforma-



Espinores en espacios de dimension arbitraria 143

ciones espinoriales que corresponden a las transformaciones de Lorentz ortécronas
propias estan determinadas por matrices 2x2 complejas de determinante igual a 1
[es decir, pertenecientes al grupo SL(2,C)]. Aparte de las matrices €, U, equivale,
esencialmente, a la conjugada de Uy, por lo que se puede escribir: Spin(3,1) =

SL(2,C) x SL(2,C) [3.,5).

En virtud de las Ecs. (67) y (62), Uy = ((-’I]L)‘1 por lo que la transformacion
espinorial (61) satisface una relacion analoga a (56), a saber:

U*(? 6)U=(‘} é) (68)

donde I denota a la matriz identidad 2x2. De hecho, si U tiene la forma (61), la
Ec. (68) es equivalente a (67). La transformacién de Lorentz (ay,) correspondiente a
(61) se puede obtener de (63) y (65) en términos de los elementos de U;, en forma

analoga a como se obtiene (52).

En el caso de la signatura (+ + ——), g = c:‘cl], + cicﬁ - cicﬂ - c:lcf, asi que
una forma sencilla de satisfacer la Ec. (59b) es escoger a, = c‘l‘ - ci, by, = cﬁ -

cﬁ, gji = c:‘ - ci, di; = (:L + ¢, tomando el signo positivo en las Ecs. (59). De
la Ec. (65) se ve entonces que Uy y Uy deben ser matrices reales o imaginarias
puras, independientes entre si; la componente conectada de la identidad del grupo
S0(2,2) corresponde a la primera de estas dos posibilidades, por lo que Spin(2,2) =
SL(2, R)x SL(2, R). Es decir, sobre cada espacio reducido de espin actiia una copia
del grupo SL(2, R).

d) Construccion inductiva de las v, s

El procedimiento seguido en los casos tratados arriba puede aplicarse directamente
para cualquier valor de n. Alternativamente, dadas las 7,’s respecto a una base
ortonormal para un valor de n, las 7,’s para las dimensiones n 4 1 pueden obtenerse
a partir de las ya conocidas. Si el valor de n, para el cual se conocen las v,’s, es
par, ellas junto con y,41 = I satisfacen las relaciones (21) debido a (24b) y a que
I'? = +]. Las signaturas involucradas no son obstaculo ya que basta multiplicar
por +i una o varias de las 7,'s resultantes para conseguir cualquier signatura que
se desee [compdarese (37) con (44)]. Cuando n es impar, el orden de las 7,’s para la
dimensién n + 1 es el doble del de las v,’s dadas. Las nuevas v,’s, denotadas por
%u, se pueden expresar como las matrices de bloques.

7 "% : 0 1
7“=(:t7ﬂ ’B), (= Lz 5 7"+!=(;f1' 0)

[cf. (66)] y multiplicando algunas de estas por i, si es necesario, para que correspon-
dan a la signatura que se requiera.
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4. Representacion geométrica de los espinores

Los espinores, al ser elementos de un espacio veciorial, pueden considerarse como
puntos o flechas en dicho espacio. Sin embargo, en algunos casos es posible represen-
tar a los espinores mediante objetos en V' mismo. Isencialmente, esto se consigue
definiendo uno o mas vectores (o tensores) de V en términos del espinor a ser
representado y combinandolos convenientemente,

En el caso de n = 3 y signatura (+ + +), donde el grupo de transformaciones
espinoriales es SU(2), se pueden definir los vectores R y M de componentes

Ro=¢lyp, M, = ¢lenu. (69)

Para comprobar que estas definiciones ticnen sentido, hay que verificar que
las componentes asi definidas se transforman bajo rotaciones como lo harfan las
componentes de cualquier vector, Al aplicar una transformacién espinorial U/ sobre
el espinor 1, las componentes R, se convierten en ((";:"}T“,'u_(lfgi’) = r,"T[_ﬂ'Tnf,,(.fz;;
que, debido a que U es unitaria y a la ccuacién (30), equivalen a {:"f(lf’_qu,llf)rifr =
fz;:wrf;f‘yutb = ay, f,, donde (a;) denota a la inversa de la matriz (ay) determinada
por U. Similarmente, las componentes A, se convierien en YUy, Uy y usando

las Ecs. (62) y (30), esta expresion es igual a ih'el/ =1, 17y = anM,.

Respecto a una base ortonormal, con las v,'s dadas en (48) y ¢ dado en (53),
se obtiene

Ry = 2Re(4,62). Rz = 21m(¢, é). Ry = |61 = |¢of?
My = ¢% - ¢2, My = i(¢] + ¢3), My = =245,

[comparense con los renglones de la matriz (52)). De cstas expresiones se ve que

R es real mientras que M es complejo y que [R| = [¢1]> + |¢2f>, R- M = 0 ¥y
M M = 0; por lo que [ReM| = [ImnM] y (ReM) - (ImM) = 0, de hecho | Re M|
y [ImM] son iguales a |R|. Asi, cada espinor ¥ # 0 define una terna de vectores
ortogonales entre si (R,ReM e ImM) pero ¢ y —i determinan la misma terna
por lo que estos tres vectores servirian para representar a v, hasta un signo. Sin
embargo, no son necesarios los tres vectores que se han definido, sino que basta uno
de ellos y una direccién perpendicular a él (sin necesidad de especificar una segunda
magnitud). Dicho vector y la direccion perpendicular a éste pueden reunirse para
formar una bandera [3] (0 una hacha [8]) donde ¢l vector dado es el asta y la direccion
perpendicular a él determina la orientacién de la handera. Conviene tomar R como
el asta y la direccién de Re M como-aquella en la que se extiende la bandera. De
esta manera al multiplicar ¢ por un nimero complejo, z, la longitud del asia se
ve multiplicada por el cuadrado del médulo de = y la bandera rota alrededor del
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FiGURA 1. a) Representacién de un espinor por medio de una bandera. b) Banderas correspon-
dientes a los espinores base.

asta por un angulo que es el doble del argumento de z. Lo anterior puede verse
facilmente si 1 se parametriza en la forma (8]

I’} - +9)
1,!"= \/ECOS EC e : (71)
\/ﬁscn g-e‘

donde, como se ve sustituyendo en (70), ?,0, ¢ son las coordenadas esféricas usuales
de R mientras que x es el angulo entre Re M y la direccion en que # aumenta con
Ry ¢ fijas (Fig. 1a).

De acuerdo con lo anterior, el efecto de rotar la bandera (junto con el asta)
equivale a transformar al espinor. Existe, sin embargo, y es inevitable, la ambigiedad
debida a que cada bandera corresponde a un espinor y a su negativo. Desafortuna-
damente, la suma de espinores no tiene una representacion simple en términos de
las banderas correspondientes a los sumandos, a diferencia de lo que ocurre con la
relacién entre vectores y flechas. ,

En la Fig. 1b se muestran las banderas que, de acuerdo a (70), corresponden a

los espinores base
1 0
(6) » () ™

El efecto sobre estas banderas de una rotacion alrededor del eje z equivale,
debido a lo expresado arriba, a multiplicar ¢l espinor por una fase; por lo que los
espinores base (72) son espinores propios de las rotaciones alrededor del eje z. En
forma similar, los espinores propios de las rotaciones alrededor de cualquier eje son
aquéllos representados por banderas cuyas astas coinciden con el eje en cuestion.
(Comparese este procedimiento con el seguido en los textos de mecanica cuantica,
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o

FIGURA 2. Representacién de un espinor reducido para la signatura (4 — ——). Todas las astas se
encuentran en uno de los dos “conos de luz”. La parte espacial es como en la Fig. la.

e.g., Ref. [9], secc. 5.) En el caso n = 4 con signatura Lorentziana se tiene una
representacion geométrica similar a la anterior, en términos de banderas, para los
espinores reducidos con la diferencia de que ¢l asta es un vector luxoide, i.e., el
producto interior consigo mismo vale cero (Fig. 2). El cnadrivector real que define
el asta es

. 0 1 e
In = d‘f (] 0) Yuibs (‘3)

donde ¢ es un biespinor. Comparando la Ec. (73) con (66) se ve que, equivalente-
mente, se podria escribir j, = 1;,’)1'747,,1,1!, que es la expresion que se da cominmente
para la corriente de probabilidad en la tcorfa de Dirac. Sin embargo, debido a la
presencia de 44, pareceria que la definicion de j, no es covariante, al distinguirse
una direccion de las demas. Es mas bien casual el que 74 coincida con la matriz que
aparece en la ecuacion (68).

Aunque usualmente se indica (y se demuestra) que las j,’s son las componentes
de un cuadrivector [10], solamente bajo las transformaciones (propias o impropias)
que no invierten el sentido de eq, las j,'s se transforman como las componentes
de un cuadrivector. La demostracién es analoga a la dada a continuacién de (69),
usando la propiedad (68).

El que las j,’s no corresponden a un cuadrivector ordinario puede verse también
de la siguiente manera: usando las Ecs. (58) y (59a) con la eleccién hecha en la
seccion anterior y denotan o a las componentes de ) como 1y, s, 33, 4, se halla
que

i = P 10a )t (o1 2 4+ || g+ (g s = 2 Y+ (b3 —oifr )y, (74)
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por lo que la cuarta componente de j, (la componente “temporal”) tiene el mismo
signo que el de las cuartas componentes de £, y n,, para cualquier 3 distinto de
cero. Es decir, existe una asimetria implicita en la definicidn (73) que distingue un
sentido en la direccién de ey.

De la definicién dada a continuacién de (17), se deduce que g"*¢,n, = 2 y
g""my,m, = —2, con todos los demds productos interiores entre uny,my, y My,
incluso con ellos mismos, siendo cero. Por consiguiente, de (74) se obtiene

9" judv = 4(%al® + 1931 (19 + [0al?) — 4(Pyth — Py3b) (Paths — Pathr)
= 4[thy3s + Porpal* > 0

(esto significa en la teoria de Dirac que la corriente de probabilidad no es espa-
cialoide). Para un espinor reducido solamente se tienen 1 y 13 o 3 y 4; asi
que, de acuerdo a la tltima ecuacién, las componentes j, definidas por un espinor
reducido forman un cuadrivector luxoide que sirve como asta para la bandera que
representa al espinor reducido. Las componentes ji,j2,j3 dadas por (74) y (66)
cuando 13 = 0 = ¢4, coinciden con las R,’s dadas en (70) con 11 y ¥ en lugar de
@1y @2, respectivamente.

La definicién de la direccién en la que se extiende la bandera no es tan directa
como en el caso anterior. Debido a que no se puede construir un segundo cuadrivector
a partir de sélo un espinor reducido, conviene considerar un tensor antisimétrico de
rango dos como

S = qbte(CﬂDu -CyDy)e, (75)

donde ¢ es un espinor reducido con las componentes 31 y 19 de 1, € es la matriz
definida en (60) y Cy, y D, y son los bloques 2x2 fuera de la diagonal en la matriz 7,
(Ec. (27)). Usando las Ecs. (60), (62), (63), el hecho de que bajo transformaciones
propias, ¢ se transforma mediante Uy y que, si las transformaciones no invierten el

sentido de e4, Uy = (Ul]L )~! se halla que bajo tales transformaciones, las componentes
fuv se transforman como las de un tensor antisimétrico.

Como puede verse por un cdlculo explicito, f,, es de la forma fu, = jus, —sujy,
con s, definido hasta un miiltiplo de j,; es decir, s, puede reemplazarse por s, +Aj,,
manteniéndose valida la ecuacién anterior. De hecho, usando (66) se halla que una
posibilidad es

2M;

e T+ Al (1=, 2.3}, s4 =0,

donde las M;’s son precisamente las dadas en la Ec. (70). (Nétese que j, y s, son
ortogonales entre si.) Claramente, puede tomarse la parte real de s, para indicar la
orientacién de la bandera, de tal manera que al suprimir la cuarta componente se re-
cupera la descripcién tratada al principio de esta seccién. Una derivacién alternativa
de estos resultados puede hallarse en la Ref. [3].
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Similarmente, en otros casos, se pueden construir vectores o tensores para repre-
sentar a los espinores, teniéndose como guia la covariancia de tales construcciones
para lo cual se requiere identificar al grupo Spin(p,q) correspondiente. Como un
iiltimo ejemplo, en el caso n = 3 con signatura (+ + —), donde el grupo Spin(2,1)
puede identificarse con SU(1,1), en vista de la Ec. (56) las componentes

Lpzdﬁ(é _?)vﬂw

se transforman como las componentes de un vector bajo las transformaciones orto-
gonales propias que preservan el sentido de ej3.

5. Comentarios finales

Los resultados presentados aqui muestran varias diferencias entre los casos de di-
mension par y los de dimensién impar. Contrariamente a lo expresado por otros
autores (Ref. [9], secc. 4), no todos los resultados validos para n par se aplican para
n impar.

En la relatividad especial o gencral, el formalismo espinorial presenta muchas
ventajas sobre el tensorial debido a que los espinores reducidos tienen, en este caso,
solo dos componentes y a que el grupo Spin(3,1) corresponde esencialmente al
grupo SL(2,C) (Refs. [3-5, 11]). Otro ejemplo de la utilidad de los espinores puede
hallarse en las Refs. [12, 13], donde se cvalia la funcién de particién para el modelo
de Ising bidimensional por medio de representaciones espinoriales.
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Abstract. The definition of spinors for spaces of any dimension and
signature is presented starting from the corresponding Clifford algebras.
The cases of dimension two, three and four are treated explicitly, cons-
tructing the representations of the Clifford algebras and pointing out the
homomorphisms of the groups involved. The geometrical representation
of the spinors is also included for some cases.





