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Resumen. Se presenta la definición de los espinares para espacios de
dimensión y signatura cualesquiNa a partir de las álgehras de Clifford
correspondientes. Los casos de dimensión dos, tres y cuatro se tratan
en forma explícita, construyendo las representaciones de las álgebras
de Clifford e indicando los homomorfismos de los grupos involucrados.
Se inrluye también la repf('s('ntación grom<Ítrica de los espinares para
algunos casos.

PACS: 02.10.-v; 02.20.Qs

1. Introducción

Después de que en 18,1~~\V.H, Ilamiltoll hallara los cuaterniones, habiendo buscado
por varios años un sistema numérico donde la multiplicación representara rotaciones
en el espacio de manera análoga a COIIIOla lTlultiplicación de nümeros complejos
corresponde a rotaciones ell el plano, durant.e la segunda mit.ad del siglo XIX se
investigaron otras variedades de "hipcrnümcros". Los cuatcrniones constituyeron
un primer ejemplo de un álgehra COI!propiedades similares a las de los números
reales y a las de los complejos, con excepción de la conmutatividad en la multi-
plicación. Alguna.'i de estas ext.ensiones fueroll illv<'stigadas por \Villiam Kingdon
Clifford (1845-1879), quien, por 187:~,obtuvo 1111 tipo d(~hiperrn'IfIlcros que llamó
bicuaterniones y en un articulo publicado en 1878 introdujo las álgebras que llevan
su nombre [1]. Las álgebras definidas por Clifford tieuen llllid¿Hles 1, el, ... , e'l tales
que ef = -1 (en forma similar a 'como en los lIIímcros complejos se tienen unidades
1 e i con i2 = -1), con la condición adi('ionai de quc C¡Cj = -CjC¡ para i f:. j} pero
suponiendo asociatividad para la 111tI1ti pi icari()Il.

En la física, la." álgebra." de Clifford aparecieron ('n COTlnamás o menos cxplícita
en 1928, cuando Dirac obtu\'o su ecudci()1l para el c1(~ctrón en el contexto de la
mecánica cuántica relativist.a. La fIlIlCi{)lId(' oncli'\ del e!('ctróu es} en la teoría de
Dirac, un espinor (o, más propiamente, 1111 bicspinor) con cuatro componentes com-
plejas que bajo una t.ransformación de Lor(,lIt.z.se transforman lillcahncntc - aunque
no corno un cuadrivcctor. De h('ciJo, SOllprecisamente la.,;propiedades de transfor-
mación de las funciones de onda la,sqUl' determinan el que las partículas (o campos)
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dc:-;nitas por ellas tengan un cierto ('spín. llásicalIlelllf', los espinores son objdos
(que forlllilTl un espacio ,"eetorial eomplf'jo) sobr(' los cuales pueden rcpresentarsf' en
cierta forma específica las "rotaciones" CIl algtÍn espacio . .\Iás precisamente, dado
un e~pacio wctorial con producto interior silllf.t rico, los espinores correspondientL"S
forlllan un espacio wctorial complf'jo sobre el cllal el álgebra de Clifford asociada
a dicho producto interior achía lillC'ill e irl'l,dllciblt'ITlf'lItc. " pesar de lo complicada
<¡ue p11('de parecer esta definición, ell lo qlW sigue se trat •• de explicar su contenido
suponiendo cOllocidas algunas nociOlles J¡;ísiCi1S qlW S(' emplean corminlIlcnte en
varias án'as de la física, como son la ddinici{lll de grupo, algunos resultados de
álg('bra litl('¡¡[ y los conceptos e!Clllell\.;-t1l's ¡¡("('ITa del álgebra de Lie asociada a 1111

grupo formado por matrices.
Como pucde deducirse de lo Yil expn'sado, ('xistcn f_spinorcs para cada di-

mensión; los CilSOSmás conocidos dehido a !'i1l relación con las ecuaciones de la
mecánica cuántica para el electrón 110 p'liltivisla y relativista corresponden a es-
pacios de dinwnsión tres y cuatro, rt'spcdi\"illllf'nte. Sin embargo, otros casos no
están desprovistos de illteri~s físico; ('11 algullas f('orías de partículas ('Ielrwntalcs
desilrrolladas recientemente se consit1('ullI espacios de dimensión mayor que cuatro,
empleándose los espinorcs corrcspondien!t's para representar diversas partículas.

A<h'miÍ.s de que la literat mil i1CerCil dI' los ('spinorcs es relativamente escasa,
particularmcnte a nivel f'lclllf'lItaL ITlIH"!Josde los lextO!'i dI' mecánica cuántica que
triltan ('stc tCIn;1 contienen di\"('rsos e!Ton's o carecen de definiciones precisas. En
este llrtículo .'i(~ presenta la d('finici{ltl algl'hrilica de los espinares basada en las
álgebras de Clifford que es, de hecl1o, liI forllla como se introducen usualmente
los espinores ('Il la ecuación de Dirac En la sección 2 se exponen algunos hechos
básicos relativos a los grupos de rotaciolles, est.ilblcci('ndo parte de la notación que
se ('Illplea en lo sucesivo. En la sección :1 se definf'1I las álgebras de Clifford y los
cspinores, (~nllrKiando varios resultados gcnera I(,s y tratando en forma explícita todos
los casos de dimensión dos, t res y cuatro. En la sccción .1se presenta la representación
geométrica que puede darse a los espinorf's <~nciertos casos de interés. A diferencia
del enfoque encontrado usualmente, ('11 (~st(' o'lrtículo se hace énfasis en los grupos en
lugar de Ia.s álgebras de Lic correspondicntes, evit<índosc así el uso de la exponencial
y las limitaciones de ('sta.

2. Preliminares

Sea V IIn ('sp;l('io vectorial real de dimensión finita 12 con un producto interior
(bililll'<ll, sim/'trico y 1\0 Hinglllar) d",".nido <'lJ /'1. Hl'H(l<'cto a una base cualquiera de
V, {fl¡} ;:=1' dicho producto interior est.á dderlllillado por una matriz (9p,,) cuyo
elemento 9¡111 es igual al producto interior de C-Il por e" (lo cual puede expresarse en
la forllla 91111 == (e¡l,e,,) 09,111= c¡J 'c,,); la simetría (o conmutatividau) del producto
interior equivale entonces a gJJI' = g"JH Y el que no sea singular corresponde a la.
condición det (91111) =f O. La base {e,,} es ortogonal si y sólo si la matriz (gp,,) es dia-
gonal y ('11 tal caso ninglÍn elemento de la diagonal puede valer cero (ya que de otra
manera dd(g'J") sería cero). aunque plwdcn apan'cer tanto valores (estrictamente)
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positivos como negativos, siendo el Iltímcro de unos'y otros illdcpendicntc de la base
ortogonal que se escoja, La ,<;ig'HJtlJI'O del producto illteriol' está determinada por <'1
número de elcmentos mayores que cero y de los menorC's que cero que aparecen en la
matiz (9111I) uIla \'C'.l diagonalizada. Esta característi('a del producto intC'rior puede
representarse por el símbolo (+ ... + - .,' -), donde la cantidad de signos "+" y
"-" es igual. respectivamente, a la de elcmcntos positi\'os .Y de los negativos que
aparecen en la matriz (9/lll) diagonalizada. El producto interior usual de 12" tiene
signatura (+ + ' , ,+), mientras que en el espacio de ~lillkO\ ••.ski de la relatividad
especial se tiene un producto interior COIl signatura (+ + +-) ó ,equivalent(:melltt"
(+ - --).

Una transformación ¡¡liPa 1 A, de V en sí mismo, ¡¡n'serva el producto interior
si (!lu, Av) == (tt, v) (ó ,tu' Av == u' v) para cualquier par de veelores u, v de V,
Como es fácil constatar, estas transformaciones forman UI1 grupo con la operación
de multiplicación (composición) usual, el cual se dcnomina grupo ortogonal (de V).
EIl el caso de fi;!n con Sil producto interior usual, el grupo ortogonal ('suí formado por
todas las rotaciones rígidas alrededor del origen, por las rdlpxionf's sohre hil)('rplano~
que pasan por el origen y por las composiciones de <lmhils. En el Cil..<:;() del espacio
de ~linkowski, el grupo ortogonilJ es precisamente el grupo de las tran~forlllaciolles
de Lorentz. Los grupos ortogonales para espacios de la misllla dilllensión y de la
misma signatlll'a (o de signat.ura equivalente obtenida cambialldo cada signo pOI' su
opuesto) son equivalentes (isolllorfo~) cntr{' sí, por lo que pucd('1l identificarse pOI'
el símbolo O(p,q), donde p y q indican cuánt.os signos "+.. Y "-" apar('cell en la
signatura de V, o al revi-s (nótese que JI + q = 11). Si J) Ó q \'¡dcn ,ero, 1,1 grupo
ortogonal sc denota simplcJllcntc por 0(11).

Una \'('z que se ha escogido una hase {('J'} para F. cada transformación lineal
A. equi~'ale a ulla matriz cuadrada real (a;:) definida por A'/l = a~(II' donde, como
en lo ~ucesivo, hay suma implícita sobre cada índice quc aparece repetido I'n un
mismo término. Debido a que 9/H' =: (/' . (11' 1<1 tl'ansforll1ilCión lineal A pertellece al
grupo ortogonal de V si y sólo si

es decir,

Una transformación ortogonal illji"ih ..•.i1llal, ('S decir, ("('I'can<l a la id('ntidad,
corresponde a una matriz de la forma

donde b; es la delta de i\ronecker y los ~;""~I SOIl <'irll)(,lJtos dI' una matriz cuyos
valores absolutos son Illucho menol"Ps qlll' l. Sustituyendo (2) ('1} (1) Y cOllservando
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sólo los términos de priml.-l orden en los ~w~ se tiene

(3)

donde

(4 )

Eslo significa que cuando los índices de ~w se colocan al mismo nivel se obtiene
ulla matriz antisimétrica n x 71, indcpcndi('lltcm('ntc oe cuál sea la signatura. Por
lo tanto, el álgebra de Lic del grupo ortogonal, formada por las matrices (.ó.w~)
equivalt. al conjunto de matrices antisilllétricas n x 1l (ya que de la Ec. (4) se obtiene
.ó."",.r: = g¡J(J~w¡Jv, donde (g/W) denota la matriz ill\'(:,rsa de (g¡!lv) y, debido a que
cada matriz antisimétrica nx n liene Il(n-l )/'2 elemcntos indcpendientes, el álgebra
de Lie del grupo ortogonal tiene dilTlcTlsiónII(n - 1)/2.

La antisimetría de ~"""¡Jv implica la idC'ntidad

Por consiguiente la matriz .ó.w =: (~w~J pucde expresarse como

1 ""~w == -L\w~ 1'. ,2 ,...

donde las matrices Jp(J están definidas por

(5)

(6)

(i)

Las n(u - 1)/2 matrices Jp<'1 COII P < (1 forman \lna base para el álgebra de
Lic dd grupo ortogonal, ¡.t" son una ha~(' para las matrices L\ ••....[De (i) se ve que
Jpt1 = _I(JP, por lo que las matrices restantes J"", con p > (1, pueden expr('~arsc en
términos de las ya indicadas.) Oc hecho, la expresión (6) equivale a

t,,,, =L t,"'r" 1"".
r<"

(8)

Si (tlll/.1) es diagonal, la matri7, fP" es la ,l.!;I'lleriHlorilinfinitesimal de \lna transfor-
maci6n que sólo afecta al subespacio de V generado por ep y eu; esta transformaci6n
es una rotación en dicho plano si gpp y g(J(J son del mismo signo, mientras que si
gpp y 9(J(J tienen signos opuestos entonces lo. trallsformación es análoga a una de
Lorentz propia.

Un cálculo directo, usando la definición (i), ))(,Vili\ las relaciones de conmutación

(9)
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independientemente de la signatura y de que (9",l') sea, o no, diagonal. En el ca...<¡o
de R3, una rotación en un plano es una rotación alrededor de un eje perpendicular
a ese plano; por lo que en lugar de un par de índices en ¡PU, basta un índice para
especificar una rotación alrededor de uno de los \'ectorcs base. Usando una base
orto normal y denotando a ¡12 por L3 y a las demás en forma cíclica, de (9) se
obtiene

[ 23 31] '1[LI,L,I = 1,1 = 1 = -L3, (10)

que corresponde a las bien conocidas reglas de conmutación del momento angular.
Para obtener una concordancia completa con la forma en quc se expresan usualmente
estas últimas, hay quc haccr ¡12 = (i/h)LJ Ycíclicamente las restantes.

Tomando la cxpolHmcial de las matrices o.w se obticnen transformaciones orto-
gonales finitas las cuales, debido a que la. lraza. de D.w es siemprc cero [Ec. (5)],
lienen determinallte igual a 1; por lo que forman parte del subgrupo SO(p,q)
[= {A E O(p,q)ldet A = [JI del grupo O(p,q), aunque no siempre constituyen
todo ese subgrupo.

Para concluir esta sección se indica una forma de expresar a la matriz (gIJl') en
términos de las componentes de los vectores de una hase de V. Este procedimiento
es muy tÍtil cn la relativida.d general y se cmplea tamhién cn las teorías de partículas
elementales donde se trata de unificar a.l campo gra\'itaciollal COIl las demás inte-
racciones fundamenlales. Se introduce una base {BCI }~=I'etiquetada por índices
latinos, la cual puede estar formada por "eelores complejos. La única condición que
se impone a esta base es que la matriz (11ab), dada por '1ab == aa . ab, tenga alguna
forma especial (e.g., diagonal con l's y (-I)'s a lo largo de la diagonal).

En términos de una base cualquiera {ell}, los ,"cctores Ba pueden cxpresarse
como

donde los c~ son escalares-las componentes de los vectores 0a en la base cIJ' Por
consiguiente, '¡ab = Da' Db = C~CII' c¡;cl' = c~cbelJ' el' = C~C¡;91'l" i.c.

de donde se obtiene la expresión

(13 )

con (c~) la matriz inversa de (c~). Así, la Ce. (13) da la matriz (g",l') respecto a una
base arhitraria en términos de las compúnentes c~.

I~r ejemplo, si {aa}~=1 f'S una baseortonormal de I¡;f\ ('ntonces 11ab= aa.iJb = bab,
y de ([3) se oLticne

(14 )
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( 1'> )

En ('1 caso del espacio deJ..linkowski, suponiendo qlle la signatura es (+ - --),
SI' puede escoger lIna base {D(l}:=1 de tal 111;\1 ll'fil qlH' ('Jllb) sea una matriz diagonal
COII -1,-1,-1,1, a lo largo (le la di<-lgoll,,1y f'lIt.OIt'('('s, (l(~ la Ec, (l:J), se t¡eJlf'

( 1(;)

qlH~equivale a

(17 )

donde ahora 11I¡1 ;::;: -e;. + ic~. (J' ;::;: e), - cl~' '111 :::::r;11 + c~. Los clladri\'('ctor('S

(11.111/" mil y 1111 SOIl. salvo por UIl fildor v:i. los df'llll'lltos de una tétnula de las
empleadas 1'11 1,1formalismo de' 0('Wlllall y Pl'lIl'ose di' la relatividad general 12,:1].

3, Representaciones de las álgebras de C1ifford

Sea (!lIIV) lit mat.riz correspolldiclll(' ,,1 ])1'1)(111('10 illl('rior de un espacio vectorial
V respcdo a lIJlil has!' arhit.rilt'ia {f'II}' El iÍlgf'hra dI' Clilrord asociada a V ('stiÍ
geIll'rada por las unidades 1,)'1"" .'"'(", las Cllitll's ciel)('1l satisfac('f las relacioll(,s

(18)

donde I ''s la identidad bajo el producto. r\óksl' <jllf' si (gil") es el negativo de
lit matriz identidad se obtienen las rt'laciollf's 11Il'lwiolladas en la introducción, Los
('lell](,lIlos del álgehra SOIl las cOlllbillil('iOlH'S lilH'itles (1(' l<-lsullidades 1, 11, .. " ')n Y
de todos los posibles productos de ('stas IIl1idadl's.

Debido a (18), la dimensiólI del álgehra ('S. ,1 lo más, :211• La forma usual d(,
illterprctar a las ')'JI 's es considerarlas como OI)('I"i'l(lo]"('slineales <¡ue actúan sobre
alglín espacio v('ctorial complejo o, er¡uivalclI!<'llH'llle, como matrices; lo que significa
obtener UIlit r('prcscntación lilleal del álgd¡ril. Dicho ('sp<lcio vectorial será el espacio
de los espinares, que se dellotará por S, si ('S <¡I](, d álgebra de Clifford actlía
irreduciblcmcnte sobre él. Esto significa qnc 110 debcll existir subespacios (propios)
dI' S 1alt.s qlle bajo la acci()n de J.'l.S/j.'5 Y dí' sus productos permanl'7,can como
pilt'te d(~ellos mismos (¡.c., sean invariant('s); ('11ot ras palahras. cualquier subespacio
propio de S, bajo la acción dc las '"'(jl'S o di' sus productos, debe mezclarse con el
J'('sto de S.

Una consecuencia de la irrcducihilidad de 8 hajo la acción del álgebra es que
cllill<¡lIicr t.ransformación lineal que conlllllk ("011todos los elementos del álgebra
dl'lw ser rll1'litiplo de la idelltidad. La validez. dt' ('S\(' resultado, que es parte del
llamado lema de Schur. sigue de la sola irr('c1l1cihilidad, independientemente de
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cualquier estructura algebraica que el conjunto d(' opera.dores pueda tem'r, pero sí
requiere de que S sea un espacio \'('ctorial complejo. Una demostración de este hecho
es la siguielltc. Si {IJ¡) ('s \In conjunto de ol)('ra<lol'(,s lillC'ales que actua irreducible-
mente sohre S y A es un operador que conmuta con lodos los !Ji 's, entonces elnüc!ro
de A, ker A=:{ v E Sl,\v = O}. es un subcspacio de S in\"ariantc bajo la acción de los
!JI 's, ya <¡Hesi v E ker A también !Jit. E kcr ,\ dehido (1que AB¡v = ll¡Av = HiO = O.
Por la supuesta irr('ducibilidad, ker A dch(' ser todo S o el sub<'Spacio que consta
sólo dd vector cero; en el primer ('aso ,\ = O (y por lo tanto, trivialmente, A es
múltiplo de la identidad), mientras que en el scgundo caso sólo se puede concluir
que A tielu' inverso. Sin embargo, con.sil1l'rando ,\ =: A - >./ donde / denota al
operador identidad, y escogielldo >. de till manera que del ,1 = det(A - >'l) = O
(j.e., >. es un valor propio (!f' A), dado que también Ji conmuta con los !Ji'S, como
en el caso de A, ,1 debe ser cero o debe ICller in\"crso. Esta líltima posibilidad está
excluída porque del ,1 = 0, por consiguiente ,\ = 0, es decir, A = >./. Nótese que,
en gelleral, >. es complejo.

La importancia de los espinon's está rdilcionada COII la siguiente proposición,
la cual establece que ell el t'spacio de los espillores (o fspacio de espín) S, asociado
a 1111 espacio vectorial V con producto interior, se t¡('!lC de manera natural una
representación del álgebra de Lie del grupo ortogonal de V.

Pl'Opo.<;iciÓ1l. Los opt'fa<!orcs

1
'\1,,,. = - !J,.. )v].1

satisfacen las relaciones de conlllutación (9).

Prueba. Usando Ia.<¡relaciones (18) y la definición (19) sc tiene:

1
[.Al/lv, IP] = ;¡bllllllP -III)IIIP - IP)I.IV + IPIVI/J)

es decir

(19)

(20)
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Por consiguicnte, usando la identidad de .Jacobi,

[M.v,Alp.] = ¡[M.",l1p".]] = HM""".],,.] + ¡¡,p,[M."".]]

= H9".["" ,.]- 9"pl,",,.] + 9".l1p",,) - 9•• I1.,,"]}

Comprobándose así que los operadores MIH" que actúan sobrc el espacio de espíll,
ticncn las mismas reglas de conmuLación (PU' los opNadores I¡HI que actlÍan súbrt~ \1.

De hecho, el grupo ortogonal de \1 (o \]11 SU1Jgrllpo de (;5t(') puede rcpreselltar~e
por un grupo de transformaciones sobre S. Pilra mostrar que es así, se requiercn
algunos resultados que se presentan a cont illllilción.

~Iucllos de los cálculos involucrados ('1] lo <¡ue siguI' se simplifican cÚllsider,l-
blemente al empicar bases ortollormale .••, f('spedo a las cuales (g/IV) ('s una matriz
diagonal con l's y (-I)'s a lo largo (le la diagonal, dcpendicndo de la signal.ma. De
la Ec. (18) se ticnc entonces

(21 )
,

La primera de las igualdades antcriof('s illlplic;l qlH' cado/II tiellf' inversa, (,1,)-1 =:
I/J" Y que los valores propios de "/¡I son ::i:1 o :i::i. I)e la segunda igualdad en (21)
(válida p,lra 11> 1) se tiene entollc(,s Ile =: -II'/I,h,,)-1 de donde, tomando trazas,
resulta tr 11I =: - tr 1jJ., por lo que

trile = O (22)

Como consccucncia de lo anterior, da(lo (1'1(' la traza es igual a la suma de los
valores propios, la dimensión del espílcio sobre el cllal achían las 1jJ.'S debe ser par
-sin importar si la representación del álgehra de Claronl es reducible o irreducible.
Esta última conclusión se obtiene más rápi<ioTlwnte tomando determinantes en lugar
de traza. .•,

Respecto a Hila base ortoIlormal S(~ddilw

En el caso de la teoría de Dirac, r es esellcialmente lo que se denomina ,5. Dc las
Ecs. (21) se encuentra fácilmente que

r'll = l/Ir, SI 11('5 Impar, (2.la)

(24b)
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y además

r2 = ,1/2" '/fI,1/2" ',,,

= (-1 ),,-1 ("1'1)'(-l)"-'h,)' ... (-1 )h,,_¡)2h,,)2

= (_I)"("-I)/2(_I)"-P/,

donde 11 es el ntímero de 1 's es la matriz (g¡u;) diagonalizada. Así pues, el cuadrado
de r f'S ::f:/, por lo que sus valores propios son ::f:1 o ::b.

En el caso en que n sea impar, de la Ec. (2,ta) se deduce que r conmuta con
todos los elementos del álgebra, y si la representación del álgebra de Clifford es
irreducible entonces, por el lcma de Schur, r dehe ser Imíltiplo de la identidad:

l' = ",1 o ",i1 (11 impar). (25)

Esto implica, debido a a la definición de l' y a (21), que cualquier producto de
1,.'5 distintas es proporcional al producto de las 11I 's restantes, por lo que la re-
presentación del álgebra de Clifford sólo tiene 2,,-1 unidades (o elementos base)
linealmente independientes (véase, e.g., el caso n = :1 'lile se trata más adelante).

Cuando n es par, de la Ec. (24b) se deduce que r = -IPl"'(;p)-I, por lo que
tr r = O, nuevamente sin importar si la rcpn>sentación es reducible o no, y dado que
los valores propios de r son :f::1 o :f::i, en \lila base donde r sea diagonal, ordenando
adecuadamente los vectores base, l' tiene la representación

"'i(1 O) (11 par),O -1 (26)

donde la rs y los O's son matrices de or<!l'1l igual a !;¡ mitad del orden de r. Por lo
tanto, el espacio de espín, S, se descompone en dos slIbcspacios de dimensión N/2,
siendo N la dimensión de S, llamados c8ptlcios reducidos de espz'n [,1], los cuales
se definen como los subcspacios propios de 1'; cada 11110 de estos subespacios está
formado por todos los vectores propios de l' correspondientes a cada uno de los dos
valores propios de r. En el caso de la tcorí;¡ de Dirac, la descomposición del espacio
de espín en los dos espacios reducidos de espín corresponde a la descomposición de
un espinor en sus partes "'derecha" e "'izquierda" [5].

Sustituyendo (26) en la Ec. (2,1b) se halla que las 11' 's deben tener la estructura
de hloques

(Oc,.)'/1 = Dp. O (11 I'"r), (27)
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en una hase donde la Ec. (26) sea válida. I.m'.J;;o, las III'S apli('an un espacio n'ducido
de espín sobre el otro. De la primcra ('('Ilación ('n (21) se obtiene entoll('es que
D" = :l:(C,,)-'.

En UIl acentuado contraste COIllo qllf' ocurr(' Cll el caso de los grllpos (finitos
incluso) y de las álgebras y los grupos de Lif" dOIl(I('existen varias rcpresentaciolll.'S
irreducibles no equivalentes entre si (y fW(,II('lIl(,llwllte inllnidades oc ellas), para
1111 álgebra de Clifford cxist(', escllciallllclllf" ulla sola representación irreducihle.
I\fás precisamente, cua.lesquiera dos n']lH's('ntaciolH's irreducibles son equivalentes
entre sí, o equivalentes salvo quizá un sigILOcuando 11 ('s impar.

Este hecho tiene la siguiente impliCiKióll: d¡ula una representación irreducible del
álgehra de Clifrord generada por las ')¡l 's, para clIalquif'r transformación ortogonal
A de V, representada por la matriz (t1~), las 11,'5 definidas por '1/1 == a~/v dan una
segunda representación irreducible d(,1álg('hra, ~"aque por (1) Y (18), 1'l'1'v + 1'V1"l =
a~a~(¡p)'" +),,)p) = 2a~a~g(l<11= '2g"vl. Por consiguicnte, debe existir un operador
lilleal, lJ, de S sobre sí mismo tal (PI(' i'l = U)¡IU-I o, posiblemente, cuando n ('S

impar, 1¡l = -ViIIU-I, es d('cir

(28)

donde V es función de la transforlllaciún ,1 ('11 ("\l('st.ión: lJ = V(A). Cuando H ('s
impar, restringiendo A a algún suJ,grupo apropi¡ulo dd gmpo ortogonal de V (c.!/.,
a SO(;~) el1 ('1 caso V = Ufl) se cOllsigu(' que la Ec. (28) sea válida con el signo
positivo, de t.al mallera que para clléllqllin valor de' 11,

(29)

Sin embargo, U(,1) no está determinado uní'.OCtUllf'lIt('sino que está definido hasta
UIl factor (complejo) distinto de c('ro; i. ( .. Ir ( ;\) pnl'cll' rN'mplazarse por .xV (.r1), ("on
). 1:- O, manteniendo ,.álida la Ec. (29). Parlf' dI' ~'Sta élmbigüedad puede eliminarse
imponiendo que del U(.r1) sea igual él l. qlle'dando sol<llllcnte la libertad de inter.
cambiar V(A) con -U(A). (Dehido a qll!' la dill1l'IlSión ele cualquier representación
del álgebra es par, det[-U(A)) = det 11(,\).)

Si ahora se considera una segunda triillsforllliici()n ortogonal, R, para la cual el
análogo de la Ec. (29) tamhién sea v¡¡lido. ('l1tOI\('('$

a~b~l"= b~{[U(A)hr[U(Alr'} = [(I(,\)JI'~lrl{I(Alr'

= [1I(A)] {[U(IJ)h"IU(lJ)r' } [U(,llr I = [U(A)U( ll)h,,[U( A)U( IJlr I,

lo clla\, c1f'hido a que ((l~b~) ('s la [l'pn'sl'nlacic'1I1 malricial d(' AH, implica (jite las
transformaciones ortogonales para las cl1al('~ SI' ("lImpie la Ec. (29) efectivamente
form;lll un grupo y que U(A11) debe coincidir COllU(,1)U(lJ), o con Sil negativo.
Por lo tanlo, excepto por la alllhigiit'ciad 1'111'1sip;no,los operadores U(A) darían ulla



Espinare, •• (n cSfHu'ias de dimensión arbitmria 133

representación del grupo ortogonal de V (o de UIl sl1hgrllpo de ést.e) en el espacio
de espín,

Para evitar el tener una representación bil'(Jfllada del grupo ortogonal de V,
conviene proceder en la diwcción contraria a la <¡ue llevó a (29). Sea G el conjunto
de todas la., transformaciones linea1cs, U. de S sobre sí mismo con det U = 1, tales
que exista una t.ransformación lineal de \l. reprcsentil.da por (a~). con

(30)

donde ahora (a~) está determinada por U. Es fkcil \'cr que (; es un grupo y que (a~)
es, automáticamente, una t.ransformación ortogonal ya quC', usando (30) y (18),

Por otra parte. de (18), Uhv'''v + IVI/I)U-I = U(2g/lvl)u-1 = 2g/,vl, luego:
a~a~gl'(J" = g/IV que, de acuerdo a la Ec. (1), caracteriza a una transformación
ortogonaL Claramente, si U E e, entonn's (-lJ) E G Y a ambas les corresponde
la misma transformación ortogonaL AdclIlá$, la aplicación que envía U E G en la
transformación (a~) dada por (:30) L'S una represcntación de G.

Usalldo ulla base ortonormal de V, donde (21) es aplicable, de (23) y (30) se
tiene uru-I = a~'I/la2IV'" a~l(J" lo que, dehido a la anticonrnutativiciaci de las
l/S ya la Ec. (1), lleva a

(31)

Por consiguiente, si 11 es impar, d(' (23) se cOllcluye que det(a~) = 1 para todo
U E G, lo que significa que las transform~ciOlws ortogonales que corresponden a
las transformaciones pertenecient.es a G tieuen dderminante igual a 1, es decir,
pertenecen a SO(p, q); lo cual excluye a I~s r('nexiones. En cambio, cuando n es par
el determinante de la transformación ortogollol ((/~) correspondiente a U E G puede
ser +10 -l.

En una base de S donde l' tiene la form<l (26). de la Ec. (31) se obtiene que U
debe t.ener la estructura de bloques:

u=(~ ~) SI del(a~)=l, U=u) ~)Si det(a~)=-l. (32)

Luego, para uua transformación ortagolla! de. (klerminante -1, como cs el caso
de ulla reflexión, su reprcsent.ación en el espacio dI' espín intercambia los espacios
reducidos de espín, mientras qllc cada tillO de éstos es invariante si la transformación
ortogonal tiellc determinantc igual a + l. Cualquier transformación en S corres-
pOlldiente a una transformación ortogonñl de d('lr-nnill<lnte -1 puede escribirse en
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términos de otra correspondiente a una de determinante +1:

El grupo de transformaciones en el f'spacio d(~('spin, o transformaciones cs¡Jirwl'ia-
les, que correspollden a trallsformacioncs ortogonales dc determinante igual a + 1
(i.c., <'1ell\('lltosde 80(p,q) o SO(H)) se d('lIotil por Spin(p,q) o Spin(n). Cuando
p y q S01lamhos distintos de cero, el grupo 80(7'. ,,) COlIsta de varias componcntes
desconcctadas entre si, el grupo Spin(p. q) se ddillf' entonces como el grupo de las
transformaciones espinorialcs de det('rmilli\lIt.e +1 que correspon<ien a la COIIlP~

nente de SO(p, q) que contiene a la idclltidnd (v(;i\lIse los ejemplos que se presentan
más adelante).

En resumen, existe un homomorfismo (o repn'sentacián) de un cierto grupo de
transformaciones f'Spinoriales. que se hn dCllotndo por e, en el grupo ortogonal
de V, el cual es 2 a 1: las transformaciont's lJ j' (-lJ) pertenecientes a G tienen
una misma imagen. La \'ersión infi,li/csima/ de ('ste homomorfismo es precisamente
la dada en la proposición al principio de esta ~'i('cción.De hecho, si lJ E G es una
transformación cercana a la identidad correspondiente a la transformación ortogonal
dada en la Ec. (2), la diferencia entre lJ e 1 dehe srr un operador que dependa de los
parámetros ÓWPII y puesto que sólo interesan los términos de primer orden, en dicha
aproximación se tiene: lJ = l + ÓW1l/lmIJII, donde m'lll = -mllP son operadores, y
U-I = 1- ÓWp/lmPII. Debido a que det U = 1, se tiene que tr mPII = O. Sustituyendo
en (30) se tiene entonces (I +ÓwPl1mPl1)¡,J( 1-~wp".mPO') = (15; +~w~Jhll por lo que,
IIsando (a) y t.ornando en cuenta los términos de primer orden en los ~wIl/l 's, resulta
[mplI,{p] = 1(9I1P{p - 9p.p)II)' COlllparilTldo con (20) se halla que (mp.1I - ~,\fp.v)
conmuta con las {P 's y, por el lema de Schur, dehe ser múltiplo de la identidad:
mpv - ~.Mpv = )'l. Dado que la traza cld lado izquierdo de esta última igualdad
es cero, ). debe ser cero; así que mplI = !"I'JII' es decir, los ,\fplI's son generadores
infinitesimales de G.

1Ia...,taaquí, lo único que se ha concluído acerca de ¡\', la dimellsión del espacio
de espín, es que debe ser un número par; el resultado es que N = 2[,,/2], donde
[x] es la parte entera de x (es decir, el máximo entero menor o igual que x), sin
embargo, una demostración válida de ('ste hedlo ill\"olucra resultados que no son
ampliamente conocidos y cuya demostración est.á fuera de los propósitos de este
artículo [6]. Aceptando como cierta la expresión ant.erior para N, se deduce que
cuando n es par, el espacio de espín es de dimensión 2,,/2 y cada espacio reducido de
espín tiene dimensión 2"/2-1. Puede notars(' ;1(1('111'\5que la dimensión del espacio d(~
operadores lineales de S, que correspolld(~ i\1de las matrices N x N, tiene dimensión
N2, es decir (2("/2])2, que equivale a 2n si " ('S par y a 2"-1 si n es impar, lo que a
su vez coincide con la dimensión del álgebra de Clifford.

A continuación se tratan en forma explícita algunos casos correspondientes a. las
dimensiones más pequeñas, los cuales incluyen a los casos más conocidos. Al filial
de esta sección se indica un procedimiento inductivo para hallar representaciones
de las {P 's para cualquier dimensión.
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a) F:SPÚlOrfS en espacios de dimensión !!

Cuando n vale 2, hay dos posibles signaturas no f'quivalentes elltre sí: (++) [que
equivale a (--») y (+-). En el primer caso, la matriz (9,,,,) re::;pectoa una base
arbitraria pUL'tieexpresarse en la forma

(31 )

donde m" = c~ - ic7t (d. (15»; por otra parte, el espacio de espín es de di-
men:;ióII2 así que en una base de S donde r tenga la forma (26), las /1' 's tienen la
forma [eL (27))

a, )
O ' (35)

dOlldc los a,,'s y los b,/s son simplemente números. Un cálculo directo lleva enton-
ces a

(36)

COlllparando (18) Y (36) con (31) sc ve qu(', sin pérdida de generalidad, se puede
identificar al' = mI' y bJl = m", Par<tHila hase orlonormal de \1 pucde escogersee:' = ¡,~,con lo que 711.,1 = 8,1,- i6~ ele (3:)) se tietle

(
O -i)12 = i O ' (37)

quc 5011 precisamente dos de las matrices de Pauli y satisfaccll, como debe ser, las
Ees. (21).

De acuenlo a (32), las transfofmaciollf's pcrtcneciellte"'sal grupo Spin(2) son de
la forma

(38)

donde se ha tomado en cuenta que del () = 1. Sin cmhargo (t no cs arbitrario;
efectuando el producto indicado en el lado izquierdo de (:10) se obtiene

lJ(~
TnJl

(39)

que (Icbe poder expresarse como ll~)v. (liulo que (ll~) es rcal, es necesario que a-I =
'O, luego n debe ser de la forma n = (:i8. Sustituyendo n en (:19) y tomando mI' =
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b~- ib~de la Ec. (30) se halla que

v (cos 20
(a")= -son20

sen 20)
cos 20 . (40)

que es la forma general de un element.o de SO(2), respect.o a UIlahase orto normal.
Por lo tanto, los element.os de 5pin(2) son de la forma

(c"U= O

y a esta \íltima matriz le corresponde la rotación (,to). Al variar O entre O y 21r,
U recorre todo el grupo Spin(2), mientras quc la matriz ClO) recorre dos veces el
grupo SO(2). Los números complejos de la forma (;iB constituyen un grupo que
puede identificarse corno U(l) (t~1I gCllcral, U(N) denota al grupo de las matrices
complejas IV x N unitarias), por lo que Spill(2) cs esencialmente dos copias de U(I),
pero estas dos copias no son independientes entre sí, pucsto que cada elemento f'n
la diagonal de (41) es el conjugado del otro; esto puede expresarse por la notación:
Spin(2) = U(l) x U(l).

Cuando n sea par, los e1ement.osdd espacio de espín serán llamados bicspinorcs
y los elementos de los espacios reducidos de espín serán denominados fspinares
reducidos o, simplemente

l
espinares. En el presente caso, respecto a una base de

S donde (26) sea válida, un biespinor t.iene dos lOmponcnt.cs complejas. cP y X,
con cada una de éstas correspondiendo a un espinOf reducido. Bajo la acción de
U E Spin(2) la component.e ti> se lran~forlTla en cifl tjJ. con 11>12 siendo invariante,
lo cual está relacionado con que el grupo S'l'ill(2) equivalga a una transformación
unitaria (pert.enecient.e a U(I)) sobre los espinorcs reducidos. La componente \' se
transforma como 10 hace 4>.

En el caso n = 2 con signatura (+-), en lugar de (:l.¡) se tiene

(42)

donde el' == c~c~,111' == c:1 - c~. Las ~f/S tienen nuevamente la forma (35) y compa.
randa (18) y (36) con (42) se tiene, sin pérdida de generalidad, all = £11' bJ' = nI'"

Las transformaciones del grupo Spi7/.( 1,1) son también de la forma (38) y por
un cálculo direelo se obtiene

a2{,.)
O '

10 cual, para poder expresarse como a~l/ll requiere que 0:2 sea real (y distinto de
cero). Esto implica que o mismo sea real o imaginario purOj las transformaciones
con o real corresponden a la componente de SO( 1,1) que contiene a la identidad
mientras que aquellas con o imaginario corresponden a una segunda componente
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de SO(I,I). Al igual quc el grupo <le Lolt'lItz O(:l.l), 0(1.1) ti('!le cuatro (om-
1)()IICllll's descollect.adéls entre sí: dos de ('lIi1s fonlladéls por tra]]sforma,iones con
deU'rmillan1t' + 1 Y Ia.."iotras dos por t rallsfol"macio]]('s con determinante -l. Para
las transformaciones de 5"i" (1 , 1), n (':' n'id y di~lilllo cit' cero por lo q\lC, a pesar
(It: COlT('spon<!el" a la compolJ('llte COll('c!ilcla (le li! i{lnlliclilli ('11 ,"'0(1,1), el grupo
,','1'1n(l. 1) ticllt' <los compollentes desconectadas (o > O Y n < O),

Ht'Sllt'cto a tina hase ortollorll1al S(' I)lw<!(' escoger ,~~= fJ;:, eo]] lo que s(' obtiene

(.14 )

y comparando (-13) COIl (:JO) se baila la COlT(-'SpolH\l'lI<:i;¡('litre 11 E S¡J1l1(l, 1) Y
(,,~) E SO(l, 1) siguieute

(~ (.15 )

Si SI' parallld riza (l como () =
1,1C'xpn'sián

(
1+,/)1/\ . fl~-I . ti 'T=J ('.(.,.i = (1-'+1) la llliltnz (a¡J adqUIere

jI¡ )
I . do",l •. 1" (1 _11')-1/', (16)

que ¡>lIl'dt, reconoccrse como 1lna "'rillls[o1"1l1<1ción dc' I.ol"l'lllz",
La l ransforlllacióll d(' (lil COlllPOlll'llle cle-) 1111('.~p;l1or wducido ('S mllY simple: se

1I11lltipli,a por n o por n-l. El producto d(' (10:-;Irnllsrorlll{lcioll('S COIIpar;llllctros ()I
y n~ ('s otra con parállldro nln~ (Ec. (:18)); ("sta 1'lllilll;l cort"('spolldc a lllli\ Illatriz de
la forllla (IG) con parállld ro 11 dildo por [(() 1o-.'!)-1- ll/I( 01 n ~.JI+ 1] qllC', en términos
de los ¡JI y /32 correspondien\.c'S a o] y ()-.'!. c'<¡ui\'all' a (/1\ + ¡{.!)/(i + ¡'I/'~)-que es
la fórlllula de adición relat.ivista <1(' \"('loric1a<!es, C"IH' (,ll[ali7.ol' (PII' ('sIl' resultado
IHlt'ele ohtenerse a pilrtir de (-I(j) pero eOIl lTlilyor tral,ajo illgC'hrnico.

b) 1~'spi'lOrfs ('11 espacios de dimfll..-.;()/1 ,'j

(-ara espacios de dillll'llsión :l existc'll llos signa t 11ras ('seneia ll!lente (Iistillt as: (+ + + )
[c'quivalt'lIle a (- - -)] y (+ + -) 1('qllivil1<'lltC a (+ - - )]. En el primcro (le estos
casos, C¡11t'es ('1 ele mayor illlportallc;a, (f/¡,,,) l,jl'll(' 1" fOl"lllil dada ell 1" Ec. (15).
El espil.{"io de espín es de dilllt'1I5ióll 2 por lo flll£', I01l1ando I'n Clll'lIta (22). las 1//5
<lc'1I(,1Il ('I\er la rorma

("";-¡C = b
"

",,) .
-,//

(17)

dOllde las ap's. h/l'S y ("//'s son escillilres. Susliluycncio (,17) ('11 (18) se ohtielle la
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única condición: '2g¡H) = (l¡lb!, + b¡tu/J + '2clle
"

qllC nmlpariHla con (1:)), sin IH'Tdida de
generalidad

j
lleva a (l,l == Hl/I, "/1 = m¡H 1'/1 ::;:; kilo Ut'slwct.o a Hila hase ortonorlTlal

se puede elegir c~ = {j~yelltollc(,s

(IS)

que son las matrices de Pallli.
Un cálculo directo muestra fIuC respc(to it ul1a has(' ortollOl"ll1al, donde (.18) es

aplicable. los uperadort's .\1111) definidos ('IJ (19) ('sl<lll d •.•dos por ,\112 = ~13Y los
demás en forma cíciicil. Es lh-cir, ('11este Cél~O, los o¡wradores MilI' -- que s~tjsfacell
las relaciolles de ('olllllutaci/m del álgl'bra (k Lit' ,!l'1 grupo ortogollal - son, ('xc.:cpto
por un factor, las mismas 1/1 's, lo '1111' explica el do"k pa¡ll'l de las matrices de Pauli.
Por ulla parte son gelll'l'adora.<, di' UIl álgebra dí' (,lilTorcl y Jlor otra son ha.."c de un
álgebra de Lic.

Si U es ulla matriz '2 x '2 con dd('rlllillillJlt~ igual al, Sl1 inversa estÁ dada por

Se tieuf' l'lltOIlCl'S

, 1
lh"U-

U-l = ( b
--(

-,J) ,
"

SI {' _ (" il)1_ 1 h ' (49)

(50)

Para que U pertenezca al grupo ''''l'ill(:\) ('S llf'n's;,rio qlle diado derecho de (50)
pueda ('xpre~ar~e C0ll10 /l~J/J' lo (ji 11' illlplica <¡\ll' los f'1(,lIH'utos de la diagonal sean
reales y que los dos plenwntos [est.alllt's :,,('al1 conjuga,dos l'lItn~ sí. Usando la inde-
pendencia lineal de 1II1l, mil y kilO S(' obtiellen así las condiciones b = ñ Y i = 73, o
b = -o y 1 = 73; esta (¡Itilllil posihilidilfl SI' descarta porque det U 110 podría ser
igual a 1, quedando solall1l'lIte b = O" Y 1 = -fi, quc 1'11\'¡sl.a de (19), equivale a

U-I = Ut, donde Ut es la t.rallspu('sta conjugad;, d(' /l. Lllego, U debe sl'r unitaria
y debido a la restricción dd 1 = 1, n'sllll,iI (1'1(' S'¡'¡lI(:q = SU(2) (1'11 general,
SU(N);: {A E U(N)lddA = ¡}),

Cada element.o de SU(2) ticne la forlllit

IJ -- (_ji'-' ¡¡i
l
) , I 1" I 11' 1con n' + i = , (51)

Si O' Y ¡3 se expresan el\ I("rmillos d(, sus parles n'all's (~ imaginarias y éstas
se consideran COII)Ocoordenada.s car!l'sianas de R1, la condición 10'12 + 1/'12 = 1
representa la superficie de una I'sf('ra di' radio 1; ('S decir, cada delllento de SU(2)
corresponde a UII PUllto ell dicha ('sff'ri'l. I",s lila' rin's lf y -() correspondell a puntos
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diamet.r •.dmente 0PUL'St.OS.así que cada transformación pertenecient.e a 50(3) se
puede identificar con 1111par dI' punlos dI' la esfera diamet.ralmente opuestos, lo
cual revela la est.ructura topoló¡:!;icade SOP). Dehido a que o y ;1 en (51) no son
indcpclldientes entre si. ('5 con\"Cnil'llle pi\ramdrizarlos ell ti'rmillos de variables que
sí lo sean; sin embargo, ('1 que SlJ(2) corresponda a una esfera implica que tales
parámetros serán Illulti\'alllados o indefinidos en algunos puntos. Una paramelri-
zacióll ron estos ddedos es: o = cos~(:i(~"+")/'!,/~ = ¡sen ~ci(~'-Ó)/2, donde O, 4J, t/J
son ángulos de EulN (d. Hd. /71. SI'CC .. 1<;).

Haciendo mil = bl~- if,~.l'll = ¡;~.f, = ñ Y "1 = -}J en el lado derecho de (50),
dándole valores al Índice Ji y escrihiendo cada matriz resultante en términos de las
mat.rices de Pauli (.18). en la forllla a~"h" st:' halla la siguiente matriz perteneciente
a 80(3) que corresponde a la transformación C'Spinorial (51)

(

i{,,(,,2 _ f32)
(,,;:) = -lm(,,2 -=-f32)

2Ik("f3)

Im(,,2 + f32)
i{(,(,,2 + f32)

2 Im( "iJ)

-2 H,,(nf3))
2 rOl( "f3)

1012 - 1f312
(52)

Al sustituir en ('sta matriz las t'xpresiorH's de n y fJ ell función de los ángulos de
ElIler, se obticnc de inlllediat.o la matriz qlle representa la rotación en R3 caractc-
rizada por dichos ángulos [7]. Compar<llldo (G2) con (51) es claro que resulta más
sencillo tr¡üar con las transformacioll(,s espinori<llf's (51) que con las mat.rices 3x3
quc les corresponden.

Cada f'spinor está repn~s('nt.ado por U11apareja de componentes complejas

(53)

sobre las cuales act,'¡an la<¡ transforlllll.ciolH's (51). Dado que estas últimas son
mat.rices unit.arias, 14>112 + 1Ó212 f'S ill\Oarianle hi\jo tales t.ransformaciones y por
consiguiente. en este ra..<;o.tiene sf'lltit1o hablar de la norma de un espinar así como
del producto interior ('ntre ('Spinoreso

En el ca<;ocon signat mil (+ + -) la Illat riz (gIJl') l iene la forma

(51)

donde, como en el caso anterior. "'JI = e;, - ic~ y lOJ, = c~o Las ;I"S son dc la forma
(47) Y a partir d" (18) Y U'>,l)Sl~obtil'IU' (¡¡,h" + iJ/.(/"+2cllc,, = 1/IIlm" +ffilln1" -2J.:j.lÁ'",

quc lleva a: aJI = mJI> hll = mil y ('¡l = il'l" COII lo que la {lIlica modificación que hay
que hacer ell la Ec. (:>0) ('s camhiar "'JI por iÁ'¡I' Procediendo entonces como en el
caso anterior se hallan las condiciones Er = ñY '"y' = 73.o f¡ = -a y "r = -/3. Estas dos
posi bilidaocs corresponden a las dos COmpOIH'lltesdesconectadas que poscc 80(2, l)j
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c1aritlJlcntt'. la componente qlw conticIH' ti 1" ic1c'lltid"d corrC'Sponde a f, = o y "f = i1
a."í quc la." transforrn"cionC'S (l E 81';11('2,1) son ele la forma

~).n
COIl (!j!j )

COIllO es f¡ícil \"('1', las matrices (,j,r"l) salisfac('1l

O)
-1

(56)

y forman un grupo. ('1 cual se dCJ)ola C"OIIlO S'(J(l.l) ('11 general, SlJ(p,q) es el
grupo de las matrices comph-'jas de ordc'lI l' + q. con c1C'lcrminantc igual a 1, tales
que (J t /p,qfT = 1p.q' donde 1p.q ('s \lila lIIill riz diilgOJl(d ron p 1'5 Y q (-1 ) 's). Como
ronsc'nwlIcia de la Ec. (,56), para un ('spillor (;"):1), IOI!':? - IÓ212 ('s inv"riallte bajo
las transformariones (5,S).

Si en lugar de la Ec. (.~.t) se ('snilH'

(57)

dOllde(,/ =(';,+(';,.11/, =C~-(':" k¡1 =: ('¡\ysc!lacC'fl¡, = C¡I,b/1 = n/l yell = k¡1 cIlla
Ec. (-17). siglliellc!o un procedimiento siJllilrn ill illdirado anteriorm('ntc SC'halla que,
(h- aru('I"do a ('Slil ek'('(.ión d{,las "fll's, las tr"nsformaciOllcs cspinorial{'s que corres-
ponden a S'()('2. 1) son IlIatri('{'s reales '2x'2 de' dclenninante igual a 1 (que forman el
grupo SI,(2.H)) o lIlatricc,:; imagill¡nias puras. H,'sll1ta así que 5pin(2,l) t"mhi/'n
puede identiflcarsc' con S /.(2, H), indicando (jllf' .'0'[.'( l. 1) Y S L(2, Il) SOIl grupos
isomorfos. Las transformaciones d(' ,','/,(2. U) ,,1 aduar sohre (5:1) dejan iuvariante
a i(~A- 01\ <>,).

e) f:,'spil101Y',"; en espacios t/( dilll( I/s;tÍn .1

Eu dillwnsiúll .1existen tJ"('Sposihl(,s sigllil lmilS ('s('ncia 11IH'nt(' distint as. Dehido a sus
aplic(l('ioll(,s ('11las teorías rc!¡\Iivist¡lS, {,I (',ISO IIl~S important.e es el d(~ la signatma
Lon'lltziallil: (+ + +-) o. f'qlliv;-d('lI!1't11('llt('. (+ - --).

En todos los casos con 11 = .1 el espacio d,' ('.spin ('S de dimensión .1 y, d,' anwrdo
a (:!7). las 111'S pueden ('scrihirs(' ('11 la [orJn,\

(

O
O
J"
11"

O
O (58)



Sustituyendo (SS) en (lS) Sf' halla f~cilm('nt(' (}u('

y que

9J') = :!: ( d"
',1 -e'l -"")a"

(59a)

(591.)

donde hay que elegir el mismo signo en illllhas ('cuaciolles. COllviene notar que la
Ec. (59a) puede expresarse como

(J"h¡j )'bJ,

d" ( con (60)

donde el superíndice t denota transposici()n.
Las transformaciones espinoriales que correspondclI a transformaciones ortogo-

nales cun determinante iguill a +1 son d(, la forma

IJ= (1011 O){j, • (61 )

donde (11 YU2 son matrices 2 x:2 (d. (:12)). Usando d hecho de que para cualquier
matriz '2 x :2 -

1 I= ---u1 (.
dd ,1

(62)

así como que (' = -( y (2 = -1. sustituyelldo (!,8), ((;0) y (Gl) en (:10) se halla que
esta tiltima ecuación sc redure a

(63)

e implica además que det VI = det Uz. por lo que illllhos determinant.es dehen valer
+10 -1. En el segundo ca.<;obasta multiplicar a (/\ y lf2 por i para conseguir que
sus dct.erminant.!'s se vuclvan +1, sin altt'riH (6:1). por lo que se puede suponer, sin
pérdida de generalidad, que dl'llf) = 1= lid (l2-

11.'lcicndo

li)8 . {I, = (; Ii)
,\ (61)
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se halla entonc('s que

b,.)U,_'
dl¡ -

Con estos rt.~llltado!' generales se puede considerar ohol'i\ f'eparodamell1.f' coda po-
sible signatura.

Si la signatura es (+ + ++), 9¡Ji' = c~e:,+ ci,e; + c:/c~+ c~c¡,y la Ec (59b)
se puede satisfacer haciendo, por ejemplo, al¡ = c~ + ic:" bj¡ = c¡IJ - iC;I' di = bJI,
d/J = -aJI y tomando el signo negativo en las Ecs. (.í!J)~COIl lo que se tiellen ya las
111's respecto a \lila base de V arbitraria. El grupo S¡¡ill(.t) se identifica a partir lh. la
igualdad (!lo los lados derechos de (o:l) .Y(G5) tornando cn ClIcnta qlle cada elelllcnto
en la diagonal debe ser el lwgati\'o dd conjugado del otro y qlle los dos (,l('mentos
restantes debcn :.wr conjugados cntrc sí. Esto lleva a f¡ = ñ, 1 = -/3, >. = fj y
K = -O; es decir [JI y U2 son unitarias (eL (.51)) e inc!ep{'n<!iclltcs entre sí: sol)ff~ cada
espacio reducido de ('spíll actúa una, posiblerncllte distinta, tril.llsforlllacióll t1llitaria
y SI';n(l) = SU(2) x SU(2).

Pasando ahora al ca~o de la signatura (+ + +-) Y de ~ll equivalente (+ - --),
considerando esta última, la matriz (gpl') está dada en (17) Y por comparación COIl
la Ec. (59b) se ve qtH\ por ejemplo, se puede escoger a¡J = (1" b/J = mp' eJI = ffi¡J
Y dp = nll, teniendo entonces que tomar el signo positi\'o CII (59a). D(~('~ta malina
se obtienen, rC:SIH'cto a una. ba,>e ortonormal donde C~I= ó~, las expresjoll('~

( O -"')/1 = G'¡ O' (;=1,2,3), 11=0 ~), (66)

donde las 17;'S son las matrices de Panl; dadas en (-18) [d. !leL [5]' 1-:0.(12)).Usual-
mente .se emplea UIl índice O en lugar de .1; la IÍnica razón paTit no haberlo Iwcho así
cs la de tCllcr uniformidad con los dcmás casos dOlldc Jl, JI, ••• = J, 2, ... ,11.

Para las transformacioncs pcrtenccientes a Spi1l(3, 1) se requiere que los de-
mentos en la diagonal de (oS) sean rak'S (porquc (IJI = (JI Y d/¡ = 11" lo son) y que
los dos rcstallt.cs sean conjugados cntre sí. Se obticne así TJ = 8, O = -"1, 1\ = -"fi
y >. = o, o 7J = -8, O = 1, 1\ = /3y .\ = -o. La primcra posibilidad corrcsponde
a la cOlllpon(,lIt(~ dd grupo de LOl'cntz qlle contienc a 1<1ident.idad y la segunda
corresponde a transformaciollC'S donde el sentido del "tirmpo" .se illvirrlc así como
la orientación "espacial", de tal mancra que dct(n~) = 1. Luego, si U dada ('11 (61)
pcrtenecc a Sl'in(3, 1), de (6-1) y las relaciones obtenidas resulta qlle

(67)

con UI re.tringida solamente por det (h = 1. En otras palabras, las transforma-
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cione~ ('~pinoriales que corresponden a léL"lrallsforlll¡:l('io,H'~ de Lorenlz ortócronas
propias están determinadas por matrices 2x2 complf'jas de determinante igual a 1
[es d('cir, pertenecientes al grupo SL(2,C)}. Aparte de las matrices t:, U2 equivale,
esencialmente, a la conjugada Je UI, por lo que ~e puede escribir: Spin(3,1) =
5[,(2, C) x 5[,(2, C) [~,5J.

En virtud de las Ecs. (G7) y (G2), U, = (ut)-I por lo que la transformación
e~pillofial (61) satisfa<'e una relación análoga a (5G), a saber:

(G8)

donde 1 denota a la matri7, identidad 2x2. De hecho, si U tiene la forma (61), la
Ec. (68) es c'fluivalcntc a (67). La transformación de Lorelltz (a:) correspondiente a
(61) se pm.dc obtcll('f de (6:3) y (6.5) en t('fmiIlOS de los elementos de UI, en forma
análoga a como se obtiene (52).

EH el caso de la signatura (+ + --), g/IV = c~('t+ c;c; - c~c~ - ctct así que
una forIlla sencilla de satisfacer la Ec. (59h) es escoger a¡l = CJi - c~~blJ = ct -
c~, C¡i = c:1 + c~, d'l = ('Ji + c~, tomando el signo positivo en las Ecs. (59). De
la El'. (65) se ve entonces que UI y lh deben ser matrices reales o imaginarias
puras, independientes entre sí; la componente cOllcdada de la identidad del grupo
50(2,2) corresponde a la primera de estíls dos posillilidadf's, por lo que Spin(2, 2) =
S 1.(2, [l) x S [.(2, fi). Es decir, sobre cada espacio [('<lucido de cspín actúa una copia
del gntpo 51,(2, ¡¡J.

d) Consl1'ucción inducliva tic las 111 's

El procedimiento seguido cn 105 casos tratados arrilla IH1<'C.lea.plicarse directamente
para cualquier valor de 11. Alternativamcntc, dadas las 1jJ 's respecto a. una base
ortoIlormal para un valor de 11, las 'JI'S para la....,dimensiones 11+ 1 pueden obtenerse
a partir de las ya conocidas. Si el valor de 11, para ('1 cllal se .conocen las ,/s, es
par, ellas junto con 1n+1 = r satisfacen las relac;orlf's (21) debido a (24b) y a que
r2 = :1:1. i-as signaturas involucrada.s no son obstáculo ya que basta multiplicar
por Ii una o varias de las IIJ 's resultantes para conseguir cualquier signatura que
se dcsee [compárese (37) con (4,1)], Cuando 11 es impar, el orden de las IIJ'S para la
dimensión n + 1 es el doble del de las ')/J'5 dadas. Las lluevas 'JI 's, denotadas por
11J' se pueden expresar como las matrices de bloqucs.

_ ( O
/IJ = :£:/11

-r" )
O ' (1' = 1•... , •• ),

[cL (6fi)) Y multiplicando algunas de estéL" por i, si es necesario, para que correspon.
dan a la signatura que :-lerequiera,
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4, Representación geométrica de los espinores

Los ('spinorcs. al ser elementos de 1111('spficio \'('cloriaL pueden considerarst: como
plllllos o jl(c!tas 1'11dicho espacio, Sin emhargo, ('n <dgllIlOS casos es posiblt, rcpr(."scfI-
tal' a tos espinores mediante objetos ell F lJIismo. Esellcifilmcnte, esto St' cOllsigu('
ddillieJldo llllO o más vectores (o tCllsores) de \' 1'11 \(~rminos del espillor a s('r
¡'('¡lI'{'s('ntado y combillándolos cOllvellielltt'll1<'nt(~,

En ('1 C¡tSOde n = 3 Y sigllatura (+ + +), donde' el grnpo de transforlllaciolles
('spiJl(H"iales ('S 8U(2), se pUf'dell d"finir los n'dores Jl y 1\1 de COIllPOIH'lI!c'S

11 - ",1, ,',JI =' 11I ' ((;!J)

Para comprobar que estas definicioll(,s ti(,IH'1l sClIlido, hay quc verificar qUl'

las compollelltes así definidas se tri-lnSfOl'lllall IliljO rol,lciollcs como lo Ilarífill las
COIll¡)()JJ('lItes ele cUi-llquier \'('ctor. :\1 aplicar 1I1la 1ri-lllsforlllación ('spillorial U solm'

c'l espinor ,,,", las cornpolwlltcs Njl S(' ("OII\'intc'll ('1\ (Ut,,)t-III(U~I) = ~,tUt'ljlJt/J

qlll', debido a que U es unitaria y a la ('('HiH"i("1l(:Hl), cr¡lIi\"idell a ~d(lI-I-(¡J')lb =

(¡~0t,,,V) = a~H", donde (ñ~) dellola iI 1" illn'rSil elf' la 1l1<ltriz ((/~) flC'l('rlllilliHla
por U. Sillliléll'tlH'nte, las COlllpoll('n!f's ,\1/1 SI' cOII"il'rl('1I Cll 1jJ/[jlq¡JJV' y usando
las El's, (62) y (30), esta expresión ('S igu;ll él l/,I«(I-ll,,(T,,', = a~M".

Hespecto a una base ortollorlllaL COIl I,ls ,'ji 's ¡J¡l(las ell (.18) y ¡J, dado ('11U'"):I),
se obtiene

2 'M, = 9, - <1>;, 1/ '("')• 1 = 1 (Ji + O} •
(iO)

[compárense con los renglones de la matriz (;;2)], De estas expresiones s(' \'e que
R es real mientras que M es complejo)' 'lile IHI = 1911' + 19,1', R, M = O)'
M, M = O; por lo que I ReMI = 11m MI)' (lkM), (ImM) = O, de hecho I ¡¡"MI
Y I fm !\t11 son iguales a IRI, Así, cada espinor ¡j' t O define una terna de n~ctores
ortogonales entre sí (R, He M e 1mM) P('I'O ~, Y -'!+~determinan la misllla. t.erna
por lo que estos tres vectores servirían para l"/'lll"('S('lltar a V', basta un signo, Sin
clllhilrgo, no son necesarios los tl'l'S \"Cc!()¡'I'S'tll!' :"1' II<ln fldinido, sino 'tll<' hi\stólllllO
d(' dIos y una dirección perpendicular a ('1 (sin 11f'C('sidael ele cspecificar Ullil scgunda
magnitud), Dicho vector y la dirección llC'r¡){,lldicular a (~st.c pueden rcunirse para
formal' tilla bandera [:J) (o una liad la [SJ) donde ('1 n'dor dildo es d asta)' la dirección
perpendicular a él determina la orientación lit, la h;lIl1lera, COllviellP tomar R ('U1I10
el asta y la dirección de He1\l cOlJlo'aC¡lH'lIa ('11 la c¡ne se extiende la bandera, De
esta manera al multiplicar 1/-' por un IIlíIJWI"Ocomplejo, z. la longitud del a..'ita se
ve multiplicada por el cuadrado dd módulo dc' : .r la. bandera rota alrededor del
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FIGURA 1. a) Representación de UIIespillor por lII<,diode ulla handera. b) Banderas correspon.
dientes a los espinores base.

asta por un ángulo que es el doble del argumento de .•..
fácilmente si tP se parametriza en la forma [8]

(
In' _¥)./ _ V ¡¡(OS 'ie

.' - ¡(,-"JRsen ~f:--'-

Lo anterior puede verse

(il )

donde, como se ve sustituyendo en (70), U, O, fj> son las coordenadas esféricas usuales
de R mientras que X es el ángulo entre HeM y la dirección en que O aumenta con
/l y 4> fijas (Fig. la).

De acuerdo con lo anterior, el efeclo de rotar la handera (junto con el asta)
equivale a transformar al espinar. Existe, sin emhargo, y es inevitable, la ambigüedad
debida a que cada bandera corresponde a un espinor y a su negativo. Desafortuna-
damente, la suma de espinares no tiene una reprcsent.ación simple en términos de
las banderas correspondientes a los surnamlos, a diferencia de lo que ocurre con la
relación entre vectores y flechas.

En la Fig. 1b se muestran las banderas quc, de acucrdo a (70), c.orresponden a
los espinores base

y (72)

El efecto sobre estas banderas de una rotación alredc{lor del eje Z c{luivalc,
debido a lo expresado arriba, a multiplicar el cspinor por una fasc; por lo que los
cspinorcs base (72) son espinores propios de las rotaciones alrededor del eje z. En
forma similar, los espinares propios de las rotaciones alre()edor de cualquier eje son
aquéllos representados por banderas cuyas asti\-~coinciden ron el eje en cuestión.
(Compárese este procedimiento con el seguido en los textos de mecánica cuá.ntica,
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FIGURA 2. Heprescntación de 1111 espinor r"duci,lo para la ~iglJ¡¡lllra (+ - --). Todas las astas se
encuentran CII litiO de los dos "CallOS di' luz" . La par'" "spaci:tl es COITIO cn la Fig. la.

e.g., Hef. ¡9J, secc. 5.) En el ca-<>otl == .1 n}JI signi\turil Lorcntziana se tiene una
representación geolllt;trica similar a la illllerior, ('11 t(~nnillos de banderas, para los
espinores reducidos COII la difert'llcia d(, 'lile ('1 ast.l ('s 1111 n:ctor luxoide, i.c., el
produc,to intt'rior cOllsigo mislllo vale cero (Fig. ~). El ola<irivcctor real que define
el asta L'S

. _.d(O
}¡I = 't' I

donde t/J es un biespinor. Comparando la Ec. (i:1) ("on (66) se ve que, equivalente-

mente, se podría escribir jll == tbt'4/11V', <¡Ut'es la ('xpresión que se da comúnmente
para la corriente de probabilidad ('1\ la lt'oría de ))irac. Sin embargo, dehido a la
presencia de 11, parecería qll(~ la definición de ji' 110 ('S cm.ariante, al distinguirse
una dirección de las demás. Es lilAs hien casllal ('1 que /4 coincida COIl la matriz que
ilparece en la ecuación (68).

Aunque usualmente se indica (y SI' drlll'lc.'1/m) qu('las ji' 's son las componentes
de un cuadrivedor [10]' solamente biljo l(Js t.r(JnsfOrlJl,lCiollt'S (propias o impropias)
que no invierten el sentido de C1, I<lSj/l's se trilllsforITléln como las componentes
de un cuacirivector. La demostraciólI es ¿Illiílog<l il ]¡\ (1;1(10'1 a continuación de (69),
usalldo la propiedad (68).

El que las jll's !lO corresponden a 1111 clliHlriv(,ctor onlill<lrio puede verse también
de la siguiente llIallcra: usando las Ecs. (!)8) y (!)!)él) ("Oll la elección hecha en la
s('cción ant.erior y denotan_lo a las compolH'llles tic ~l ('OIJlO tbl, tb2, tb3, V'4, se halla
qut'
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por lo que la cuarta componente de jl¡ (la componente "tempora!") tiene el mismo
signo que el de las cuartas componentes de eIJ y Hin para cualquier tP distinto de
cero. Es decir, existe una asimetría implícita en la definición (73) que distingue un
sentido en la dirección de C4.

De la definición dada a continuación de (17), se deduce que gIJvf.IJTlv = 2 Y
gp.vrnIJrnv = -2, con todos los demás productos interiores entre elo TIlO mil Y mIJ,

incluso con ellos mismos, siendo cero. Por consiguiente, de (74) se obtiene

(esto significa en la teoría de Dirac que la corriente de probabilidad no es espa-
cialoide). Para un espinar reducido solamente se tienen tPI y tP2 o tP3 y tP4; así
que. de acuerdo a la ültima ecuación, las componentes jIJ definidas por un espinar
reducido forman un cuadrivedor luxoide que sirve como asta para la bandera que
representa al espinor reducido. Las componentes jl,j2.1J dadas por (74) y (66)
cuando tP3 = O= tP4, coinciden con las Rll's dadas en (70) con tP. y tP2 en lugar de
tPIy tP2, respectivamente.

La definición de la dirección en la que se extiende la bandera no es tan directa
como en el caso anterior. Debido a que no se'puede construir un segundo cuadrivcdor
a partir de sólo un espinor reducido, conviene considera,r UIl tensor antisimétrico de
rango dos como

(75)

donde tP es un espinor reducido con las componentes ~ll y tP2 de tP. ( es la matriz
definida en (60) y Cp. y Dp. Yson los bloques 2x2 fuera de la diagonal en la matriz l/Jo

(Ec. (27)). Usando las Ecs. (60), (62), (63), el hecho de que bajo transformaciones
propia...••tP se transforma mediante VI y quc. si las transformaciones no invierten el
sentido de C4, U2 = (U1t )-1 se halla que bajo tales transformaciones, las componentes
JII/I se transforman como las de un tensor antisimétrico.

Corno pucde verse por un cálculo explícito, fJI/I es de la forma fIJv = jllSV-sILjV'

con SIl definido hasta un múltiplo de jll; es decir, S,/ puede reemplazarse por SIJ+AjIJ'
manteniéndose válida la ecuación a,nterior. De hecho, IIsando (66) se halla que una
posibilidad es

Si ;::;
2M.

11'>I!2 + 11'>212'

donde las ¡\/¡'S son precisamente las dadas en la Ec. (70). (Nótese que jIJ y sIJ son
ortogonales entre sí.) Claramente, puede tomarse la parte real de S/¡ para indicar la
orientación de la bandera, de tal manera que al suprimir la cuarta componente se re-
cupera la descripción tratada al principio de esta sección. Una derivación alternativa
de estos resultados puede hallarse en la Ud. [3).
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Similarmente, cn otros casos, se pueden construir vcelores o tensores para repre-
sentar a los espillores, teniéndose como guía la covariancia de tales construcciones
para lo cual se re<luiere identificar ñl grupo Spin(p,q) correspondiente. Como un
tHtimo ejemplo, en el caso n = :3 con signatura (+ + -), donde el grupo Spin(2, 1)
pUt.de identificarse con SU(I,I), en vista de la Ec. (.'lG) las c.omponentes

1_,1(1'. = 'i' O
O) ,-1 I/lljJ

se transforman como las componentes de un vcctor hajo las transformaciones orto-
gonak'S propias que preservan el sentido de e3.

5. Comentarios finales

Los resultados prescntados aquí mucstran varias difcrcncias entre los ca.""os de di-
mensión par y los de dimcnsión impar. ContrariamC'lltc a lo expresado por otros
autores (Ud. [9], scc:c. 4), no todos los resultados vMi<los para n par se aplican para
n Impar.

En la relatividad espcciñl o general, el formalismo espinorial presenta muchas
ventaja.." sohre el U'lIsorial debido a que los espinorcs reducidos ticnen, en este caso,
sólo uos componentes y a que el grupo Sp;n(3, 1) corresponde esencialmente al
grupo S 1,(2,e) (Uds. 1:1.'), 11)). Otro ejemplo dI' la utilidad de los espinores puede
hallarse cn las Uds. [12, nI, donde se cvahía la fuución de partición para el modelo
de Ising bidimensional por mcdio de rcprC'scntaciollcs cspillorialcs.
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Abstract. Thc definition of spinors for spaces of any dimension and
signature is presentcd starting from lile correspon<iillg Clifford algebras.
The cases of dimension two, thTee alld fOUTare treated explicilly, cons.
tructing the represenlalions of lhe ClifTord algebras and pointillg out the
homomorphisms of lhe groups ¡nvolved, The gromclrical repn.'scntation
of the spinors is also inc1ul!{'d for SOtn(' cas('s.




