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Resumen. Seobtiene la ecuaciónde Lorentz-Diracen forma heurística,
dando a la rórmulade Larmor una interpretación distinta a la usual, de
tal manera que se exhibe el problema de la renormalización. Se recalca
el efecto debido al retardo. Esta deducción permite proponer, también
en rorma heurística, una serie de ecuaciones, igualmente posibles, para
partículas cargadas.

PACS, 03.50.De; 41.70.+1; 01.70.+w

1. Int~oducción

Desde que en 1938 Dirac [IJ publicó su artículo clásico sobre electrones y los efectos
de la radiación electromagnética, han ara,recido muchas críticas y diferentes formas
de obtener la ecuación de Lorentz-Dirac. Sobre la ecuación en sí, existe una extensa
literatura al respecto, que explica ampliamente las dificultades físicas que acarr('a
esta última. Para familiarizarse con el problema se podría recomendar recurrir al
libro de Jackson [2]. Para una mejor comprensión del mismo, se podría analizar el
artículo de Jiménez y Campos [3), que expone en forma extensiva las principalcs
paradojas que trae consigo la ecuación de Lorcntz-Abraham (o sea, la ecuación de
Lorentz-Dirac en el límite no relativista).

Por otra parte, existen muchos métodos distintos para deducir las ecuaciones de
Lorentz-Dirac y Lorcntz-Abraham; pero fundamentalmente son de dos tipos: los que
pretenden ser "formales" y los heurísticos. El primer método formal fue propuesto
por Dirac [I]. Sin embargo, aparte de las dificultades de la ecuación en sí (divergen-
cias y preaceleraciones), se llegó a ella por un método de renormalización que rcsulta
un poco dudoso (el uso de potentialcs avanzados parece evitar la rcnormalización,
sin embargo, esto puede discutirse ampliamente, (véase S6. Nuevas ecuaciones)).
Aparecieron luego un buen número de artículos tratando de esclarecer el método. De
todos ellos, se puede seleccionar el muy elegante artículo de Synge [4]' que de manera
formal elimina el problema de la renormalización, pero deja ciertas dificultades [5}
(no unicidad de!"tensor electromagnético). Los métodos se han perfeccionado mucho
como se aprecia, por ejemplo, en el artículo de Tahensky y Villaroel [6]' o en el de
Evans [7], que en unas cuantas cuartillas ohtienen el rcsultado. Sin embargo, todos
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los métodos tienen dificuita<les, ya sea relacionadas con la rcnormalización o con la
no unicidad del tensor electromagnético [5).

Por esto líltimo, y por los problemas de la ecuación en sí, han aparecido un
sinnúmcro de lluevas proptwstas que van desde representaciones en serie [8] o in-
tegrales [9], hasta nuevas ecuaciones de movimiento [10.11,12]. Esto ha sido tan
importante que se han puesto en duda conceptos muy clá.sicos como el de campo, y
las teorías como las de acción a distancia han lomado fuerza (13].

Sin emhargo, cuando se obtiene en forma Ilcmística, la ecuación de Lorentz.
Dirac (o la de Lorcnlz-Abraham) se evitan los problemas de rcnormalización que,
corno hemos dicho, es la mayor dificultad en la deducción. Podemos citar la de-
ducción de Planck [1.1]' primera en forma heurística. La deducción de Jackson [2J
está basada en esta última, para IIn caso particular. La deducción de Landau y
Lifshitz [15] consiste de realizar una contracción ele la ecu~ción de movimiento con
la 4-velocidad, utilizando la fórmula de Larmor y la conservación de la masa y se
obtiene la fuerza de frenado por radiación (misma que Lorentz-Dirac).

Entre las pocas presentacioncs heurísticas que pretenden exponer las principales
dificultades formales en la obtención de la ecuadón, se encuentra la de Cohn [16J;
sin embargo, aunque de alguna manera se mcnciona la renormalización, utilizando
a la masa observada, no se le da la importancia necesaria.

En cste capítulo pret.endctnos, a pñrtir de las idca.c;de Cohn (16], hacer énfasis en
el problema de la renormñlización en la deducción de la ccuación de Lorentz-Dirac.
Esto último nos muestra en forma natural cómo se pueden obtener otras ecuaciones
en forma heurística (¡tiCsatisfagan también los re(¡Herimientos físicos, al igual que
la primera (lo cual refuerza las ideas sohre otras (,cllaciones de movimiento [10,11]).
Esto nos lleva a analizar las idcas de Dal,oul [l7) y a las posibles ecuaciones en
series 12,18,19j. Otro de los puntos má." importantes f..-'S la.estructura de las partículas
cargadas y la influencia. de esta última propiNlad en la ecuación de movimiento [20}.
Es interesante hacer notar que si se asigna una. estructura esférica al electrón, se
obtiene fácilmente la ecuación de Abraham.Lorentz [2lJ y además, el problema de
la renormalización de la ma."a aparece cn forma natural.

2. La fórmula de Larmor y la deducción de (ohn

Los campos retardados se obtienen "apartir de los potenciales retardados de Lienard.
\Vicchert. Si consideramos ahora el campo generado por una partícula en x, al
tiempo t, en un punto lejano II -+ 00, se tiene que la radiación llegará al punto
lejano, a un tiempo t + RI c. A partir de ('stas consideraciones, es fácil calcular la
potencia radiada al infinito por la partícula utilizando simplemente el vector de
Poynting y una superficie esférica con radio que tiende a infinito. La fórmula de
Lannor establece que

(1 )
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De esta misma manera, se puede ver que la generalización relativista para la
energía-ímpclu radiada por unidad ele tiempo ('s

A partir de esto IJltimo, Cohn 1J6J deduce la ecuación de movimiento de la siguiente
manera: se parte de la ecuación

donde Tnobs es la masa observada )\ d(' IwdlO, 1" n'lloflllalizaci()n 110 se lHuestra
sino se señala; f)P es un vector propuesto CjIU', s£' SU POll£',corrige el error cometido
al considerar que solamente la raeliaci()n £'Illitid<t<\1infinito por la carga afecta la
ecuación de movimiento. Es decir, se Sllpotlf' qlU' ¡'() 110 incluye tocio el ímpetu cleI
campo. A partir ele un principio de balallct', S(' IIc'ga <t la ('cuacic'Hlc!('S('ada. Los
incoIlvenientes son los siguientes:
i) Al agregar DO, no se discute el problema de la r('normalización.
ii) Cuando se deduce J)0, se llega a ¡y' = en, o se'a que es una diferencial exacta, y
se afirma quc ca sólo depende de la posición, la \'('Ioddad y la aceleración. Es claro
que si tenemos declos de retardo, cualquicra nllc\'a función dependerá de todas las
derivadas de la posición, pues no es un prol,IC'llla local. Esto será interesante cuando
se propongan otras ecuaciones de movimiento.

3. La nueva interpretación de la fórmula de Larmor

Existe otra forma de interpretar la fórmula Larmor y ('s la siguiente: se considera la
energía radiada por el electrón, pero en UIl sistC'llla ele referencia donde la partícula
se encuentre en reposo y la superficie de integración del \'cctor de POYllting sea una
esfera de radio /l -+ O, de tal forma qu(' S{'consic!cn' toda la cllcrgía radiada. En
cste límite, sc deberán considerar todas las poll'lIcias dI' 1/ Ji al ('alcular el \'ector
de Poynting, pues al integrarlo en la stllH'rflcie con radio n -+ O las potencia •• de
1/ R influirán.

Los campos e!t'Ctrico 'j magnético estiín da(los por

B(x,t)=e,

('. c (er x ,8)
E(x,l) = ¡Fe, + ~e, x 11

e¡3
x E == -senOctI,

ell

(' cl1
::;: Ir!. Cr + c/l sen OCIJ,

(1 )

donde hemos tomado la aproximación de' no considerar el retardo: concepto IIlUY im-
portante, pues más adelante veremos (JIU' para o],I('lIer una ('cuación de movimicnto
110 se puecie despreciar. Es más, es posihlcmellte- 1<1 pi('dra angular ell la o],tención de
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la ecuación. Por otra parte, el haber considerado los dectos retardados hubiera sido
equivalente a obtener el resultado en forma rigurosa y no heurística. Cabe recalcar
que nos encontramos en un sistema de rdercncia donde la carga se encuentra en
reposo.

Si calculamos el flujo a través de una superficie esférica y tomamos el límite
R ---+ O, se llega a la fórmula de Larmar.

4. La fuerza de frenado y la renormalización

Si queremos calcular ahora la fuerza de frenado, en las mIsmas condiciones, sólo
debernos conocer

(5 )

Aquí, se debe hacer la siguiente aclaración: se considera quc la partícula está su-
jeta sólo a fuerzas no electromagnéticas para que la fuerza de radiación sea dada
por (5). Pueden aparecer ciertas dificultadf'S si se calcula esta tíltima en coordenadas
esféricas [23]. Sin embargo, si se realiza COffec!.amenteel cálculo se llega a [23]

(6)

donde 1no = 3;~~' Al realizar lal proce~o de límite esta expresión diverge, lo que
conduce a la interrogante sobre si el electrón es puntual. La evidencia experimental
parece apoyar lal idea o, en todo caso, se podría conferir al electrón un radio ta'l
pcqueilO que su masa 1no resultaría muy grande, de acuerdo con (6), aunque tal
masa no es aceptable [24J. La otra alt.ernat.i"a sería hacer una renormalización;
o sea, considerar que la verdadera masa no ('s la o\>s('fYada,sino que se le debe
restar 1no

711= mob~ - 1110.

Luego, de la ecuación de Ncwt.oll y de (7)

se llega a

(7)

(8)

(9)

Volvercmos al tema de la renormalización CI1<1I1<loveamos otras ecuaciones de
movimiento posibles para partículas cargadils. Hecor<ielllosque esto es válido sólo en
el sistema de referencia donde la partícula se ennlf'1l1ra en reposo. Podemos ahora
concluir, por inducción a la relatividad, con 1<1ilY'Hiaele la nueva inlerpretación de
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la fórmula de Larmor y de (9), que se puede construir un ti-vector relativista de
fuerza de radiación de la siguiente manera:

(F") = (_~c2 a2,0). (10):l c.l

y generalizando para cualquier sistema de referencia

(11 )

Sin embargo, nuestro resultado ticne ulla deficicncia, pues la parte espacial del
vector fuerza de radiación es cero en el sistema d(' referencia donde la partícula se
encuentra en reposo. El error provienc dc no considerar los términos de retardo. La
corrección se realizará en la próxima sección.

5. La Ecuación de Lorentz-Dirac y el retraso

Como hemos seilalado, debelIlos corrC'gira (11) debido a no haber considerado los
términos de retardo. Hay que recordar que considerar estos términos en el cálculo
hubiera sido equivalente a obtener la cCllil.ciónde Lorentz- Dirac formalmente y no
heurísticamente. Podemos introducir la corrección cn la ecuación de movimiento
por medio de un vector DO

( 12)

Al contraer esta ecuación con vo, por la conservación de la masa, el término de
la izquierda se anula; por la antisimetrÍa del tensor de Faraday el primer término a
la derecha también se anula, y por lo tanto, se l1C'gaa

(13)

Si proponemos él DO como función de n.o (donde el punto representa derivada
con respecto al tiempo propio)

(14 )
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se cumple (13) idénticamente y se tiene entonces

(15 )

que es la ecuación de Lorent7.-Dirac.
Sin embargo, DO no es el tíllico vector posible qtll' satisfaga (13). Del hecho de

que la renormalización sea arbitraria y de que haya otras posibilidades para DO,
se pueden suponer olras ccuacioncs. Debemos hacer notar que por el método de
Dirac IlJ se llega a una renormalización, y por el de Syngc [4] en realidad se llega
a otra ecuación, que luego se corrige 15]añadiendo un tensor de tal forma que se
obtenga de nuevo la ecuación de Lorentz-Dirac. Todo ésto nos permite aceptar la
posibilidad de otras ecuaciones.

6. Nuevas ecuaciones de movimiento

liemos deducido la ecuación de Lorentz.Dirac suponiendo dos cosas fundamental-
mente: la primera es la validez de la r('normalización, algo muy insatisfactorio;
la segunda es que la corrccción dehida al retardo DO es función solamente de la
hiperaceleración. Sin embargo, si consideramos que tanto la rcnormalización como
la corrección DO pueden producir lluevas t.érminos, llegamos a la conclusión de que
la ecuación de movimiento debe ser del tipo siguient.e:

( 16)

Esta ecuación es del tipo de (12), sill embargo, a }Jo ahora se le permite depender
de cua.lquier derivada de la posición y también va a satisfacer (I:J); o sea

2 (:2 2 o
-- ," +"nlJ =0.:1 C"

( 17)

Como hemos visto, el caso de Lorent.z-Dirac se rccupera con (14). De hecho, Dirac [1]
llega a. algo muy parecido y escoge al na m~s sencillo, pero en su caso aparece un
t(~rtnino infinito, lo cual es equivalente a tilia reIlormali7.ación de la masa. Cabe
recalcar que Dirac [1] hace notar la éxistcncia de ot.ras ecuaciones posibles. Veamos
cuales son:

Sabemos que v2 = 1; si derivamos con respecto al tiempo propio, se llega a
Vn iP = 01 Ysi repetimos la oprraciólI tclle!nos

(lB)

y <lela misma forma

(19)
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Esto nos lleva a proponer toda tina serie de (,cllaciones que satisfarían la rc-
lación (17):

(20)

donde TO = ~::1 los coeficicntcs 11" deben d{'girse según la nueva propuesta de
ccuación y los puntos suspensivos se refiefen a los siguientes términos obtenidos de
combinaciones similares a (18) y (20).

Es interesante señalar que (20) es dif£'ff'nt.ca

(21)

donde v(n) son las n+ésimas dcrivada,s de In w'locidad con respecto al tiempo propio
yen constantes, pues (20) no es lineal y (21) sí lo {'S. Se hace mención de ésto último
debido a que no es claro que Ulla ecunción como (21) elimine los problemas de diver-
gencia que tiene la ecuación de Lorcntz.Dirac Esto fue demostrado por Daboul [17]
para el caso no relativista; sin embargo, sería sorprendente que fuese divergente en
el caso no relativista y lo contrario para el relativista. Sin embargo, (20) no es lineal
y podría estar libre de tal dificultad.

Hay que hacer notar que se ha propucsto una ecuación, en forma de serie [18J,
llamada la aproximación por series pcriurbadns

" ,,(OTo)n¡"(n)()ma =6--,-1 T,n.

que se obtiene de la representación integral [26]

(22)

(23)

(T'-T)
donde Q = --- y f{" = m(a" - TO).

TO

Algunos autores [8,27) pretenden que (22) es una ccuaclOn distinta a la de
Lorentz-Dirac; sin embargo, por argumentos físicos es fácil descartar esta posibi-
lidad [27). Más aún, se puede llegar a demostrar matemáticamente la equivalencia
para los casÓs físicos [19].

También cabe notar que (22) es, como hemos dicho, la ecuación de Lorentz-
Dirac, que es un caso particular de (20), con Al = 1YAn = O para n t- 1, Yno una
serie infinita del tipo (20).
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7. Conclusiones

Se puede concluir que si las irregularidad(~s ell la deducción de la ecuaClOll de
Lorenlz-Dirac, han'n dudar de su veraci<1a(\ y por dio se proponen olra.s cOIa.ciones,
éstas úllimas deb£'r<Í.nde cumplir con (20).
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Abstract. Th(' LOf('lltz.Dirac Eqllatioll isobtained in a heuristic way,
This f('snit is dcduced hy inlf'fprl'!il1~ lhe Larmor formula in a different
form Sl1,J¡ that lhe rC'tlormalizalioll prnhlem is expos('d. The retarded
efTccts are pointcd out. This dc,dudinn allows to propose a series of
possible e<¡llatiotls for rharg;l'd parlicles in hcuristic form too.




