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Resumen. Se presenta en forma general el método de operadores ad-
juntos, el cual permite reducir sistemas de ecuaciones diferenciales par.
ciales lineales homogéneas de grado arbitrario a ecuaciones para un
solo potencial que determina la solución completa del sistema original.
Como ejemplo de este método se consideran las ecuaciones de Max .•••.ell
sin fuentes, expresando su solución en términos de los potenciales de
Debye.

PACS: 02.30.Jr¡ 03.S0,-z¡ 03.S0.De

1. Introducción

Las ecuaciones de ~1axwcll de la electrodinámica clásica son un ejemplo de 105

sistemas de ecuaciont:-"Sdiferenciales parciales lineales que surgen en la física, cuya
solución suele ser una tarea complicada debido a que las funciones a determinar
aparecen mezcladas (o acopladas) en dichos sistemas. El empico de coordenadas
cartesianas usualmente lleva a algunas simplificaciones; sin embargo, en muchos
casos, debido a la simetría del problema o a algún aspecto específico de interés,
resulta preferible utilizar coordenadas curvilineas en términos de las cuales las di.
versas variables o coordenadas aparecen acopladas, lo que complica la solución de
las ecuaciones.

Frecuentemente, subiendo el grado de las ecuaciones para sustituir algunas de las
incógnitas o de sus derivadas en términos de otras, es posible obtener una "ecuación
desacoplada" que contenga sólo una de las incógnitas o alguna combinación de ellas;
la solucióil de una ecuación de este tipo puede servir entonces como punto de partida
para resolver el sistema completo. Incluso en el caso en que cada incógnita satisfaga
una ecuación desacoplada, es necesario sustituir estas soluciones individuales en el
sistema original para poder determinar su normalización relativa (es decir, siendo
lineal cada ecuación desacoplada, su solución debe contener una o varias constantes
que, sin embargo, no son del todo arbitrarias, sino que deben estar relacionadas
entre sí a través de las ecuaciones originales).
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Existe un método, esencialmente simple y elemental, mediante el cual es posible
expresar la solución completa de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales li-
neales homogéneas en términos de un solo potencial que debe satisfacer una ecuación
diferencial parcial lineal, sin importar el grado de las ecuaciones, el número de ellas o
el número de incógnitas, cuya aplicabilidad depende básicamente de la obtención de
una ecuación desacoplada, en el sentido mencionado arriba. Este método, que llama-
remos método de operadores adjuntos, fue introducido por \Vald (1) (véase también
la Re£. [2))y ha sido aplicado principalmente en el contexto de la relatividad general.
Entre los resultados obtenidos por este método están las expresiones en términos de
un solo potencial escalar para la solución de la ecuación de WeyI para el neulrino [3],
de las ecuaciones de ~laxwell [1,3], de la ecuación de rlarita-Schwinger [4,5] y de las
ecuaciones para perturbaciones gravitacionales [1),suponiendo que el espaciotiempo
es curvo, pero imponiendo ciertas condiciones sobre la curvatura. Generalizaciones
del método, donde el potencial tiene varias componentes o es una matriz cuadrada,
han sido aplicadas al caso de perturbaciones gravitacionales y electromagnéticas
acopladas [6,7) y al caso de perturbaciones de campos de Yang-Mills [3] (en el caso
de las perturbaciones gravitacionales y electromagnéticas acopladas, por ejemplo,
el resultado corresponde a reducir 14 ecuaciones acopladas de segundo orden para
14 incógnitas a -1 ecuaciones acopladas de primer oulen para 4 potenciales o a 2
ecuaciones acopladas de segundo orden para 2 potenciales).

En este artículo se expone el método de operadores adjuntos en su forma general
y como ejemplo de su utilidad se obtiene la solución de las ecuaciones de Maxwell
sin fuentes (en espacioticmpo plano) en términos de los potenciales de Debye. Estos
potenciales son tratados en varios textos de electrodinámica clásica en relación .al
desarrollo en multipolos [S-lO}. A lo largo del artículo se siguen la notación, con-
venciones y unidades usadas en el libro de Jackson [S], empleándose la notación
de cuadrivectores y de tensores, con sUllla implícita sobre cualquier par de índices
repetidos.

2. Método de operadores adjuntos

Supongamos que Jop ... son las componentes de un campo vectorial o tensorial de
rango n que satisface un sistema de ecuaciones diferenciales parciales lineales ho~
mogéneas que pueden expresarse en la forma

IE(Jop ...)]." .. = 0, (1 )

donde E es un operador diferencial lineal que aplica campos tensoriales de rango
n en campos tensoriales de rango m. Esto significa que las ecuacion~ satisfechas
por ¡(lIJ ... son ecuaciones tensoriales, lo cual corresponde al llamado principio de
covariancia general.
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Si S es un operador diferencial lineal que aplica campos tensoriales de rango m
en campos escalares, y es tal que

SE= OT, (2)

donde T es un operador diferencial lineal que aplica campos tensoriales de rango
n en campos escalares y O es un operador diferencial lineal que aplica campos
escalares en campos escalares, entonces:

i) Si J08'" es solución de las Ecs. (1), de la ecuación (2) se deduce que la función
(o campo escalar) X == T(f,.p ... ) satisface la "'ecuación desacoplada"

O(x) = o. (3 )

Es decir, X es una función formada a partir de las componentes lap.. o de sus
derivadas, que satisface la ccuación desacoplada (3) como consecuencia de (l).

ii) Tomando el adjunto de cada lado de la Ee. (2) (en el sentido que se explicará
enseguida) se obtiene la identidad de operadores (Iiferenriales lineales

(1)

de la cual se sigue que si la función f/J satisface la ecuación diferencial

(5 )

entonces el campo tensorial SI (,¡,) satisface el sistema de ecuaciones El (SI (,¡,)) = O.

En particular, si E es autoadjunlo o antiautoadjunto (I~t = :!:E)l como ocurre en

varios casos de interés, esto significa que el campo tensorial st (f/J) satisface el sistema
original (1).

El adjunto de un operador diferencial lineal E que aplica campos tensoriales
de rango n en campos tensoriales de rango m denotado por Et, 'es aquel operador
diferencial lineal que aplica campos tensoriales de rango m en campos tensoriales
de rango n tal que iI1

(6 )

para cualquier par de campos tensoriales fa8 ... y hlJ/,I'" de rangos n y m respecti.
vamente,.donde s es algún campo vectorial y div s es su divergencia. Solamente si
n = m puede ocurrir que Et sea igual a :!:E. Es fácil constatar de la definición (6)
que se cumplen las reglas usuales: (AI)I = A, (AB)I = BI Id Y (A+ B)I = Al +Bt
y que, si las xa son coordenadas cartesianas, (O/OxlJ)t = -O/Oxa.

A primera vista parece difícil hallar operadores S, O y T que cumplan la iden.
tidad (2) para un operador E dado, pero como se ilustrará en la siguiente sección,
todo el problema se reduce esencialmente a hallar una ecuación desacoplada de la
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forma (3), que permite de inmediato i<lentificar a O y a T, con lo que el producto
OT es conocido y de la identidad buscada (2) se ohtiene S. Una vez establecida
una identidad de la forma (2), si la función potencial ~, satisface la ecuación dife-
rencial (,5) entonces el campo tensorial h¡w .. = [St(IjI)]¡W .. satisface el sistema de
ecuaciones diferenciales IEt(h¡w ...)]op ... = O. Debido a que todas las componentes
de h,Jlt •.. se obtienen (linealmente) de un mismo potencial, tienen automáticamente
la normalización relativa correcta.

El método es también aplicable en el caso en que Et no sea proporcional a E;
sólo ba.<¡t.aconsiderar inicialmente a I~t ('n lugar de R [l]. Asimismo, generalizando
apropiadamente la definición de adjunto, el método es aplicahle al caso en que en
lugar de campos tensoriales se tienen vectores o matrices formados por campos
tensoriales o espinoriales 13,.t,i).

3. Solución de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes

Las ecuaciones de ~Iaxwell en el vacío, expresadas en notación vectorial, son

'V. E = .Irrp,

'V. D = O,

loE h
'VxD-----Jcat-c'

I aD
'V x E + - O- = O,

e ul

(7)

donde p y J son las densidad de carga y de corriente, respectivamcnte. Las ecuacio-
nes homogélleas (que 110 cOlltiencn a las fuentcs) se satisfacen idénticamente si los
campos E y n 1'ieexpresan en términos de los potcncial('s rP y A mediante

E-n' I aA_-V<;>---,
e al D = 'V x A. (8)

Por consiguienle, sustituyendo (8) ('11 las ('cnaciollcs inhomog<-neasde (7). las
ecuacioncs de Maxwell en términos de ti> y A equivalen a un sistema de cuatro ecua-
ciones de segundo ordcTI.Este sistema puede escribirse convenientemente usando el
cuadripotencial A" = (,p,A) (!leL [81, Cap. 11) en la forma

(9)

donde JO = (ep, J) Y el operador E está dado. en coordenadas cartesianas, por

(10)

donde Do = D/Dxo. En coordenadas cllfvilineas, o en ('spacios curvos, basta reem.
piazar las derivadas parciales por derivadas covarianles. Por lo tanto las ecuaciones
de Maxwell sin fuentes, que se obtienen haciendo Jp = O en (9), tienen la forma (1).
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El operador E definido en (lO) es autoadjunto, ya que

B~[E(Ao)l~ =ff' {B~(aoA~ - a~Ao)} - (aOB~)(aoA~ - a~Ao)

=0" {B~(aoA~ - a~Ao)} - aa(A~aO B~) + A~aoao B~

+ a~(AoO" B~) - Aoa~8" B~,

lo cual, después de carnhiar la posición y el nombre de algunos índices que están
contraídos, equivale a

aa {B~(aoA~ -a~Ao) - A~(aoB~ - a~Bo)} + A~aO(aoB~ - a~Bo)

= O"so + A~[E(Bo)I~,

donde So '" B~(aoA~ - a~Ao) - A~(aaB~ - a~Bo). Nótese que si se expresan las
ecuaciones de ~Iaxwell en términos del tensor de campo FOPI el operador corres-
pondiente no puede ser autoadjunto.

Prócederemos ahora a establecer identidades de la forma (2) a partir de ecuacio-
nes desacopladas. Para este fin, usando la identidad 'V x 'V x F = 'V('V. F) _ 'V'F,
de la Ec. (7) tenemos

, I a' 411" [ ¡aJ]('V - - -)E = - 'V(cp) +--
c' al' e e al

,la' 4Jr('V ---)B=--'VxJ.
e2 fJt2 e

(11)

Aun cuando el propósito es resolver la.s ecuaciones de Maxwell sin fuentes, es con.
veniente mantener los términos con p y J por razones que deben resultar claras en
breve. Si se multiplica la segunda ecuación en (11) en producto interior con el vector
de posición e, usando que e. 'V'F = 'V'(e . F) - 2'V . F y 'V. B = O, se halla la
ecuación desacoplada

, I a' 4Jr
('V ---)(r.B)=--e.'VxJ.

(2 Ot2 e (12)

Claramente, si se cumplen las ecuaciones de Maxwell sin fuentes, J :;;;:O y por
lo tanlo (r. B) es una función escalar que obedece la ecuación de ondas, la cual es
de la forma (3) corl

, la'O='V - --=-ff'ae28t2 ll'
(13)
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y X = r . B = r. 'V x A; es decir, T( Aa) = r . 'V x A. AsÍ, aún sin que Aa satisfaga
las ecuaciones de Maxwcll sin fuentes, de (12) tenemos: OT(Aa) = -¥r. 'V x J ;;;:
_ 4c~t.0aP"'xa8pJ.." donde (aP..,h es totalmente antisimétrico con (0123 = 1 = -(0123,

(dado que el primer índice de la "(lO vale cero, los términos no nulos en la triple
sumaloria implícita corresponden solamente a componcntes espaciales) y en vista
de la Ec. (9) se tiene OT(Aa) = _,Oa~7xaa~[E(A6)]7; la cual tiene la forma (2) con
[S(J..,)] = _(Oafhx0'8¡JJ..,. En otras palabras, S es simplemente aquel operador que
en la ecuación desacoplada actúa sobre el cuadrivedor 4c~JO'.

Es fácil ver que [st(?j>)p = ,Oa~7a~xa?j> = ,Oa~7Xaa~?j> y que ot = O; por
consiguiente si t/J satisface la ecuación de ondas

(14)

el cuadripotencial Aa = [st(?j»]a = ,O~7ax~a7?j> = (O, -r X V?j» satisface las ecua-
ciones de Maxwell sin fuentes. Escribiendo?j> = ?j>(r)e-'Wl, de la Ec. (14) resulta que
t/J(r) satisface la ecuación de Helmholtz

(V' + k')?j>(r) = O, (15)

con k = w/c y de las Ecs. (8), con Aa ;;;:(O,-r x Vt/J), se tienen las expresiones

E = -ikr x V?j>,
1

D= V x (-rx V?j» = -kV x E. (16)

La ecuación de Helmholtz, como se sabe, es separable en varios sistemas de
coordenadas, incluyendo las esféricas, donde 1,&(r) se separa en el producto de una
función esférica de Bessel por un armónico esférico }ím' Con esta solución separada,
el campo (16) es un campo multipolar magnético o transversal eléctrico (debido a
que l.. E = O) (ReL [8J, Cap. 16). El potencial?j> se conoce como potencial de Debye;
sus derivadas permiten construir la solución completa de las ecuaciones de Maxwell
sin fuentes (Ec. (16)), pero esta no es la solución general, ya que la soludon (16)
cumple la condicion r. E = O.Para representar la solución general de las ecuaciones
de Maxwell sin fuentes se requiere un segundo potencial de Debye, el cual se halla
a continuación.

Por un procedimiento similar al seguido arriba, de la primera ecuación en (11)
se obtiene

,la' h [ r aJ](V - --)(r.E) = -- 2cp+r.V(cp)+ -. - ,
c2 lJt2 c c at ( 17)

de donde se deduce que, en este caso, O vuelve a estar dado por (13), X = r.E y S es
un operador tal que S(Ja) ;;;:2cp+r. 'V(cp)+ ~r.~, y por consiguiente, si 1,& satisface
la Ec. (14), Aa = [st(?j»]a = (2?j>- V. (r?j», ~r~) es solución de las ecuaciones
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de ~laxwell sin fuentes. Haciendo nuevamente 1/' = l/J(r)e-.wt, el cuadripotcllcial se
expresa como Aa = (2'" - \7. (rl/'), -ikr1/') y de (8) se obtiene

B = ikr x VV'. ( 18)

donde, en la tÍltima igualdad, se ha usado que l/'(r) satisface la Ec. (1.5). Esta
solucióll cllmple la condición r. B = O, por lo que St' trata de un campo transversal
magnétiro.

Los potenciales y las cxpresioncs (16) Y (18) para los campos de ninguna manera
son úllin)s; sino que, como se indicó anteriormente, para cada ecuación desacoplada
existe' un potencial a..'iociado. Por ejemplo, (h-hido a que en coordenadas cartesiana..,;;
\l2F = (\l21'~, \72F", V2Fz). de la prim('ra ecuación en (11) se obtiene la ecuación
desacoplada

(~' 1 iJ') /' "" [ a ( 1 aJ,]v - - -, o' = - - cp) +--
c' al- - e a: c al ( 19)

que corresponde al operador O d¡\do ('ll (1 :1), ('on y = l~'zYal operador S dado por
S(JO') = fz(cp) +~~. Por consiguiente {st (fM10' :: (-~, O, O, ~ ~) y si ti' satisface
la Ec. (J.I), el cuadripotencial /lo = (-~,O,O, ~~) {'s solución de las ecuaciones
de ~laxwcIl sin fuentes (la solución generada d(' ('sta manera es tal que Hz = O). r.1l
forma análoga, de (11), se tiene

(20)

I)or lo tanto, Aa = (O,~,-~,O) es solución d(' las COlaCIones de Maxwell sm
fuentes si 1/J obedece la Ec. (14).

La solución general de la.."ecuaciones de f\laxwell sin fuentes requiere de dos
potenciales de DeLye reales o de 111I0solo (,olllp!l'jo. De hecho, nuevamente de (11),
tenelnOS (Ilcf. [11), Ec. (43))

4~{( a . a ) ( a 18) }=-;:- 8z+'ay (cp-J,)+ Dz+-;'8t (J,+iJ,) ,
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por cOllsiguil'nte, el cuadripotencial

( (D D) (a la) .(a la) (a a))= - -+i- ~,-+-- ,p 1 -+-~ ,p - -+i- ,p
[J.r üy 'Dz e iJI ' iJ:: (' /}t , {J:r ay

+ complejo conjugado

es solución de léL<;ecuaciones de 1\laxwell sin fuentes, provisto que la función com-
pleja ~', satisfaga la Ec. (H). El campo correspondil'lIte él. este cuadripotencial cs
jllstalIJ('llte el dado ell la Ec. (51) de la Hd. (111, donde se muestra por integración
directa que, localmente, la solución gencral de las ecuaciones de ~1axwell sin fuentes
cs de esta forma.

Adcmás de que COIl cada ecuación desacoplada SI' ohtiene un operador S dis-
tinto, cuyo adjullt.o geJlcra el cuadripotellcial Aa, para cada ecuación ck-sacoplada
exist.e ulla ambigüedad adicional en S. De la Ec. (10), conmutando el orden de las
,leri,.adas. se halla '1ue D.1[¡;(A.)J. = a3aO(a.Ap - a",lo) = O (lo cuaJlIeva a la
COlación d(~ continuidad); por lo tallto, la identidad (2) no se altera si a S se le
añade 1111 ti'rmino de la forma hfil, con J¡ siendo ulla función arhitraria [6). Esta

alllbigi'lC'daci ('11 S correspollde cnt.ollC'l::-¡i\ la libertad dl~ [ecmplazar At:J= [st (tJ}»)n
por A() = [st (1/-')]0 - iJ"(I11I'). El ti'flllillO adicional [f'pn'l;C'lIta, IHl"t'isamente, una
transforlllacilm de norma.

En algullos casos la.•• ('x presiones ohtenidas por d mi,todo aquí CX¡Hll_ostoper-
miten estahlecer relaciOlu's entre las soluciones d~ las ('cuaciones diferenciales in-
volucradas (1,7]. Así por ejemplo, la Ec. (12) muestra qlle, ell ausencia de fuent~s,
r. B satisface la l'cuación de onJas, al igual que el potencial t/J; por otra parte, de
la EL (lo) sl'ltalla quc p.ua el camJlo gellcrado por ~l

r. B = -r. \' x (r x \,~,) = -(r x \')',p. (21 )

~o ~i.!!>llifi('aque al aplicar el operador (r x \7)2 a IIlla solución de la ecuación de
ondas se ol,t i(,ltI' otra SOlllCióll. Si se l'mpll'an las coordl'lladas esféricas para expresar
(r x v)'! (quc ('S (,SCllCialllll'nte el operador 1.2 encontrado en la mecánica cuántica) y
para escribir a ~'como UII producto d(~ fUllciones de ulla sola coordenada, la Ec. (21)
corrcspondc <tI hccho bil'lI conocido de 'lUC 1,2}ím es proporcional a }ím'

4. Observaciones finales

La aplicación del IIli,todo presentado en este artículo depende de la obtención
c1(' \lila ec(lación desacoplada derivada dl'l sist.ema ci(' ('cuaciones él..resolver (o de
su adjunto). Sin embargo, aparentemente no hay forma de determinar en general
qué combinación de illcógnita.<; satisfará una ccuación desacoplada. Por otra parte,
cuando la solución completa se tiene expresada en términos de un potencial, la
ecuaciólI diferencial para éste podría no ser soluble por separación de variablcs, lo
que limitaría las aplicaciOlles de los resultados.
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Abstract. The method of adjoint operators, which allows us to reduce
systems of homogeneous linear partial differential equations of arbitrary
degree to equations for a single potential that determines the complete
solution of the original system is presented. As an example of this
method the source.free Maxwell cquations are considered, expressing
their solution in terms of the Debye potentials.




