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Resumen. A partir de la ley de refracción de Snell.Descartes, obtene-
mos en forma directa y sucinta las ecuaciones de Hamilton de la óptica
geométrica. Mostramos cuál es la estructura global del espacio fase y la
comparamos con la que se usa en óptica paraxial.

PACS: 02.40.+m; 42.30.D;; 42.90.+m

1. Propósito

El estudio de la luz ha inspirado y movido varias revoluciones científicas. En par-
ticular, los últimos diez años han visto un notable aumento de interés en explorar
el espacio fase de sistemas físicos no sólo mecánicos, sino ópticos y de manejo de
información. En la mecánica de partículas, conocida en cursos de física clásica [1],el
espacio fase tiene las coordenadas de posición y de momento lineal de las partículas.
La evolución en el tiempo se rige por las ecuaciones de Hamilton.

Los textos y artículos que abordan la óptica lIamiltoniana de medios inho-
mogéneos {l, 2 3I se basan en el principio de mínima acción de Fermat, del cual
derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange por argumentos variacionales. En ellas
definen la observable de momento como el gradiente de velocidad de la función
Lagrangiana y, finalmente, las reescriben como las dos ecuaciones de Hamilton. Así,
hemos visto que el estudiante de óptica pocas veces llega fresco a estas últimas
ecuaciones, que estimamos ser las fundamentales no sólo para la óptica, sino par~
una gran ge.ma de sistemas físicos, incluidos los mecánicos, que mediante ellas son
sujetos a cuantización. .

El propósito de este artículo es derivar las ecuaciones de Hamilton de la óptica
directamente a partir de la ley de Snell-Descartes. El nombre de Snell será bien
conocido al ledor; nosotros agregamos el de Descartes, pues hay elegancia y bre-
vedad en el razonamiento que lo llevó a formular esta ley a partir de un principio
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FIGURA 1. Una superficie (1, su plano tangente en S es T,,(S) ddinido por su vecLor norlllal ~.
Vil rayo cruza (f en S. punto de quiebre ('ntre dos tretas oril'rlLadas COIl direcciones ii
)' fj'.

de conservación." Esta ley está descrita en la S('cción 2. El paradigma cartf'si¡t1l0
de introducir coordenadas nos [[{'va ('11 la Sección :1 al ('spacio fase de la óptica. La
Sección ., formaliza la construnión g('ométricil, qlJ(' f'qlli\',d(' a 1;\ primera ecuación
de Hamiltoll. La dinámica d<'l sistema ('5 la ley df' Snf'Il-J)pscartf's, qUf' se COIl\.jertl'

en la segunda ecuación de lIamiltoll. En la sección .í formalizamos la construcción
del espacio fase de la óptica geométrica global y n"tIIos que es la de un haz fihrado
no trivial. El espacio fase <¡Uf' cOllllhllnente se utiliza f'n ópti('a (' informática C':'imás
sencillo; es el de la mecánica de partículas. En la sección fi lo ponemos en el contexto
de la aproximación paraxial de la óptica.

La economía en el liSO dc fórmulas es dclilH'radi! -'c,\hcJI ('11 \Ina ¡JiiCil (h'
retro proyector- y no s(' n'c¡uif'rl' más que cálculo vf'd.orial. Los argulllf'lllos dI'
apoyo y las figuras ticllcn por objeto presentar a Ii! vist.,\ f' intuición df,1 lector la,<;
c.uatro dimensiones del espacio fase dc la óptica.

2. Snell y Descartes

Consideramos un medio óptico homogéneo tridinJ('llsional carac!t'rizado por un
índice de refracción ti, separado por \lna discontilluidild fT d(, 1111segundo Ilwdio
n', La discontinuidad (j es ulla s11pe,jicie re/mc/unf(' p<tra los rayos qlle la cruzan;
ésta no necesita ser un plano, y supondremos SOliltT1Cllt('£111('('11 cada punto S' E a
podemos encontrar un pliltlo tangente TI1(S) con S1l vector llormal 1:, como ('11 1;\
Fig. l.

Un rayo que cruza (f es una'lírH'a formada por dos sq!;IIlf'lllos d" n'cta, <juchr.ula
en S E a. 'La relación que guardan estos dos segmentos ('flll ('1 vector normal ('n ('S('

punto es la bien conocida ley de SIlf'II-Descartes que ('onsla d(, dos enunciados: (a).
los dos segmentos rectos y el vector llorlll<tl son copla/Jan." y, (b). los ángulos O )' O'

"En efecto, fue Fermat, enemigo accrrimo de Descartes, el qUl' rOllfirió a l'Sta ]e:r el nombrl' df'
Wildebrord Snell, quien nunca publicó en vida su descuhrifllif'llto,
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entre los segmentos ell 11 y n' y el vector normal satisfacen

nsinO = n'sinO'. (1)

Probablemente, la intuición del lector ya confirió a los dos segmentos de recla
los nombres de myo incidente y rayo 1''Cfmciado, asignando a la figura geométrica la
cualidad de proceso, más que de relación gC'OlIlétrica. El primer paradigma conforma
el de Sncll.lkscartcs al encontrar empíricamente la relación (I). El segundo para-
digma es del interés de la matemática y lleva impreso el espíritu de Descartes (Iuien
también. codánca e independientemente, <Icscuhrió la relación (1) por argumentos
teóricos a partir de Ia...<;simetrías que percibía de la Naturaleza.

Podemos trabajar cómodamente COII cálculo v{'ctorial para escribir la ley de
Sudl en forma más compacta: el rayo incidente y d rayo refractado definen dos
\'('ctores que indicamo:i por ir y ir', asignándoles longitudes n = Itíl y n' = ITi'I dados
por los índices de refracción de los dos llu'1.liosy 1: será el vcctor normal en el punto
d<:il¡(idencia. Entonces, los dos enunciados de la ley de Snell se pueden resumir en
la relación vectorial

(2a)

dond(' x es el producto Vl'dorial ordinario. La mugnittui de esta relación para I:EI = 1
es la ('cuación (1) mientras que Sil di'TcciólI nos din~ que la difereIlcia g = Ti. - ir' es
pum/da al ve<:tor nOflllal ~,

);x¡;=o. (2b)

Esto es, los tres vectores son linealmente dependielltes y están en un plano.
Vista C0ll10UII I)I"O("('so,la refracción d(~la luz obedece un principio de cOllscr-

mriú,,: e!llIiembro izquierdo de la ecuacióll (2a) es función solamente dc parámetros
del rayo en el primer Illl'dio y de a, mient ras que e1l11icmbro derecho es sólo función
del rayo y a, en el segundo medio. ~lás alín, el principio de conservación es local: la
componente de ii en 'J~(S) es igual a la cOlllpon{,llll~de;j' en el mismo plano para
cada ¡Junto S de la superficie. El plano <Iondc "succ'dc" la consen'ación tiene una
orientación que depende del punto de incidencia.

Descart.es propuso la conocida construcción groml~lrica de la Fig. 2 que usa esta
ley de conservación para calcular los ángulos de incidencia y refracción: (i) trazamos
dos círculos concéntricos de radios n y,,'; (ii) trazamos el vector Ti sobre su círculoj
(¡ii) trazamos un vector g paralelo a £ con pie etl la cabeza de Ti y cabeza sobre
el círculo n', Así, obtellemos el vector ir = ti + g que determina la dirección del
rayo rdractado. lIemos tlibujado 1'1proCl'SOtridinwllsional ('ti el plano de la página
usando el plano COllltlllde los tr('s vecl.or('s, ti, ir y E(S), para el punto genérico
S E a. El diagrama 110 contiene coordenada de posición y se refiere exclusivamente
a las dincciorles de los rayos.

Si queT<.'IlIOSvisualizar la rl'fracción global ('n IIna superficie a no plana, ima.
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FIGURA 2. El diagrama de Descartes para la refracción de un rayo con segmentos rectos orientados
según ñ y ñ', entre dos medios con índic("8 de refracción n y n'; la dirección de g es
paralela a la norma) de la superficie en el punto de incidencia.

ginémosla con lodos sus planos tangentes Tn(S) donde se aplicará. el principio de
conservación de las proyecciones de ñ y ñ'. dibujando esferas; allí el diagrama de la
Fig 2 se cumple en el plano correspondiente. Las llamaremos esferas de Descartes
de los rayos en los puntos de (7.

3. Medios ¡nnomogéneos diferencia bIes

La forma vectorial de la ley de Sncll-Dcscartcs dada en la ecuación (2) es válida
paTa cualquier difercnci¿l. entre índices de refracción, mientras n-n' ::j:. OYexista el
vector normal E. El límite n - n' - O en (l) implica simplemente O' _ O (excepto
para vecindades de O = r./2, es decir, rayos casi tangentes a la superficie). Podemos
llegar al limite desde cualquier dirección, por lo cual ir = ií cuando n' = n, como
es intuitivamente obvio.

Los medios in homogéneos (pero isótropos) donde el índice de refracción n(Q)
es tal que el gradiente Vn(Q) existe, son el hábitat de las ecuaciones de Hamjl~
ton. Analizaremos el proceso de refracción en forma diferencial para obtener estas
ecuaciones, introduciendo un sistema cartesiano de coordenadas en nuestro medio
pararnctrizando Q = (qx,qy,z) = (q,z). Distinguimos el tercer eje coordenado z
pues queremos que sirva como eje óptico a lo largo dd cual procederá la "'evolución"
q(z) de 1m: rayos, en general curvas en el espacio. En mecánica, este eje de evolución
es el tiempo. Su tangente ií(z) = (Px,Py, h) = (p, h) será referida a un sistema de
coordenaddf paralelo al anterior y ten4rá magnitud n(q,z). Como para toda .r,
ñ( z") está sobre su esfera de Descartes p2 + h2 = n2, podemos expresar su tercera
compcnente como

h(q,z) = TVn(q,z)' - p(z)', (3)

(¡ond(' r es el signo de h, o cero cuando h = O. Nos apartaremos de la vecindad de
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FIGURA 3. La esfera de Descartes guiando el rayo en un medio óptico provisto de un sistema
coordenado.

h = O(rayos en direcciones paralelas a la pantalla) y consideraremos sólo rayos con
T = +1, en el hemisferio +z.

Podemos describir un rayo que "avanza" a través de un medio óptico inho-
mogéneo diferenciable según la Fig 3. El rayo parte de la pantalla z = O en un
punto q(O) y con un vcctor tangente ñ(O) especificado por p(O). Traza una curva
O(z) = (q(z),z) guiado por su vector tangente ñ(z). Este vector se mantiene sobre
su esfera de Descartes que responde a la inhomogeneidad del medio cambiando su
radio. El vector tangente ñ se acomoda en la esfera de manera que consert'a su
componente perpendi-:ular a "\7n(O), el graqiente del índice de refracción. De esta
manera, el rayo tiende a "caer" hacia regiones de n grande pues la componente de
ñ a lo largo del gradiente crece. Por otro lado, si el rayo se acerca a regiones con n
pequeña, su esfera de Descartes se reduce hasta que sólo logra acomodar a la com-
ponente conservada y el rayo sufre reflexión total interna del plano perpendicular al
gradiente. Si el rayo traza una curva que en algún punto o segmento tenga tangente
paralela a la pantalla, la descripción por estas coordenadas q(z) deja de ser válida
en ese punto o segmento. Una simp!e rotación de nuestro sistema de coordenadas
arregla el problema en la vecindad de esos punto.3.

4. Las ecuaciones de H2miltofl de la ópti..:a

Hemos presentado conceptos básicos y coordenadas explícitas en la sección anterior.
En esta sección obtendremos las ecuaciones de Harnilton de la óptica. La primera
de ellas estará basada en la geometría y la segunda en la dinámica dada por la ley
de Sncll.Dcscartes.

Un rayo que cruza una pantalla colocada en z con 0= (q, z) y vector tangente
ñ(z), cruzará una pantalla en z + dz con Q + dQ = (q + dq,z + dz). El vector
diferencial dQ = (dq, dz) es paralelo a la tangente del rayo ñ = (p, h), según los
triángulos semejantes en la Fig 4. La razón de los primeros dos elementos entre el
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FIGURA 4. Dos triángulos scm('jant<'S: 1111 segmento infinit('simal del rayo y, allí. su \"t~tor
gelllc. El ('I•.mento de longitud a lo largo l.k] rayo {'S rls.

tercero da. lugar a la prilll(,l'il. ip,lIaldil.d('11 la ('Cllil.('iÓII,.('ctoriil.l

dq
=d:
l' =
h

iih

D,> ( 1)

La segunda igualdad proviclH' ele la depcllc1ellciil. fllll<'ional de h en p dada por
(3), cop la. notación v('ctorial iJj{)p = (ajf)Jl~.r)jf)Jly)' Lil.igualdad cntre ('1primer y
{¡Itimo micmbros de (.1)cs la prilrlf1'tl ecuación d('llallliltoll. Cambios infinitesimales
en la dirección o largo de Ti sólo contribuyen con dift'J"('llciil.lessegundas de q, que
desaparecen.

La segunda ecuación de lIamilton proviene d(' consic!('rar los v('ctores tangentes
de un rayo, ri(z) y ,i(. + dz) ClI las dos pantallas. Sea l = d"ld. = (dp/d:,d"ld:)
su (segunda) tangente. Por otra parle. el índic(" de refracción tiene entre Ia.s dos
pantallas un gradiente E = V1l = (iJlljDq,D"jlJ::.). y sabemos de (2") que los dos
vectores g y É deben ser paralelos. Afirmarnos ('ntol1c(,s que g = o~ y procedemos
a encontrar el factor de proporcionalidad o( p. q) ('xigi(,lIdo que el \'t.-'Ctorji se man-
tenga en su esfera de Descartes, cuyo radio tambit"1I camhia infinitesimallllcllte en
el tránsito dz.

Así, por tina parte

~tí. ;i = 'bí. g = 2011' Vn.
d. (5a)

y por otra, usando nZ = p2 + h2, la regla de la cadf'na .Yla primera igualdad de la
ecuación de Hamillon en (4), •

~n2 = 2n dn = 2n(d<t. an + aH)
dz dz d. Dq r1:

(p an aH) ," ( iJn I iJu)=2a -.-+- =2- 1"-+ 1-
h r1q iJz h Dq i!z

a -= 2¡;ñ. 'Va.
,¡

I
'.';,.
r
,¡l~
t "

(5b)
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De la igualdad entre los últimos miembros de (.Sa) y (5b) concluimos que o ;::;;nJh
yen consecuencia g;::;; (71Jh)E. Escribiendo las componentes encontramos

dp n iJn ah
(Ga)= haq = aq ,dz

dh u iJn ah
(Gb)=dz haz az

Nuevamente, las segundas igualdades son consecuencia de la fOfma fUllcional de h
en la ecuación (3), y los miembros extremos de (6(1) forman la segunda ecuación de
lIamillon. Es fácil ver que (Gb) es consecuencia de (-1) y (Ga).

La validez de las ecuaciones de lIamiltoll (4) y (fi) define a q y p como coordena-
das canállinllTlcntc cOlljugadas de posición y 1110111(7110óptico y a 1I0l'l ;::;;-h(p, q, z)
C0ll10 C'1l/ulIIi/toniano del sistema: el que genero lIlediante estas ('cuaciotws la evo-
lución del rayo a lo largo del eje z.

Las ecuaciones de Ilamilton! una vez estahlecidas para UTIsistema, llevan rá-
pidamente a varias de sus propiedades cSf~ncialf's. A<.otados por el propósito de
este artículo .Y por lo conocidas que son éstas en tTIf'ciÍnica, sólo Illencionaremos
sOllleramente dos de ellas. La primera es la (C/wóó" dc myo [4] que es:

( d)' _ __
h dz Q = "V,,(Q). (7)

/
').. ..• ..•

Esta <,cuaClon es análoga a la de Newtoll (md dl)-Q ;::;;m\7V(Q,t) y se obtiene
c!ircctalllcntf' de las primeras igualdades en las (,cllé'lciolleS (,1) y (6). La segunda
propiedad provicne de obs('rvar que el j(l('o/)iano ()(p', q/)JD(p, q) de \Ina transfor-
mación infinitesimal regida por las ecuaciolles de lIalllilton es la unidad, como se
pucde df'lIIostrar i1. partir d('1 illl;íli:-;isdf' dp X dq. Este result.ado sustenta el teorema
de Liouvillt~ [J, 5], que nos asegura que d e1enlf'nto de volumen del espacio fase
se conserva bajo transformaciones ()pticas producidas por medios continuos (y es
cierta también para superficies rcfractanlf's finitas {fiJ)o Así, la rNlucción de escala
de una imagen se puede lograr sólo a costa de ahrir el abanico de rayos que la
forman, .Yvicevcrsa. Esta propiedad es e\ gérlllcn d(' la relación de incertidumbre de
Iieisenlwrg y <'s inhe[f'lIte al formalismo hamiltoniallo.

5. El espacio fase de la óptica

FormalizareJllos ahora la construcción (Id espacio faSl~(',ptico a la Dcscarte.$ de las
secciones anlt'riores, con el objeto de poderlo contrastar con el espacio fase de la
mecánica clásica bidimellsional de partículas puntué'llcs en la sección siguiente. Este
último espacio es una variedad Re-1con coordenadas naturales (p,q) donde tanto la
posición q como el momento lincal p pueden tomar cualquier valor en su plano Re2.
En la óptica de rayos geollll'tri(ps, el espacio fase tiene ulla estructura más sutil.
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Los rayos de la óptica gcométrica son líneas rectas orientadas en lodas direc-
ciones del espacio tridimensional, donde vale la geometría euc1idcana. Llamemos a
este conjunto p. Podemos proyectar este conjunto sobre una esfera 52 asignando a
todos los rayos paralelos a una dirección ñ su punto correspondiente en la esfera,
que es la de Descartes. Se trata de una proyección 11": r •........•52, cuyo inverso 1l'"-I(ñ)
es un conjunto de rayos paralelos que podemos llevar uno sobre otro mediante
traslaciones q en un plano Hez perpendicular a los rayos, que por ende fOfman un
espacio vectorial que llamamos '/2. Tal estructura es bien conocida en matemáticas
bajo el nombre de haz vectorial (7].

Un haz fibrado es un conjunto p = (E, F, 11"), donde B es el espacio base [en
nuestro caso la esfera de Descartes 52 paramelrizada cOllvenientemente por p en un
disco ,de radio n, y T E {+1,O,-I} j, donde F ('s la fibra típica [en nuestro caso la
pantalla q E Re2J, y donde 11" es ulla proyección [11" : p 1--+ lJj. Además, para s E B,
aquí 7r-1(3) E Re2 es un espacio vectorial T2, de modo que el espacio fase de la
óptica se denomina un haz fibrado t'cctorial (52.72,11'").

Cuando reparametrizamos los rayos respC'Cto de una pantalla fija (carta de
coordenadas), como se acostumbra en los cursos de óptica, surge el problema de
distinguir entre los rayos paralelos a esa pantalla, IHWS tendrán todos por coorde-
nada q un punto al infinito en su dirección. Estas SOI\, sin embargo, las coordenadas
en las que escribiremos las ecuacioncs de Harnilton. No son coordenadas globales,
pues, y habrá rayos no parametrizables por esa carta de coordenadas. Hotando la
pantalla (pasando a otra carta) podremos distinguir entre ellos (sus coordenadas
serán finitas y no degeneradas). El uso de estas cartas locales de coordenadas que
hemos seguido pragmáticamente en las secciones anteriores es válido. El conjunto
de todas las cartas, con fórmulas analíticas que relacionen las coordenadas en el
traslape de cada dos de ellas, recibe el nombre de ailas del haz fibrado.

Una caracterización equivalente de p se puede formular en el marco de la teoría
de grupos de Lie: cualquier rayo en p se puede ohtener a pa.rtir de un rayo de
referencia mediante rotaciones y/o traslaciones en el l'Spacio, que son elementos del
grupo euclideano en tres dimensiones, E3. ~fás al'ln, elementos del grupo E3 que
difieran en rotaciones R2 alrededor del rayo de referencia y/o traslaciones TI a lo
largo de él, definirán el mismo rayo. Esto sugiere idcntificar P COIl el espacio de
coclases (R2 x 7'.)\E3• Después dc esto, toda la teoría de grupos está a nuestra
disposición como herramienta de exploración [8J.

La ventaja de identificar la variedad de rayos de la óptica geométrica con es-
tructuras matemáticas bien conocidas, es que podemos trazar estrategias de inves-
tigación, tales como el estudio de la luz polarizada o la óptica ondulatoria, por
mencionar sólo dos. La primera requiere de un haz con espacio base ampliado por
una coordenada sobre un círculo, 7'1 \E3; la segunda hará uso de representaciones
del mismo grupo en espacios de lIilbert de funciones de onda sobre el haz y espacios
de coclases.
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6. La óptica paraxial y metaxial

Comparemos el Ilamiltonianu óptico con el bien conocido Hamiltoniano de la
mecánica (bidimensional) de partículas de masa m en un potencial V(q, z) depen-
diente del tiempo z, ¡¡mee = p2/2m + V(q,z). Para ello desarrollemos (3) en serie
de Taylor alrededor de p = o:

lJopt = -vn2 _ p2

p2 (p2)2 (p2)'= -n + - + -- + -- + ....
2n 8n' 16n5

(8)

Si tomamos los dos primeros términos de la serie, vemos que (menos) el índice de
refracción -n(q,z) toma el papel del potencial y p2/2n de la energía cinética. La
analogía no es exacta, pues n(Q) aparece en vez de la masa m. Además, (8) contiene
términos adicionales de la serie que dependen de potencias crecientes de p2 y la serie
converge sólo para Ip! < n. En la medida en que podamos hacer caso omiso de estas
diferencias, podemos reemplazar la óptica geométrica por la mecánica y decir que
estamos trabajando en el régimen de óptica paraxial donde los rayos se suponen
cercanos al eje óptico (p2 < n2) y el Hamiltoniano se toma como

2
/{parax = L - n(q,z),

2no
(9)

donde no es una constante, n(O, z) cuando podemos suponer Iql < 1.
La formulación hamiltoniana de la óptica paraxial es idéntica a la de la mecánica.

Especialmente valiosas son allí las transformaciones lineales en el espacio fase p-q.
Allí, fibras ópticas quedan descritas por un potencial de oscilador armónico y los
estados de luz coherente quedan descritos por operadores de creación y aniquilación.
La teoría de transformaciones de Fourier permite aplicar el mismo formalismo al
análisis de señales donde frecuencia y amplitud son las coordenadas del espacio fase,
que tienen por rango la recta real.

Más aún, la óptica paraxial, definida específicamente como aquel sistema hamil-
toniano en el que el espacio fasc de rayos está descrito por (p, q) E Re4, sirve de base
para remontarnos a la óptica melaxial, que consiste en considerar un número finito
de términos en la serie (8) así como en todas las observables del sistema, desarrolla-
das en potencias de p y q módulo potencias de grado mayor que alguna A, el orden
de aberración del cálculo. Si bien sus resultados embonan cn forma natural con los
de la ópti~a paraxial (A = 1), la validez de los resultados polinomiales está acotada
por [pi = n, esto es, rayos a 90° del eje óptico. En sí, ésta no es una restricción
seria para propósitos de diseño de instrumentos ópticos y simplifica con creces los
algoritmos de cómputo. Una ondulación consistente de la óptica geométrica, sin
embargo, podrá sólo lograrse considerando el espacio fase correcto y completo del
sistema.
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