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Resumen. A partir de la ley de refraccién de Snell-Descartes, obtene-
mos en forma directa y sucinta las ecuaciones de Hamilton de la 6ptica
geométrica. Mostramos cudl es la estructura global del espacio fase y la
comparamos con la que se usa en éptica paraxial.

PACS: 02.40.4+m; 42.30.Di; 42.90.4+m

1. Propésito

El estudio de la luz ha inspirado y movido varias revoluciones cientificas. En par-
ticular, los dltimos diez anos han visto un notable aumento de interés en explorar
el espacio fase de sistemas fisicos no sélo mecanicos, sino 6pticos y de manejo de
informacién. En la mecanica de particulas, conocida en cursos de fisica cldsica [1], el
espacio fase tiene las coordenadas de posicién y de momento lineal de las particulas.
La evolucién en el tiempo se rige por las ecuaciones de Hamilton.

Los textos y articulos que abordan la dptica Hamiltoniana de medios inho-
mogéneos [1, 2 3] se basan en el principio de minima accion de Fermat, del cual
derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange por argumentos variacionales. En ellas
definen la observable de momento como el gradiente de velocidad de la funcién
Lagrangiana y, finalmente, las reescriben como las dos ecuaciones de Hamilton. Asi,
hemos visto que el estudiante de dptica pocas veces llega fresco a estas ultimas
ecuaciones, que estimamos ser las fundamentales no sélo para la 6ptica, sino para
una gran gama de sistemas fisicos, incluidos los mecanicos, que mediante ellas son
sujetos a cuantizacién.

El proposito de este articulo es derivar las ecuaciones de Hamilton de la éptica
directamente a partir de la ley de Snell-Descartes. El nombre de Snell sera bien
conocido al lector; nosotros agregamos el de Descartes, pues hay elegancia y bre-
vedad en el razonamiento que lo llevo a formular esta ley a partir de un principio
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FIGURA 1. Una superficie ¢, su plano tangente en S es T,(S) definido por su vector normal %.
Un rayo cruza ¢ en S, punto de quiebre entre dos rectas orientadas con direcciones 7

=

y .

de conservacién.* Esta ley estd descrita en la Seccion 2. El paradigma cartesiano
de introducir coordenadas nos lleva en la Seccién 3 al espacio fase de la optica. La
Seccion 4 formaliza la construcciéon geométrica que equivale a la primera ecuacion
de Hamilton. La dinamica del sistema es la ley de Snell-Descartes, que se convierte
en la segunda ecuacién de Hamilton. En la seccién 5 formalizamos la construceion
del espacio fase de la éptica geométrica global y vemos que es la de un haz fibrado
no trivial. El espacio fase que comiinmente se utiliza en éptica e informatica es mas
sencillo: es el de la mecanica de particulas. En la seccién 6 lo ponemos en el contexto
de la aproximacidn paraxial de la dptica.

La economia en el uso de féormulas es deliberada —caben en una mica de
retroproyector— y no se requiere mas que caleulo vectorial. Los argumentos de
apoyo y las figuras tienen por objeto presentar a la vista e intuicion del lector las
cuatro dimensiones del espacio fase de la éptica.

2. Snell y Descartes

Consideramos un medio dptico homogéneo tridimensional caracterizado por un
indice de refraccién n, separado por una discontinuidad ¢ de un segundo medio
n'. La discontinuidad o es una superficie refractante para los rayos que la cruzan;
ésta no necesita ser un plano, y supondremos solamente que en cada punto S € o
podemos encontrar un plano tangente T,(S) con su vector normal ¥, como en la
Fig; 1.

Un rayo que cruza o es unalinea formada por dos segmentos de recta, quebrada
en S € 0. La relacién que guardan estos dos segmentos con el vector normal en ese
punto es la bien conocida ley de Snell-Descartes que consta de dos enunciados: (a),
los dos segmentos rectos y el vector normal son coplanares vy, (b), los angulos 0 y #'

*En efecto, fue Fermat, enemigo acérrimo de Descartes, el que confirié a esta ley el nombre de
Wildebrord Snell, quien nunca publicé en vida su descubrimiento.
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entre los segmentos en n y n' y el vector normal satisfacen
nsinf = n'sinf’. (1)

Probablemente, la intuicién del lector ya confirié a los dos segmentos de recta
los nombres de rayo incidente y rayo refractado, asignando a la figura geométrica la
cualidad de proceso, mas que de relacién geométrica. El primer paradigma conforma
el de Snell-Descartes al encontrar empiricamente la relacién (1). El segundo para-
digma es del interés de la matematica y lleva impreso el espiritu de Descartes quien
también, coetanea e independientemente, descubrié la relacién (1) por argumentos
tedricos a partir de las simetrias que percibia de la Naturaleza.

Podemos trabajar comodamente con calculo vectorial para escribir la ley de
Snell en forma mads compacta: el rayo incidente y el rayo refractado definen dos
vectores que indicamos por 77 y 7', asignandoles longitudes n = |fi| y n' = |@'| dados
por los indices de refraccién de los dos medios y & sera el vector normal en el punto
de incidencia. Entonces, los dos enunciados de la ley de Snell se pueden resumir en
la relacion vectorial

b

(g

% W =13 % Wl (2a)

donde x es el producto vectorial ordinario. La magnitud de esta relacién para [£| = 1
.. . . sy . . . 7 — —

es la ccuacion (1) mientras que su direccion nos dice que la diferencia § = 7@ — 71’ es

paralela al vector normal X,

Exé=0. (26)

Esto es, los tres vectores son linealmente dependientes y estan en un plano.

Vista como un proceso, la refraccion de la luz obedece un principio de conser-
vacion: el miembro izquierdo de la ecuacion (2a) es funcién solamente de parametros
del rayo en el primer medio y de ¢, mientras que el miembro derecho es sélo funcién
del rayo y @, en el segundo medio. Mas aiin, el principio de conservacién es local: la
componente de 1i en 7,(S) es igual a la componente de 7' en el mismo plano para
cada punto S de la superficie. El plano donde “sucede” la conservacién tiene una
orientacién que depende del punto de incidencia.

Descartes propuso la conocida construccién geométrica de la Fig. 2 que usa esta
ley de conservacion para calcular los angulos de incidencia y refraccion: (i) trazamos
dos circulos concéntricos de radios n y n'; (ii) trazamos el vector 7 sobre su circulo;

-

(iii) trazamos un vector & paralelo a ¥ con pie en la cabeza de @ y cabeza sobre
el circulo n'. Asi, obtenemos el vector ' = ii + & que determina la direccién del
rayo refractado. Hemos dibujado el proceso tridimensional en el plano de la pagina
usando el plano comiin de los tres vectores, fi, i’ y 5(S), para el punto genérico
S € o. El diagrama no contiene coordenada de posicién y se refiere exclusivamente
a las direcciones de los rayos.

Si queremos visualizar la refraccién global en una superficie & no plana, ima-
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Ficura 2. Eldiagrama de Descartes para la refraccién de un rayo con segmentos rectos orientados
segin 7 y 7', entre dos medios con indices de refraccién n y n'; la direccién de & es
paralela a la normal de la superficie en el punto de incidencia.

ginémosla con todos sus planos tangentes T,(S) donde se aplicara el principio de
conservacién de las proyecciones de 7 y 7', dibujando esferas; alli el diagrama de la
Fig 2 se cumple en el plano correspondiente. Las llamaremos esferas de Descartes
de los rayos en los puntos de o.

3. Medios inhomogéneos diferenciables

La forma vectorial de la ley de Snell-Descartes dada en la ecuacién (2) es vilida
para cualquier diferencia entre indices de refraccién, mientras n — n' # 0 y exista el
vector normal £. El limite n — n’ — 0 en (1) implica simplemente 8' — 8 (excepto
para vecindades de 8 = /2, es decir, rayos casi tangentes a la superficie). Podemos
llegar al limite desde cualquier direccién, por lo cual i’ = # cuando n' = n, como
es intuitivamente obvio.

Los medios inhomogéneos (pero isétropos) donde el indice de refraccién n(Q)

-

es tal que el gradiente ﬁn(Q) existe, son el habitat de las ecuaciones de Hamil-
ton. Analizaremos el proceso de refraccién en forma diferencial para obtener estas
ecuaciones, introduciendo un sistema cartesiano de coordenadas en nuestro medio
parametrizando @ = (g, qy,2) = (q,z). Distinguimos el tercer eje coordenado z
pues queremos que sirva como eje dptico a lo largo del cual procedera la “evolucién”
q(z) de los rayos, en general curvas en el espacio. En mecénica, este eje de evolucién
es el tiempo. Su tangente 7i(z) = (pz,py, k) = (p,h) serd referida a un sistema de
coordenadas paralelo al anterior y tendra magnitud n(q,z). Como para toda z,
7i(z) esta sobre su esfera de Descartes p? + h? = n?, podemos expresar su tercera

compcnente como
h(q,2) = 7y/n(q,2)* - p(2)?, (3)

donde 7 es el signo de k, o cero cuando h = 0. Nos apartaremos de la vecindad de
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n(q,l)

FIGURA 3. La esfera de Descartes guiando el rayo en un medio éptico provisto de un sistema
coordenado.

h = 0 (rayos en direcciones paralelas a la pantalla) y consideraremos sélo rayos con
7 = +1, en el hemisferio +z.

Podemos describir un rayo que “avanza” a través de un medio optico inho-
mogéneo diferenciable segin la Fig 3. El rayo parte de la pantalla z = 0 en un
punto q(0) y con un vector tangente 7i(0) especificado por p(0). Traza una curva
Q(z) = (a(z), z) guiado por su vector tangente 7i(z). Este vector se mantiene sobre
su esfera de Descartes que responde a la inhomogeneidad del medio cambiando su
radio. El vector tangente fi se acomoda en la esfera de manera que conserva su
componente perpendicular a Vn(Q) el gradiente del indice de refraccién. De esta
manera, el rayo tiende a “caer” hacia regiones de n grande pues la componente de
fi a lo largo del gradiente crece. Por otro lado, si el rayo se acerca a regiones con n
pequefia, su esfera de Descartes se reduce hasta que sélo logra acomodar a la com-
ponente conservada y el rayo sufre reflexién total interna del plano perpendicular al
gradiente. Si el rayo traza una curva que en algin punto o segmento tenga tangente
paralela a la pantalla, la descripcién por estas coordenadas q(z) deja de ser valida
en ese punto o segmento. Una simple rotacién de nuestro sistema de coordenadas
arregla el problema en la vecindad de esos puntos.

4. Las ecuaciones de Hamilton de la éptica

Hemos presentado conceptos bésicos y coordenadas explicitas en la seccién anterior.
En esta seccion obtendremos las ecuaciones de Hamilton de la 6ptica. La primera
de ellas estard basada en la geometria y la segunda en la dinamica dada por la ley
de Snell-Descartes.

Un rayo que cruza una pantalla colocada en z con Q = (q,z) y vector tangente
fi(z), cruzard una pantalla en z + dz con § + d§ = (q + dq,z + dz). El vector
diferencial d§ = (dq, dz) es paralelo a la tangente del rayo 7 = (p, k), segiin los
triangulos semejantes en la Fig 4. La razén de los primeros dos elementos entre el
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FIGURA 4. Dos triangulos semejantes: un segmento infinitesimal del rayo y, alli, su vector
gente. El elemento de longitud a lo largo del rayo es ds.

tercero da lugar a la primera igualdad en la ecuacion vectorial !

dq p _ 0Oh
dz  h r?p (4)

La segunda igualdad proviene de la dependencia funcional de A en p dada por
(3), con la notacién vectorial d/dp = (d/dp,,d/dp,). La igualdad entre el primer y
ultimo miembros de (4) es la primera ecuacion de Hamilton. Cambios infinitesimales
en la direccion o largo de 7 sélo contribuyen con diferenciales segundas de q, que
desaparecen.

La segunda ecuacién de Hamilton proviene de considerar los vectores tangentes
de un rayo, 7i(z) y 7i(z + dz) en las dos pantallas. Sea § = dii/dz = (dp/dz,dh/dz)
su (segunda) tangente. Por otra parte, el indice de refraccion tiene entre las dos
pa.ntallas un gradicnte L=Vn= (n/dq,dn/0z), y sabemos de (‘7b) que los dos
vectores & y % deben ser paralelos. Afirmamos entonces que 6 = a¥ y procedemos
a encontrar el factor de proporcionalidad a(p, q) exigiendo que el vector 7 se man-
tenga en su esfera de Descartes, cuyo radio también cambia infinitesimalmente en
el transito dz.

Asi, por una parte

=11
Il
&)
=i
Sy
Il
)

-
Tl

aii - Vn, . (5a)

E‘In-

y por otra, usando n? = p? + k%, la regla de la cadena y la primera lgualdad de la
ecuacion de Hamilton en (4),

d 2 B dq dn On
& =g =n(g 50+ 5;) o
o B o o o |
=i (h dq +az)_2ﬁ(p'aq+haz)“2h" Y |



De la ley de Snell-Descartes a las ecuaciones de Hamilton... 297

De la igualdad entre los tltimos miembros de (5a) y (5b) concluimos que @ = n/h
y en consecuencia § = (n/h)E. Escribiendo las componentes encontramos

dp _ndn _0Oh (6a)
dz  hdq 0q’ %
dh ndn 8k

PP Y PRk (66)

Nuevamente, las segundas igualdades son consecuencia de la forma funcional de A
en la ecuacién (3), y los miembros extremos de (6a) forman la segunda ecuacién de
Hamilton. Es facil ver que (6b) es consecuencia de (4) y (6a).

La validez de las ecuaciones de Hamilton (4) y (6) define a q y p como coordena-
das candnicamente conjugadas de posicién y momento éptico y a H°P' = —h(p, q, z)
como el Hamiltoniano del sistema: el que genera mediante estas ecuaciones la evo-
lucion del rayo a lo largo del eje z.

Las ecuaciones de Hamilton, una vez establecidas para un sistema, llevan ra-
pidamente a varias de sus propiedades esenciales. Acotados por el propésito de
este articulo y por lo conocidas que son éstas en mecéinica, sélo mencionaremos
someramente dos de ellas. La primera es la ecuacion de rayo [4] que es:

(hdi)gé = nY_"n(Q‘). (7)

&

[ista ecuacion es andloga a la de Newton (m d/(lt)z(j = mﬁV(Q‘,t) y se obtiene
directamente de las primeras igualdades en las ecuaciones (4) y (6). La segunda
propiedad provicne de observar que el Jacobiano d(p',q')/d(p,q) de una transfor-
macion infinitesimal regida por las ecuaciones de Hamilton es la unidad, como se
puede demostrar a partir del andlisis de dp x dq. Este resultado sustenta el teorema
de Liouville [1, 5], que nos asegura que el elemento de volumen del espacio fase
se conserva bajo transformaciones opticas producidas por medios continuos (y es
cierta también para superficies refractantes finitas [6]). Asi, la reduccién de escala
de una imagen se puede lograr sélo a costa de abrir el abanico de rayos que la
forman, y viceversa. Esta propiedad es el gérmen de la relacién de incertidumbre de
Heisenberg y es inherente al formalismo hamiltoniano.

5. El espacio fase de la éptica

Formalizaremos ahora la construccién del espacio fase éptico & la Descartes de las
secciones anteriores, con el objeto de poderlo contrastar con el espacio fase de la
mecanica clasica bidimensional de particulas puntuales en la seccién siguiente. Este
iltimo espacio es una variedad Re* con coordenadas naturales (p,q) donde tanto la
posicién q como el momento lineal p pueden tomar cualquier valor en su plano Re?.
En la éptica de rayos geométricos, el espacio fase tiene una estructura mas sutil.
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Los rayos de la dptica geométrica son lineas rectas orientadas en todas direc-
ciones del espacio tridimensional, donde vale la geometria euclideana. Llamemos a
este conjunto p. Podemos proyectar este conjunto sobre una esfera §; asignando a
todos los rayos paralelos a una direccion @ su punto correspondiente en la esfera,
que es la de Descartes. Se trata de una proyeccién 7 : p — S», cuyo inverso 7~ 1(i)
es un conjunto de rayos paralelos que podemos llevar uno sobre otro mediante
traslaciones q en un plano Re’ perpendicular a los rayos, que por ende forman un
espacio vectorial que llamamos 7%. Tal estructura es bien conocida en matematicas
bajo el nombre de haz vectorial (7).

Un haz fibrado es un conjunto p = (B, F,7), donde B es el espacio base [en
nuestro caso la esfera de Descartes S; parametrizada convenientemente por p en un
disco de radio n, y 7 € {+1,0,—1}], donde F es la fibra tipica [en nuestro caso la
pantalla q € Re’], y donde 7 es una proyeccién [r : p — B]. Ademas, para s € B,
aqui 7 1(s) € Re? es un espacio vectorial Ty, de modo que el espacio fase de la
optica se denomina un haz fibrado vectorial (Sy, Ty, 7).

Cuando reparametrizamos los rayos respecto de una pantalla fija (carta de
coordenadas), como se acostumbra en los cursos de 6ptica, surge el problema de
distinguir entre los rayos paralelos a esa pantalla, pues tendran todos por coorde-
nada q un punto al infinito en su direccion. Estas son, sin embargo, las coordenadas
en las que escribiremos las ecuaciones de Hamilton. No son coordenadas globales,
pues, y habra rayos no parametrizables por esa carta de coordenadas. Rotando la
pantalla (pasando a otra carta) podremos distinguir entre ellos (sus coordenadas
seran finitas y no degeneradas). El uso de estas cartas locales de coordenadas que
hemos seguido pragmaticamente en las secciones anteriores es valido. El conjunto
de todas las cartas, con férmulas analiticas que relacionen las coordenadas en el
traslape de cada dos de ellas, recibe el nombre de atlas del haz fibrado.

Una caracterizacion equivalente de p se puede formular en el marco de la teoria
de grupos de Lie: cualquier rayo en gp se puede obtener a partir de un rayo de
referencia mediante rotaciones y/o traslaciones en el espacio, que son elementos del
grupo euclideano en tres dimensiones, F3. Mds ain, elementos del grupo Ej3 que
difieran en rotaciones Rs alrededor del rayo de referencia y/o traslaciones T} a lo
largo de él, definiran el mismo rayo. Esto sugiere identificar p con el espacio de
coclases (Ry x T1)\E3. Después de esto, toda la teoria de grupos esta a nuestra
disposicién como herramienta de exploracién [8].

La ventaja de identificar la variedad de rayos de la éptica geométrica con es-
tructuras matematicas bien conocidas, es que podemos trazar estrategias de inves-
tigacion, tales como el estudio de la luz polarizada o la éptica ondulatoria, por
mencionar s6lo dos. La primera requiere de un haz con espacio base ampliado por
una coordenada sobre un circulo, 71\ E3; la segunda hard uso de representaciones
del mismo grupo en espacios de Hilbert de funciones de onda sobre el haz y espacios
de coclases.
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6. La dptica paraxial y metaxial

Comparemos el Hamiltoniano éptico con el bien conocido Hamiltoniano de la
mecénica (bidimensional) de particulas de masa m en un potencial V(q, z) depen-
diente del tiempo z, H™ = p?/2m + V(q, z). Para ello. desarrollemos (3) en serie
de Taylor alrededor de p = 0:

HOPt — __ . /n? wpz

2 212 213 (8)
3 @), ()
- n+2n+ 8n3 +16n5+ ’

Si tomamos los dos primeros términos de la serie, vemos que (menos) el indice de
refraccién —n(q, z) toma el papel del potencial y p*/2n de la energia cinética. La
analogia no es exacta, pues n((j) aparece en vez de la masa m. Ademas, (8) contiene
términos adicionales de la serie que dependen de potencias crecientes de p? y la serie
converge sélo para |p| < n. En la medida en que podamos hacer caso omiso de estas
diferencias, podemos reemplazar la éptica geométrica por la mecdnica y decir que
estamos trabajando en el régimen de dptica parazial donde los rayos se suponen
cercanos al eje éptico (p* < n?) y el Hamiltoniano se toma como

2
pparax _ %6 —n(q, 2), (9)

donde ng es una constante, n(0, z) cuando podemos suponer |q| < 1.

La formulacién hamiltoniana de la éptica paraxial es idéntica a la de la mecénica.
Especialmente valiosas son allf las transformaciones lineales en el espacio fase p—q.
Alli, fibras épticas quedan descritas por un potencial de oscilador arménico y los
estados de luz coherente quedan descritos por operadores de creacién y aniquilacion.
La teoria de transformaciones de Fourier permite aplicar el mismo formalismo al
andlisis de sefiales donde frecuencia y amplitud son las coordenadas del espacio fase,
que tienen por rango la recta real.

Mas atin, la 6ptica paraxial, definida especificamente como aquel sistema hamil-
toniano en el que el espacio fase de rayos esta descrito por (p,q) € Re!, sirve de base
para remontarnos a la éptica metazial, que consiste en considerar un nimero finito
de términos en la serie (8) asi como en todas las observables del sistema, desarrolla-
das en potencias de p y q médulo potencias de grado mayor que alguna A, el orden
de aberracion del calculo. Si bien sus resultados embonan en forma natural con los
de la 6ptica paraxial (A = 1), la validez de los resultados polinomiales esta acotada
por |p| = n, esto es, rayos a 90° del eje optico. En si, ésta no es una restriccién
seria para propositos de disefio de instrumentos opticos y simplifica con creces los
algoritmos de cémputo. Una ondulacidn consistente de la ptica geométrica, sin
embargo, podra sélo lograrse considerando el espacio fase correcto y completo del
sistema.
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Abstract. Starting from the Snell-Descartes’ refraction law, we obtain
in a brief and direct way the Hamilton equations of Geometrical Optics.
We show the global structure of phase space and compare it with that
used in paraxial optics.





