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Resumen. Se presenta la definiciónde una estructura simpléctica, así
como algunas propiedades generales de tales estructuras a partir de la
formulaciónhamiltoniana de la mecánicaclásica.Seconsideran la óptica
geométrica y la mecánica cuántica (omo ejemplos adicionales de leyes
dinámicas relacionadas con estructuras simplécticas.

PACS: 03.20.+i; 42.20.-y; 03.65.-w

1. Introducción

En 1824, \Villiam Rowan Hamilton -a la edad de 19 años- presentó a la Royal Irish
Academy un trabajo sobre óptica quc1 en una versión más desarrollada, apareció
publicado en 1828 donde él introdujo el concepto de la función característica óptica.
La función característica tiene una estrecha relación con lo que se conoce como
transformaciones canónicas en la mecánica clásica. De hecho, en un par de artículos
publicados en 1834 y 1835, lIamilton aplicó a la mecánica el formalismo que había
introducido en la óptica y obtuvo las ecuaciones que llevan su nombre, así como un
principio variacional más general que los entonces conocidos. Los trabajos de Ha.
milton, complementados con los de su contemporáneo Carl C.J. Jacobi1 estimularon
el desarrollo del cálculo variacional así como la teorí~ de los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias y las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden.

La formulación hamiltoniana
1
además de proveer de un método poderoso para

resolver problemas de mecánica clásica, tiene la virtud de mostrar en diversas formas
enlaces entre la mecánica clásica y la mecánica cuántica. La formulación hamilto--
niana involucra al llamado espacio fase del sistema mecánico, el cual es un ejemplo de
una estructura simpléctica. Las propiedades generales de la mecánica hamiltoniana
pueden expresarse en un contexto más amplio, el de los espacios simplécticos, que
abarca otras diversas áreas como, por ejemplol la óptica geométrica, la mecánica
cuántica y algunas ecuaciones diferenciales parciales no lineales que admiten la
existencia de solitones. Las estructuras simplécticas forman también la base de
la llamada cuantización geométrica, donde se considera el problema de cuantizar
sistemas clásicos utilizando el formalismo de la geometría diferencial ffioderna (1).

El propósito de este artículo es presentar la definición y las propiedades básicas
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de una estructura simpléctica, tornando como punto de partida a las ecuaciones
de Hamilton para la mecánica y dando algunos ejemplos adicionales que tienen
la misma estructura. En la sección 2 se expresan las ecuaciones de Hamilton en
coordenadas arbitrarias y se define en general \Ina estructura simpléctica. Se intro-
duce el paréntesis de Poisson y en t(~rminos de éste se definen las transformacioncs
canónicas o simplectomorfismos. El tratamiento seguido aquí difiere del usual de los
textos de la mecánica clásica, donde se empican principios variadonales [21,siendo
más bien similar al tratamiento basado en el lenguaje de la geometría difercncial
moderna [3-8]. Sin emhargo, el desarrollo presentado aquí sólo requiere de la herra-
mienta matemática básica usada, por ejemplo, cn el libro de Goldstein [2], así como
de las nociones elementales sobre componentes tensoriales.

En la sección 3. siguiendo la HeL [9], se obtiencll las ecuaciones de Hamilton para
la óptica geométrica y se muestra que la evolución de los rayos de luz en la dirección
transversal a una familia de superficies también tiene la forma de las ecuaciones de
Hamilton. (Como ilustración del lISO de este tratamiento puedclI versc, la Rer. [10] y
las referencias citada.') allí.) En la sección 4 se muestra que en el caso de la mecánica
cuántica, ignorando las complicacinocs debidas a que el espacio de las funciones de
onda sea de dimensión infinita, se obtiene una estructura simpléetica de tal manera
que la ecuación de Schrodinger tiene la forma de las ecuaciones de Hamilton.

2. Mecánica clásica y estructuras simplécticas en general

Las ecuaciones de movimiento para un sistema mecánico con un número finito n
de grados de libertad tal que la." fuerzas sean derivables de un potencial pueden
escribirse en la forma [2]

(i;; l,2, ... ,n), (1 )

donde L se expresa como una función de ql, i¡1 y, posiblemente, del tiempo t. Las
"coordenadas generalizadas" qi son, esencialmente, cualquier conjunto de variables
independientes entre sí que especifiquen la configuración del sistema, y las variables
qi corresponden a las componentes de las velocidades. Ordinariamente, la única
restricción sobre las q' admisibles es que las coordenadas cartesianas de las partículas
del sistema estén dadas por funciones diferenciables de las ql. Las Ecs. (1), conocidas
en este contexto como ecuaciones de Lagrangc, mantienen su forma bajo cualquier
transformación difcrenciable de coordenadas; es decir, siguen siendo válidas si las
coordcnadas q' se reemplazan por n funciones diferenciables independientes q'J =
qfj(qi). Una forma de comprobar esta covariancia de las ecuaciones de Lagrange
bajo el grupo de transformaciones de coordenadas en el espacio de configuración,
consiste en usar re'pctidamcnte la regla de la cadena junto con la relación

q'l _ 8qi q'f1
- 8q'J '

(2)
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donde, al igual que en lo sucesivo, hay suma implícita sobre cada Índice que aparece
repetido. De esta manera se obtiene que

:t (::'i) - ::" = ~:~ {:t (~f;) - ~~}, (3)

lo cual es cero si se satisfacen las Ecs. (1).
Una forma alternativa de expresar las ecuaciones de movimiento se consigue

introduciendo las variables

aL
Pi == 8¡/ (4 )

(S.D. Poi"on, 1809) y la [unción hamiltoniana El:; p;i/-L (W.R. Ilamilton, 1835).
Usando (1) y (4) se tiene

. . (aL). (aL) . (aL)dJl = p,di¡' + i¡'dp, - aq' dq' - ai¡i di¡' - at dt

'id . d i (aL) d= q Pi - Pi q - -¡¡¡ t,

por lo quc, suponiendo quc a partir de las Ecs. (4) se pueden obtener las ql en
términos de qJ y Pj, al considerar a Il como una función de qi y Pi (eliminando las
i¡1 en favor de qi y Pi) resulta

dqi
dt

aEl
= 8Pi'

dPi aH
di = - aqi'

(5)

Las Ecs. (5), llamadas ecuaciones de Hamilton, constituyen un sistema de 2n
ecuaciones diferenciales ordinarias que determina la evolución temporal de los valo-
res de qi y Pi.

Las variables qi y Pi forman un sistema de coordenadas para un espacio (o
variedad) de dimensión 2n conocido como espacio fase. Cada punto en este espacio
correspondc a un estado del sistema, y las Ees. (5) determinan curvas que represen-
tan la evolución del estado del sistema para cualquicr posible "condición inicial".

El espacio fase posee en forma natural cierta estructura geométrica relacionada
con la forma de las ecuaciones de Hamilton. Dicha estructura está oculta por'la
simplicidad de las Ecs. (5), para exhibirla escribiremos las ecuaciones de Hamilton
en términos de coordenadas arbitrarias para el cspacio fase x¡J (¡.t = 1,2, ... ,2n).
Es decir, reemplazaremos las coordenadas ql y Pi por un sistema arbitrario de co-
ordenadas x¡J, las cuales deben poder expresarse como funciones diferenciables de
las qi y pi. Usando las Ecs. (5) se obtiene que las coordenadas correspondientes al
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estado de! sistema varían con el ti~mpo de acu('rdo con

dxl' url' dq' u.rll dPi u.r/' [)1I D.r/J () 11=-.-+--=-----
dI fJql dt [)p¡ dt iJql Dp, ()P. fh¡l

= (Eh" Eh" Eh" Eh") 011
Dq' Dp, - iJp¡ Dq' rJxv'

es decir.

<iJ" 0//___ aJ.lV __

di - D.rv'

donde

111' _ O,rl' D.rv a,rv ¡J.rl/
(J - --. -- - --. --- iJq. Dpi Oq' Dp•.

En particular, si (:r1, •..• .r2,,) = (ql ..... q".PI •...• p,.) se ticne entonn's,

(6)

(i)

(8)

donde 1 es la matriz id('ntidad n x 11 y las Ecs. (6) se r{'(lucen a (5). :\ cualquier
sistema de coordenada.:; para e! cllal la matriz (aIH') esté dada por (8) se 1(' llama
sistema de coordenadas canónicas.

La matriz (aJ.lV) definida en (7) es antisim¿'trica. al/v = _avJI y su determi.
nante es distinto de cero (de hcrho. det(allV) ('s igual al cuadrado dd jacobiano
10(x")/0(q',p,)I). Además

)"PDallV ),,1'DaPJ.l )"JI iJavp _
(J -O Á + (J -;--) Á + (J -O Á-O •.r (X .r (9)

Una forma conveniente de demostrar la valit!('z de la Ec. (9) consiste en notar £jIU'

bajo un cambio de coordenadas XiI _ X'II, las flll1ciorll's allV se transforman como
las compollt'utes de un tensor dos veces contravariallt(' y qU(~ las ('xpresiolJ(,s ('11el
lado izquierdo de (9) son las componentes de un tcnsor tn's V('('('5 contravariallle.
Dado que existe un sistema de coordenadas donde las aJIV son COllstalltes [Ec. (8)]
en tales coordenada.s dIado izquierdo de (9) se anula y lo mismo ocurH'. por tanto.
en cualquier otro sistema de coordenadas.

Las componentes aIJV determinan lo que se denomina lIlla estructura simpléctica.
Esta estructura se define equivalentemente y en forma más usual lIH'diante la matriz
inversa de (aJ.lV), la cual denotaremos por ("'-'J.lv); es decir. wJ.lVavp = 15:. Debido a
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las propiedades de a/IV, las funciones W1l/I satisfacen las condiciones

det(w,<v) of O

Dw,1V Dwp¡.¿ DwlIP--+ --+-- =0.Dxp Bxll 8X/l

(10)

La ültima igualdad equivale a (9). Un espacio simpléctico (o variedad simpléc-
tica) ('s un espacIO donde existe definido un campo tensorial cuyas componentes
1.J..'ll/I satisfacen las Ecs. (lO). Las primeras dos de estas ecuaciones implican que la
dimensión de un espacio simpléctico es par (suponiendo que sea finita) mientras que
la última condición ('11 (10) implica la existencia de coordenada canónicas.

En un espacio simpléctico, para cualquier par de funciones de valores reales I} 9
se define la operacióll llamada paréntesis de Poisson como

{J ) - "" DJ Dg,g = (J -D .,,-.
XII (Jxll

(11 )

Puesto que las allll son las componentes ele un tensor} la expreslOn (11) es
illyarialltc hajo camhios de coordenadas. El paréntesis de Poisson es bilineal} anti~
sill\(~tricoy satisfacc la identidad de Jacohi

{u,g},"} + {{",fl,g} + {{g,hU} = O, ( 12)

la cual equivale a (9). De la Ec. (11) se obtiene que GIIII ;;;; {xl'} XII}} por lo que definir
Ulla estructura silllpléctica equivale a definir el paréntesis de Poisson. Con base en
est.a equivalencia., las transformaciones que preservan una estructura simpléctica,
¡J¡unadas simplcctomorfismos, correspondcn a las transformacioncs tales que} para
dos fUIlciolws cualesquiera, se ohtiene el mismo rcsultado efectuando primero la
t.ransformación y después el paréILtesis de Poisson o haciendo las cosas en el orden
opucsto. En la mecánica clásica estas transformaciones se conocen como transfor-
macioncs ranónlCa5.

Los simpleclomorfislllos "infinitesimales" son cspecialmente importantes. Una
t.ransformación de éstas puede especificarse mediante el desplazamiento de las co-
ordenadas t3.x'l de cada punto. En general, el valor de ó.x¡.¿ será distinto para cada
puuto, por lo que las t3.x¡.¿ deben cousiderarse como funciones de las coordenadas.
Utilizando desarrollos a primer orden en t3.x/l, transformando primero el argumento
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de las funciones y evaluando después su paréntesis de Poisson, se tiene

{f(x" + Llx"),g(x" + Llx")} '" {J(x") + ::'Llx",g(x") + ::"LlX"}

'" {f(x"), g(x")} + {::. Llx", g(x") } + {f(x"), ¡)x~~X" }

= {f,g}(x") + a"P..!!- (Of Llx")!!JL + a"P Of ..!!- (!!JLLlx") ,
Dxt' DrIJ Bxp Dxp Dxp 8xt'

lo cual debe coincidir con

{f,g}(x" + Llx") '" {f,g}(x") + O{Of,g}Llx"
.1:"

_ {f )(") O ("P Of Og) A "- ,g x + 0- a -O0- '-'x,
:e/l XV xP

de donde resulta, dado que J y 9 son arbitrarias,

(¡t,V = 1, ... ,2n). ( 13)

Las expresiones en el lado izquierdo de (13) son las componentes de h derivada
de Lie del campo tensorial aIJV con respecto al campo vectorial l:ixp. Una forma sim-
ple de resolver este sistema de ecuaciones diferenciales parciales para l:ixll consiste
en utilizar coordenadas canónicas, respecto a las cuales (aIJV) toma la forma (8),
regresando después a las coordenadas arbitrarias. Haciendo

(X1, ... ,X2n) = (ql, ... ,qn,Pl •... 'Pn)

y lo correspondiente para Llx", de las Ecs. (8) y (13) se tiene

y

(14)

OLlp, OLlq'
Op, +--¡¡;¡-=O. (15)

Las Ecs. (14) implican la existencia (local) de dos funciones M y N tales que

A; OM
uq = 8Pi'

ON
Llp; = -O .

q' ( 16)
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Sustituyendo estas expresiones en (15) se obtiene entonces

8'(M + N). - O,
8q'8pj

cuya solución general es de la forma M + N ~ R(qÓ) + T(pó), donde R y T son
funciones arbitrarias de n variables. Por lo tanto, definiendo Gt1s == M _ R(qi) =
-N + T(p¡), donde G es alguna función y t1s es un parámetro independiente de
las coordenadas que toma en cuenta el hecho de que sólo estamos considerando los
cambios a primer orden, de (16) se concluye que

. 8C
t1q' = -8 ~s,

p;
8C

~p; ~ --8 ~s
q'

(17)

y por consiguiente, en coordenadas arbitrarias,

" ""aet1xr = ar --~s.
8x"

(18)

Es fácil verificar, usando (9), que las Ecs. (18) en efecto satisfacen el sistema de
Ecs. (13) y la deducción dada arriba muestra que, al menos localmente, la solución
más general de (13) es de la forma (18). En resumen, cualquier transformación
"infinitesimal" que preserve la estructura simpléctica está determinada por alguna
función G llamada generadora infinitesimal.

En el límite t1s - O, las Ecs (17) y (18) se convierten en las relaciones exactas

y

dq; 8C
-;¡; = api'

dx" "" 8C--;¡; = a ax" '

dpó 8C
ds 8q'

(19)

(20)

respectivamente. La solución del sistema de Ecs. (20), por ejemplo, es la forma
xJl = xJl(Sj X~), donde las x~ corresponden al valor de xJl para s = O, por lo
que para que cada s se tiene una transformación dada por x~ _ XI-l(SiX~). Si
la solución está definida para todo s real, estas transformaciones forman un grupo
de simpledomorfismos parametrizados por s. Un ejemplo sencillo de esto se obtiene
considerando e ~ pi. La solución de (19) es enlonces qÓ(s) ~ qo, si i # k, q«s) ~
q~ + s, p¡(s) = PiO, donde todas las cantidades con subíndices cero son constantes.
Claramente el grupo de transformaciones generado por Pk son "traslaciones" en la
dirección de la coordenada ql.: •

La forma en que usualm.ente se definen las transformaciones canónicas involucra
la expresión p¡dq', siendo ql y Pi coordenadas canónicas. Para establecer la corres-
pondencia entre la definición dada arriba con la definición usual, consideraremos
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primero el efecto de una transformación canónica "infinitesimal". Al efectuar una
transformación dada por (17), la combinación 'Vh/ sr convierte en (nótese que
d y ~ tienen significados distintos¡ las 60ql y ~Pi son funciones que especifican
la transformación)

(1', + !>p,)d(q' + !>q') ~ p,dq' + !>p,d,,' + p,d!>,,'

= pid,,' + !>p,d,,' + d(p,!>,,') - !>qidp,

,DC i (iJC)8C= p¡dq - -,6o, ••dq + d l'i-
D
,~s - -8 ,~!;dl'l

iJq PI PI

I DG
= p,dq + d(¡>'-D - C)!>.-,

1',

donde se ha supuesto que G sólo depende de ql y pi.
Iterando (21) se obtiene que, para Ullil transformilción canónica finita,

(21 )

(22)

donde Q¡, p¡ son las coordenadas de los puntos del espacio fasc dcspups d(, ('fc{:-
tuada la transformación y F es alguna fllncióll (F = j(PiiJG/Dp¡ - G) ds), llamada
función generatriz. Expresado en palahras: bajo \lna transformación canónica, cuya
generadora infinitesimal sólo dependa de las coordf'nadas, el cambio de p.dq' f'S una
diferencial cxacta. En forma recíproca, a partir de (22) se pueden ohtener fácilull'llll'
las Ecs. (17).

Hcgresando ahora a las ecuaciones de lIami1ton (5) o (6). comparándolas con (19)
o (20), respectivamente, se concluye que la ('volución de IIn sistema mecánico \'ista
en el espacio fase es una transformación canónica clIya generadora infinill-silllal es
la función hamiltoniana H" De hecho, la forma de la.<;('('Ilaciones de lIamilton pw,de
obtenerse simplemente suponiendo tille la cvolución del sistema ITlccánico prt'S('r\"i\
la estructura simpléctica del espacio fa$c, Para la transformación can<>nici\ finita
que relaciona las coordenadas ql,l'l dd estado dd sistema a un tiempo tI COIl las
coordenadas Qi, Pi correspondientes al tiempo i2, usando que p¡DI//iJp¡ _ 11 =
P¡lj!- 1/ = L Ysuponiendo que 11no depcnde dd tiempol de la Ec. (22) se obtiene
que

donde

1',S '" Ldt.
"

(2:1)

(21)

Es decir, la integral S es la función generatriz correspondiente a la evolución tem-
poral [21.
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El paréntesis de Poisson ticlle la siguiente interpretación geométrica, Si J y 9
son dos funciones cualesquiera dcfinidas en un espacio simpléctico, cada una de ellas
puede nlllsiderarse como gellcr¡Hlora infinitesimal de simpleclomorfismos a través
de la Ec. (18) o (20). La rapidez de cambio de la función f bajo la transformación
generada por 9 está dada por

d1 = !!1..dx" = D1",.•D9 = {f 9}
ds Dri' ti... D.rj' Dr" ,.

(25)

En particular. la rapidez de cambio de una fuución J, debida a la evolución
temporal, es

d1 = {f,II}.
di

(26)

Si f depende explícitamcnte" del t.iempo hay que agregar el término DJ/Dl en
('1 lado derecho de la ecuaci<Í1l antcrior. Por tanto, si 11 no depende del tiempo
explícitamente, de la antisillletría del pan"ntesis de Poisson resulta que dll/dl =
{II,JI} ;;;: O, lo que significa quc JI es una. "constante de movimiento"; es decir,
su valnl" permanece const.ante a. lo largo de las cllrvas CJuc rcpresentan la evolución
del sistema.

Si 11 cs invariante bajo alglin otro grupo de transformaciones canónicas de-
pendicnt.e de un parámetro, la fllllCic)1I gC'Il('radora illfillit(~!'iimal de dicho grupo es
una COII!'itant.e de movimiento. E!'ilo re!'iulta oe flue si 9 cs t.al fUllción generadora,
<1('acuerdo con (25), se tiene {1I,f¡} ;;;:O y por la ant.isillldría d('1 paréntesis y la
Ec. (2G) se concluye que dg/dl ;;;:O. Vale la pena suhrayar que la invariancia de
11 hajo un grupo de transformaciolll's d('lwlHliellte d(' un pará.metro lleva a una
constante de movimiento sólo si tales transforlllaci01H'S SOIl callóni('as.

Para concluir esta ~;('cción Illl'lIcionarCIllOS un Pi\[ adicional de características
de la formulación hamiltoniana, Como se indin') al principio de ("sta sección, las
('cllaci()II(~ de Lagrange SOIl covariantes bajo las t ransformaciollcs q' - q". Dc
la!'i Ers. (2) y (.1) rcsuIta qllC, acompúlalHlo a !lna de estas transformaciones, las
1'1 se transforman en 1'~ = (Oql/q'l)PI y, por consiguiente, l'~dq'j ;;;:Pidqi, lo que
significa (comparando COIl (22)] qllc la t.ransformaciclll de cooft!elladas del espacio
fase illducida por cualquier cambio de coordenadas en el espacio de configuración
es canónica y mantiene, por t.anto, la forma de las ecuaciones de I1amilton (5).
Sin cmbargo, existcn mllchas ot.ril!'i transformaciones canónicas que no son de esta
forma; el grupo de las transfOlIWlCiollcs canónicas ('s más amplio que el grupo de
rovariancia de las ccuacionc!'i de I,agrange (1).

Una ventaja de poder expresar un conjunto de ('('Ilaciones en di\'crsos sistemas
de coordenadas es que ('n alguno de ('llos ('1 r("sol\"('[ las ecuacioncs puede ser algo
má.s simple; prccisamente, ell la formulación hamiItoniana resulta que siempre es
posible, al menos en principio, hallar \lila t.ransformación a nue\'as coordenadas
canáni<:'as donde la función hamilt.oniana es c("ro y ent.onces la int.cgración de las
ecuacionL"'S de lIarnilt.oll es trivial (la función generatriz (It~ tal transformación se
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consigue resolviendo la ecuación de Hamilton-Jacobi). El grupo de covariancia de
las ecuaciones de Hamilton expresadas en forma (6) es aún más amplio que el grupo
de las transformaciones canónicas.

En cualquier espacio simpléctico existe un elemento de volumen determinado
por la estructura simpléctica el cual, por consiguiente, es invariante bajo los sim-
pledomorfismos. En coordenadas canónicas este elemento de volumen esta dado por
dql ... dqndpl ... dpn. Este hecho tiene relación con la mecánica estadística, donde
la invariancia del volumen en el espacio fase bajo la evolución temporal se conoce
como el teorema de Liouville.

3. Optica geométrica

Como se indicó en la introducción, los resultados obtenidos por Hamilton en la
óptica lo llevaron a hallar una formulación similar para la mecánica. Las ecuaciones
de IIamilton para la óptica determinan el comportamiento de rayos de luz en un
medio caracterizado a través de su índice de refracción. La variación del índice
de refracción produce cambios en la dirección de propagación de los rayos de luz,
mientras que el valor del índice de refracción determina la velocidad de la luz en
cada pMnto. En lugar de partir de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento
de los rayos de luz (que pueden deducirse de la ley de Snell) y mostrar que pueden
expresarse en la forma (5) o (6)¡ a continuación se sigue el método empleado por
Hamilton que lleva en primer lugar a las transformaciones canónicas.

Suponiendo que la luz es un fenómeno ondulatorio que obedece el principio de
Huygens, la propagación de la luz puede describirse considerando frentes de onda de
tal manera que cada punto de un frente de onda es una fuente de ondas secundarias
que se propagan con velocidad c/n, donde c es la velocidad de la luz en el vacío y n es
:1índice de refracción; el frente de onda en algún instante posterior es la envolvente
u.c estas ondas secundarias. Se puede definir una función V(x, y, z, x', y/, z') -la
función característica de Hamilton para el medio en cuestión- cuyo valor es el
tiempo que tarda un frente de onda que pasa por el punto de coordenadas (x,y,z)
en llegar al punto (x', y', z'). Si un frente de onda pasa por (x, y, z) al tiempo t, los
puntos (X',y/,Z') que satisfagan la ecuación

V(x,y,z,x',y',z') = t' - t

constituyen el frente de onda al tiempo t'. Recíprocam~nte, fijando (Xl, y', z'), los
puntos (x,y,z) que satisfacen (27) forman el frente de onda al tiempo t.

Consideremos ahora un punto vecino a (x,y,z), con coordenadas (x + dx,y +
dy, z + dz), que pertenezca al mismo frente de onda que (x, y, z). Se tiene entonces:
V(x, y, z,x', y/, z') = V(x + dx, y + dy, z + dz,x',y', Z/), lo que implica que

8V 8V 8V
-dx + -dy + -dz = O8x ay 8z (28)
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para cualquier desplazamiento "infinitesimal" (dx,dy,dz) sobre el frente de onda.

Si se supone que el medio es isótrapo, lo que significa que n puede depender
de la posición pero no de la dirección de propagación de la luz, entonces los rayos
de luz son perpendiculares a los frentes de onda. Por lo tanto, denotando por Q =
(O'¡, 0:2, 0"3) al vector unitario normal al frente de onda en (x,y,z) en la dirección
de propagación y por ó:' al vector normal correspondiente en el punto (X',y/,Z'),
la Ec. (28) es válida para todo (dx,dy,dz) perpendicular a &, lo que implica que
(8V/8x,8V/8y,8V/8z) debe ser proporcional a o. Es claro que, en forma similar,
(8V/8x',8V/8y',8V/8z') evaluado en (x',y',z') debe ser proporcional a o'. Luego,
introduciendo dos factores de proporcionalidad a y b, se tiene que

8V 8V 8V 8V, 8V , 8V ,W=fu~+~~+~~+~~+~4+~~
= a(o\dx +o,dy +03dz) +b(o;dx' +,,;dy' +o;dz'). (29)

Si se considera un punto localizado a una distancia ds del punto en la dirección
de o', dado que 0' es unitario, esto significa que (d.r/,dy',dz') = ñ'ds y el frente de
onda llega a este punto d('splazado al tiempo t' + n'/eds, donde n' es el valor del
índice de refracción ell el punto (x', y', z'), debido a que la velocidad de propagación
de la luz es e dividida por el índice de refracción, Por lo tanto, en este caso, dV =
n' / ed~ y a

/
¡ dx' + oidy' + o;dz' = O' . &'ds = ds, Mí que de (29) resulta b = n' /e.

Similarmente se obtiene a = -n/e, donde n es el valor del índice de refracción en
el punto (x,y,z). Sustituyendo estos valores en (29) se halla entonces

Comparando esta líltima ecuación con (22) se concluye que la propagación de la
luz corresponde a una transformación canónica (o simplcctornorfismo) en un espacio
de dimensión seis para el cual (x,y,z,nO'I,no2,na3) son coordenadas canónicas.
Cada punto en dicho espacio representa un posible rayo de luz a través de un
punto del espacio en alguna dirección. La Ec. (30) y las derivables de ella se aplican
también para cualquier sistema de coordenadas (ql, q2, q3) que se use en lugar de
las cartesianas (x, y, z). Las componentes nO'h na2, nO'3 deben reemplazarse por
PI,P2,]J3 de tal manera que 71(O']dx + O'2dy + O'3dz) sea igual a Pidqi; es decir,
después de expresar dx, dy, dz en términos de las dqi, la variable Pi se define corno
el coeficiente de dqi en el desarrollo de n(O']dx + 0'2dy + G3dz) . Así que en general
se tiene

(31)

Directamente de (31), o de los resultados de la sección anterior, se obtienen las
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('cuacioncs

(!f/
di

811
=

f)l'i •

dq, 811
di = - 8'1" (~2)

donde JJ (~ alguna funci()n (relacionada con 1'). La forma de la función JI puede
determinarse fácilmente de mallera independiente flplicilndo Ia."iEcs. (:12) al caso de'
UIl medio hOlllog(~nco (11 constante) y usando coordenadas cartesianas. En tal caso
la dirccción de propagación (h~ un rayo d(' luz no d('be variar, por lo <¡ue dp,/dl == O
Y por consiguiente 11 no d('pende de las ql (lo <¡Uf'S('rífl de ('S¡H'rarSl' debido a la
homogeneidad). Por otra parte' dq¡fd! son las ("OIllPOl](,lltc~ de la v(,locidad (h'l rayo
de luz, así qll(' por la forma ('n que se definió [Ji

dq' e Pi
di 11 11

e
De Ii!.primiTa eClli¡ril'lll ('ll (:t!) SI' ticlll' ('nl()flo's !jUI' 11 == -. -,.PI1'i+ cOllstant('.

2w
Como se V('r<iellsl'guida. el valor de esta cOllslal11<' dl'he lomarse como -e/2; por
lo tanto, en coord('niHlas arhitrarias. sr' t ierll' que

donde (91)) es la matriz illH'rsa de la ('orn'spond¡pnl(' alll'n~or 1Il(~trico (!JI)) ('11las
coordenadas <IIlCse <'lIlple('t1. La EL (:~:l)es. de' hecho, \.álida incluso <'11pi cit.<¡oen
que Ti s('a función dI' la posición.

El valor de la constant(' aditiva en /1 rl'suita di' ('xigir '111(' las Ecs. (:..n) y (:~I)
coincidan, ya (P](' COII 11 dada ('11 la EL (:n). alín si TI flH'S(' \'ariabl('. lo iln,\Iogo a
S dada eJl (2.1) es la illtegral de

1',i;J1 _ 11=
()1'1

e i). _ e _ e ') e
--,)9 JI¡J)] + - - --,)11. + - == ('.2,,- 2 2,,- 2

evaluada entre t y ti, ('S d('cir, e(t' -l) l/11(' equival(', d(' <1C1H'rdoa ('2i), a (,V: J¡¡H'j('ndo
que ef{'ctivarncnte concucrden (2:1) y (:0).

Un ejemplo s('ncillo de esta forlllulación ('s el ('¡¡SO ('11 qll(~ ('1 plano.:: = ()divide
dos regioll(,s bOlllogéneét:-l de índicc:-l de refracción distintos. La fUllción 11 sólo de-
pelldc de z, iL.'lí <¡\le ;)11 /(Jx = ()= iJ/I /iJy y por I"s ('CtliICiOJlC's de 1Ii!.lIliltoll (:t!) se
tiene entonces que tanto 1'r COTIIO P.II deben ser constiult('S. Para 1111 rayo de luz que
incida sobf(' dicha frontera \'iajaJl(lo a lo largo dd plano y:::, iniciallllente 1'r == O por
lo que el rayo seguirá lIlovi/'ndos(' solHe dicho plano. Por otra parte,!,,, = TI s('n O,
donde O es el ángulo entre d rayo y el eje.::, por lo tant.o la cOllstancia d(']Jy e<¡ui\'Clle
a la ley de Snd!. En forma similar, si un sistema o lTledio óptico (~ ill\'a.riante
bajo rotaciones alred('oor de UII eje, entonces la COmpOIH'nte correspondiente del
"momento angular" es una constante.
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Si suponemos que n no depende del tiempo lo mismo sucede con JI, por lo que el
valor de 11 es una constante de movimiento. Dado que gijpiPj = n2, de (33) resulta
que tal constante es cero. Así, a diferencia de lo que ocurre en la mecánica, donde
usualmente 1I puede tener cualquier valor, la evolución de cualquier rayo de luz
en el "espacio fase" óptico es una curva en la hipersupcrficic 11 = o. Claramente,
en el caso óptico se dispone de todos los resultados que siguen de la existencia
de una estructura simpléctica tales como la operación del paréntesis de Poissoll
y el teorema de Liouville. La ecuación de Ilamilton-Jacobi aplicada a la fUllción
hamiltoniaJla (33) da la llamada ecuación eikonal.

En las aplicaciones a sistemas ópticos e~<;de interés conocer las trayectorias que
siguen los rayos de luz, sin hacer referencia al tiempo que tardan éstos en ir de un
punto a otro; por lo que es conveniente utilizar alg¡'1Ilotro parámctro en lugar del
tiempo. Así por ejemplo se pueden considerar planos, digamos, z = constante (que
puedcn corresponder, c.g., a la posición d£'lobjeto o de la imagen) de tal manera que
un rayo atraviese cada plano en alg;¡'1Ilpunto etiquetado por las coordenadas (x,y);
la evolución del rayo se p\H'de especificar entonces dando T e y como funciones de z.

Con cada plano z = constante se tiene asoci<Hla lino. estructura simpléctica
heredada de la original, con (x,Y,PnPy) sicndo coordenadas canónicas. En este
espacio fase reducido, la evolución de los rayo~ de luz correspondiente a pasar de
un plano z = constante a otro, es lino. transformilción canónica cuya generadora
infinitesimal es simpleIllcnt.e -1': == -n0'3, expresada cn fUllciónde (X,Y.]h,Py), es

1 . J"""('CJr, -1'; = - 1¡- - Pi: - py.
Una <!ernostrat'ión de esta ascveración se pU£'deobtener directamente usando la

rcgla dc la c.dena y las Ecs. (32) y (33), que d.u

d.r
d:::

=
d.r / di
dz/dt

=
PI
PI

=

(' (J"
dp r / dt = _;;:!_iJ_I_l_';_I'_i iJ ( J 2)

=_(~ •. - n2_p;_py
dzdt ~P: :.J.,.

(34)

. . dy dpy
Yalgo slmJlar para -d y -1-.

z ( z
Una demostración más simple y general dd resultado anterior, que muestra que

en lugar de planos se puede considerar cualquier familia de superficies, s~ obtiene
de la Ec. (31). En efecto, usando un sistema arbitrario de coordenadas ql; si con-
sideramos, por ejempo, las superficies q3 = constante entonces, restringida a tales
superficies (donde dq3 = O) la Ec. (31) da,

(a=1,2) (35)

lo cual nos mucstra de inmediato que la transformación que lleva de los valores
de (ql,q2,PIIP2) correspondientes a un rayo de luz que cruza una superficie q3 =
constante a los correspondientes a otra de estas superficies es una transformación
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canónica. En la Ec. (35) V depende solamente de las coordenadas ql,q2 y qtl,ql2 de
los puntos por donde un rayo atraviesa las dos superficies q3 = constante conside-
radas.

Si ahora nos fijamos en dos superficies q3 = constante que difieran por un cierto
valor !:i.q3, haciendo q'a ;;;;qa +!:i.qa YP~ = Pa+ !:i.pa, a primer orden, de (35) se tiene

!:>p,dq' + p,d!:>q' = d(c!:>t),

(estos pas?S son, en esencia, los inversos a los efectuados en (21) y (22)) donde,
usando (27), se ha reemplazado V por el tiempo !:i.t que tarda en viajar un rayo
del punto de coordenadas qa(a = 1,2) en la primera superficie al punto qfa en la
segunda superficie. Por lo tanto

!:>p,dq' - !:>q'dp, = d(c!:>t - p,!:>q')

y, debido a que ó,q3 es independiente de las demás coordenadas,

Tomando ellímite!:>q3 --+ OYnotando que, por (32) y (33), cdt/dq3_p,dq' /dq3 =
P3 de la última ecuación se concluye que

dq'
dq3

dp, 8( -P3)
=----

dq3 8q'
(a = 1,2) (36)

que contiene a (34) y posee la forma de las ecuaciones de lIamilton (5).
Las Ecs. (36) muestran que en el espacio fase óptico de coordenadas (ql, q2, PI, P2)

la función -P3 es la generadora infinitesimal de los desplazamientos de los rayos de
luz en la dirección de q3. Este hecho parece razonable y quizá esperado en base
al ejemplo dado en la sección anterior; sin embargo, aparte de 'que el signo estaría
erróneo, el contexto es distinto y la validez de (36) es consecuencia de que II sea
igual a cero a lo largo de las trayectorias de los rayos de luz en el espacio fase.

4. Mecánica cuántica

En la ecuación de SchrOdinger está implícita una estructura simpléctica aunque
ésta no es inmediatamente evidente. Para escribir la ecuación de Schrodinger en
una forma similar a (6), la función de onda o vedor de estado, 1/1, será expresada
en términos de un conjunto de parámetros independientes ai, que supondremos
reales (por ejemplo, como veremos más adelante, los parámetros ai pueden ser los
coeficientes del desarrollo de 1/1 en términos de un conjunto completo de funciones).
Considerando entonces a 1/1 como dependiente de las ai, de la ecuación de Schrodinger
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se tiene

ih dl/J = ih iN da; = /ll/J
di Da' di '

donde 1/ es un operador lineal hermítico respecto a un producto interior ( , ).
Tomando el producto con aT/J/aa", se obtiene de la ecuación anterior

(37)

por lo tanto

donde se ha hecho uso de la hermiticidad de 1/. El último término es el complejo
conjugado de (37), así que la ecuación de Schrooingcr rcsulta equivalente a

(38)

Es fácil ver que las funciones (de las ai)

. [(Dl/J Dl/J) (Dl/J 8l/J)]
W"j == lh aa'" <Ja) - <Jaj' <Ja"

son reales, antisimétricas y satisfacen la última ecuación en (10) (con las al en lugar
de las x~). De hecho, la matriz (Wkj) tiene inversa, (O'k1), por lo q'ue (Wkj) representa
una estructura simpléctica para el espacio de las funciones de onda y (38) equivale a

(39)

que tiene precisamente la forma dada en (6) con la función hamiltoniana siendo
el valor esperado del operador hamiltoniano /l (véase también la ReL (llj Y las
referencia~ citadas allí).

Una vez definida (O'kj), el paréntesis de Poisson de cualquier par de funciones
está ya determinado. Sin embargo, en el caso de la mecánica ()Iántica son relevantes
las funciones que son el valor esperado de algtÍn 0pclador lineal hermítico. Para
esta clase de funciones el paréntesis de Poisson rcsuli.a estar daJo por una expresión
bastante simple y concreta. Para simplificar los cákuh,s necesarios utilizarefi..10Sa
continuación coordenadas canónicas. Corno es fácil comprobar calculando las Wkj,
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los parámetros reales ql, Pi definidos por

(10)

dondl' la,,; tlj forman 1111 conjunto cOlTlpleto ortonorlllal, son coordenadas canónicas.
Por consiguientc. \lila trallsformación unitaria ('S Hna transformación canónica; ya
quc ulla 1 ransformación unitaria pre~wr\'a la orlornolllalidad.

El valor esperado de UIl operador lincal J1 C'1lel estado 1/' es. sustituyendo (.10).

por lo tanto. usando Hna exprrsi<lll similar para [1 == (f/', IJ~') Y la completez de la,,;
ul' SI' oht.ienc

, DA DH iJA DH 1,
{A.b} = -- - -- = ~(v.I,1.IJI';'),

Dq' 01', 01', a(¡1 Ih
(11 )

(nó!l's!' qlle si J1 y lJ son I¡('rmíticos I'lItollces [/1. 1I]/lh también lo es). La expresil)1l
aIlteriol" no sc refiere a la relación ent n~ el COIlIllII!illlor de o¡wr<ldores para UB sistema
cuán! ico y el paréntesis de Poissoll para Sil límill' c\"sico; el parénll'sis que aparecc <l
la izquinda p('rtellen' al espacio (k funciones dI' Olida o de \'('clores de estado (que
es un espacio de lIillwr!) considerado como rspMio simpléctico.

La EL (-11) es consistente con lo que se oht.i('IH' directamente de la ('cuMián
de Schr()dingcr para la derivada (011 f('Slwcto al tielllpo del valor ('s¡H'rado d£' 1111

operador A; a saber

dA d (d';') ( dI")- = -(.;, A'¡')= - A';' + ,\A-di di' di ' di

1
= ~I ('¡', lA, 111';') = {A.Jí).

11

lo que coincide con el resultado general (26).

5. Comentarios finales

= (~II.; ..M) + (';',A~II';'),h lh

Vil CSI)acio sirnpléctico ('S análogo a \111rsp<tcio rif'Jll<tlllliallo plano en el siguiente SI'Il-
tido: la estructura de un ('spacio riclIl<tlllli<tno ('sI" ddlllida por un "tensor métrico"
positivo de component.es gil tales que

(12)
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Si, además.

(13)

donde

r' _ 1 'm (8g"" 8g)m iJg'j).. _-g -. +--. --
1) 2 ar) Drl lJ.rm

s(' dice que el espacio es plano. Las Ecs. (42) son similares a las dos primeras en (IOL
pero en el presente caso se tiene un tt'nsor sill1~trico en lugar de UtlOantisimétrico.
La Ec ('1:1) es análoga a la \'i1tima en (10) en cuanto a que es la condición para
la existencia d(' ('oordenadas (cart('sianas) ('11 las que (gil) es la matriz idcntida<l;
tales coordenadas 5011 análogas a las coor<it-nadas canónicas. Las exprt'Siollcs en el
lado izquierdo de (43) son las componentes de UIl trnsor conocido corno tensor de
curvalma o de Hiemallll.

Una diferencia importante, sin emhargo. pro\'ienc de t.encr un tensor simétrico
en el ('aso riclIlanniano, y consiste CI1 quc la solución grllcral del análogo de Ia.s
Ecs. (1:1), llamadas ('H ('ste contexto ('cuacioncs d(~ Killing, sólo (ontiene ¡V(N +
1)/2 constantes arbitrarias si N es la dimcllsión del ('Spacio. Es decir, cada transfor-
mación que preserva el tcnsor métrico, o isolJlctria, infinitcsimal está determinada
por N(N + 1)/2 nllm('ros reales (que plledl'1l dividirse ('n N que determinan una
trallslación y N(N -1)/2 correspondientes a una rotación) contrastando con el que
cada silllplectolllorfislIlo infinitesimal c~tá determinado por una fUllción (diferencia-
ble) completamente arbitraria.

Todos los espacios silllpl¡'clicos de la misma dillJ('nsión son localmente ('quivalen-
I,('s, t.al como ocurre (01\ los espacios riemanuianos planos dl'la misma. dimensión; sin
(,llIhargo. pueden existir diferencias de carácter glohal. Así, por ejemplo, el plano y
la superficie de UIl cilindro SOIl('Spacios rielllallnianos planos quc son sólo localmente
('qllivalelltes. Las diferellcias globales ('litre ('spacios simplécticos y entre las diversas
evoluciones o dinámicas, se caracterizan Illl'diantr las propiedades topológicas del
espacio y de Ia.'iórbitas descritas por la eH)llIción de los puntos de estos espacios,
n'spccti vamelltr.
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Abstraet. The definition of a symplectic structure is given, as weH
as some general propcrties of sllch structures, starting rrom the ha-
miltonian formulation of cJassical mechanics. Geometrical optics and
quantum mechanics are consi<i('f(,d as further examples of dynamicaI
laws related with sympleclic strllclllfCS.




