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Resumen. Se presenta la definicién de una estructura simpléctica, asi
como algunas propiedades generales de tales estructuras a partir de la
formulacién hamiltoniana de la mecdnica cldsica. Se consideran la dptica
geométrica y la mecdnica cudntica como ejemplos adicionales de leyes
dindmicas relacionadas con estructuras simplécticas.

PACS: 03.20.+i; 42.20.-y; 03.65.-w

1. Introduccién

En 1824, William Rowan Hamilton —a la edad de 19 anos— presento a la Royal Irish
Academy un trabajo sobre optica que, en una versién mas desarrollada, aparecio
publicado en 1828 donde él introdujo el concepto de la funcién caracteristica éptica.
La funcién caracteristica tiene una estrecha relacién con lo que se conoce como
transformaciones canénicas en la mecanica clasica. De hecho, en un par de articulos
publicados en 1834 y 1835, Hamilton aplicé a la mecdnica el formalismo que habia
introducido en la éptica y obtuvo las ecuaciones que llevan su nombre, asi como un
principio variacional mas general que los entonces conocidos. Los trabajos de Ha-
milton, complementados con los de su contemporaneo Carl G.J. Jacobi, estimularon
el desarrollo del calculo variacional asi como la teoria de los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias y las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden.

La formulacién hamiltoniana, ademas de proveer de un método poderoso para
resolver problemas de mecénica clasica, tiene la virtud de mostrar en diversas formas
enlaces entre la mecanica clasica y la mecanica cuantica. La formulacion hamilto-
niana involucra al llamado espacio fase del sistema mecanico, el cual es un ejemplo de
una estructura simpléctica. Las propiedades generales de la mecanica hamiltoniana
pueden expresarse en un contexto mas amplio, el de los espacios simplécticos, que
abarca otras diversas areas como, por ejemplo, la éptica geométrica, la mecdnica
cuantica y algunas ecuaciones diferenciales parciales no lineales que admiten la
existencia de solitones. Las estructuras simplécticas forman también la base de
la llamada cuantizacién geométrica, donde se considera el problema de cuantizar
sistemas clasicos utilizando el formalismo de la geometria diferencial moderna [1].

El propésito de este articulo es presentar la definicién y las propiedades basicas
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de una estructura simpléctica, tomando como punto de partida a las ecuaciones
de Hamilton para la mecanica y dando algunos ejemplos adicionales que tienen
la misma estructura. En la seccién 2 se expresan las ecuaciones de Hamilton en
coordenadas arbitrarias y se define en general una estructura simpléctica. Se intro-
duce el paréntesis de Poisson y en términos de éste se definen las transformaciones
canénicas o simplectomorfismos. El tratamiento seguido aqui difiere del usual de los
textos de la mecanica clisica, donde se emplean principios variacionales [2], siendo
més bien similar al tratamiento basado en el lenguaje de la geometria diferencial
moderna [3-8]. Sin embargo, el desarrollo presentado aqui sélo requiere de la herra-
mienta matematica basica usada, por ejemplo, en el libro de Goldstein [2], as{ como
de las nociones elementales sobre componentes tensoriales.

En la seccién 3, siguiendo la Ref. [9], se obtienen las ecuaciones de Hamilton para
la éptica geométrica y se muestra que la evolucién de los rayos de luz en la direccion
transversal a una familia de superficies también tiene la forma de las ecuaciones de
Hamilton. (Como ilustracién del uso de este tratamiento pueden verse, la Ref. [10] y
las referencias citadas alli.) En la seccién 4 se muestra que en el caso de la mecanica
cuantica, ignorando las complicacinoes debidas a que el espacio de las funciones de
onda sea de dimensién infinita, se obtiene una estructura simpléctica de tal manera
que la ecuacién de Schrodinger tiene la forma de las ecuaciones de Hamilton.

2. Mecénica cldsica y estructuras simplécticas en general

Las ecuaciones de movimiento para un sistema mecinico con un numero finito n
de grados de libertad tal que las fuerzas sean derivables de un potencial pueden
escribirse en la forma [2]

d (3L oL .
E(EE)‘@T-_O (i=1,2,...,n), (1)

donde L se expresa como una funcién de ¢', ¢' y, posiblemente, del tiempo t. Las
“coordenadas generalizadas” ¢' son, esencialmente, cualquier conjunto de variables
independientes entre si que especifiquen la configuracién del sistema, y las variables
¢* corresponden a las componentes de las velocidades. Ordinariamente, la tnica
restriccién sobre las ¢* admisibles es que las coordenadas cartesianas de las particulas
del sistema estén dadas por funciones diferenciables de las ¢'. Las Ecs. (1), conocidas
en este contexto como ecuaciones de Lagrange, mantienen su forma bajo cualquier
transformacion diferenciable de coordenadas; es decir, siguen siendo validas si las
coordenadas ¢* se reemplazan por n funciones diferenciables independientes ¢ =
¢?(q"). Una forma de comprobar esta covariancia de las ecuaciones de Lagrange
bajo el grupo de transformaciones de coordenadas en el espacio de configuracién,
consiste en usar repetidamente la regla de la cadena junto con la relacién

.§ Bq‘ .15

¢'=5g79" (2)
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donde, al igual que en lo sucesivo, hay suma implicita sobre cada indice que aparece
repetido. De esta manera se obtiene que

4oL\ oL _ow (d (oL oL "
dt \ 9¢" ¢~ ot | dt \ 9¢ dg? |’
lo cual es cero si se satisfacen las Ecs. (1).

Una forma alternativa de expresar las ecuaciones de movimiento se consigue
introduciendo las variables

Pi == (4)

(S.D. Poisson, 1809) y la funcién hamiltoniana H = pi¢' — L (W.R. Hamilton, 1835).
Usando (1) y (4) se tiene

. o 3L i 3L i 3L
dH = p,‘dq +4q dp,’ e (5(?) d'q - (a—q‘) dq - (-BT) dt
)
= ¢'dpi — pidq’ — (E) dt,

por lo que, suponiendo que a partir de las Ecs. (4) se pueden obtener las ¢' en
términos de ¢’ y pj, al considerar a H como una funcién de ¢' y p; (eliminando las
¢' en favor de ¢’ y p;) resulta

i _on o _on 5
dt—apg’ dt ~  d¢*

Las Ecs. (5), llamadas ecuaciones de Hamilton, constituyen un sistema de 2n
ecuaciones diferenciales ordinarias que determina la evolucién temporal de los valo-
res de ¢' y pi.

Las variables ¢' y p; forman un sistema de coordenadas para un espacio (o
variedad) de dimensién 2n conocido como espacio fase. Cada punto en este espacio
corresponde a un estado del sistema, y las Ecs. (5) determinan curvas que represen-
tan la evolucién del estado del sistema para cualquier posible “condicién inicial”.

El espacio fase posee en forma natural cierta estructura geométrica relacionada
con la forma de las ecuaciones de Hamilton. Dicha estructura estd oculta por la
simplicidad de las Ecs. (5), para exhibirla escribiremos las ecuaciones de Hamilton
en términos de coordenadas arbitrarias para el espacio fase z* (p = 1,2,...,2n).
Es decir, reemplazaremos las coordenadas ¢' vy pi por un sistema arbitrario de co-
ordenadas z*, las cuales deben poder expresarse como funciones diferenciables de
las ¢ y pi. Usando las Ecs. (5) se obtiene que las coordenadas correspondientes al
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estado del sistema varian con el tiempo de acuerdo con

It _octdgl | dutdn, _ 0xh N ool
dt — dq' dt  dp; dt ~ g Ip;  Op: O
(0:(."‘ dz¥  Jxt (').r”) ar

“\ ¢ i Op; Bg ) 9av
es decir,
dxt L, OH
ar = g (©)
donde
w0zl It Oa¥ Gt (1)
= < SR e (
gt dpy dqt dp;
En particular, 8i (', .4 2%) = (gL - e s Py .., Pn) se tiene entonces
" 0 I §
@=(_9 ¢). (8)

donde I es la matriz identidad n x n y las Ecs. (6) se reducen a (5). A cualquier
sistema de coordenadas para el cual la matriz (6"*) esté dada por (8) se le llama
sistema de coordenadas canénicas,

La matriz (¢#”) definida en (7) es antisimétrica, o/? = —gV# y su determi-
nante es distinto de cero (de hecho, det(o#”) es igual al cuadrado del Jacobiano

|0(z*)/0(¢",p;)]). Ademés

dahv daPH do¥'P
Ap Av An
dzA L dzA il dzA

=0. (9)

a

Una forma conveniente de demostrar la validez de la Ec, (9) consiste en notar que
bajo un cambio de coordenadas =# — 2'*_ las funciones o#¥ se transforman como
las componentes de un tensor dos veces contravariante y que las expresiones en el
lado izquierdo de (9) son las componentes de un tensor tres veces contravariante.
Dado que existe un sistema de coordenadas donde las 0** son constantes [Ec. (8)]
en tales coordenadas el lado izquierdo de (9) se anula y lo mismo ocurre, por tanto,
en cualquier otro sistema de coordenadas.

Las componentes o#” determinan lo que se denomina una estructura simpléctica.

Esta estructura se define equivalentemente y en forma mas usual mediante la matriz
inversa de (o), la cual denotaremos por (w,,); es decir, wupo®? = 4. Debido a
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las propiedades de 0", las funciones wy, satisfacen las condiciones

Wyy = —Wyy

det(wyy) # 0 (10)

Owpy | Owpy | Owyp

dxP dzv Jzh

La tltima igualdad equivale a (9). Un espacio simpléctico (o variedad simpléc-
tica) es un espacio donde existe definido un campo tensorial cuyas componentes
wyw satisfacen las Ees. (10). Las primeras dos de estas ecuaciones implican que la
dimensién de un espacio simpléctico es par (suponiendo que sea finita) mientras que
la iltima condicién en (10) implica la existencia de coordenada canénicas.

En un espacio simpléctico, para cualquier par de {unciones de valores reales f, g
se define la operacién llamada paréntesis de Poisson como

, Of dg
— “' —
{fag} =0 39:-" ary' (11)

Puesto que las o/ son las componentes de un tensor, la expresion (11) es
invariante bajo cambios de coordenadas. El paréntesis de Poisson es bilineal, anti-
simétrico y satisface la identidad de Jacobi

{1910} +{th. )0} + {ta.nd 1} =0, (12)

la cual equivale a (9). De la Ec. (11) se obtiene que o, = {z*,z"}, por lo que definir
una estructura simpléctica equivale a definir el paréntesis de Poisson. Con base en
esta equivalencia, las transformaciones que preservan una estructura simpléctica,
llamadas simplectomorfismos, corresponden a las transformaciones tales que, para
dos funciones cualesquiera, se obtiene el mismo resultado efectuando primero la
transformacion v después el paréntesis de Poisson o haciendo las cosas en el orden
opuesto. En la mecdnica clasica estas transformaciones se conocen como transfor-
maciones ganonicas.

Los simplectomorfismos “infinitesimales” son especialmente importantes. Una
transformaciéon de éstas puede especificarse mediante el desplazamiento de las co-
ordenadas Az* de cada punto. En general, el valor de Az* serd distinto para cada
bunto, por ue p i i :

to, lo las Aa* deben considerarse como funciones de las coordenadas
Utilizando desarrollos a primer orden en Az, transformando primero el argumento
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de las funciones y evaluando después su paréntesis de Poisson, se tiene

(e + 824 g(a# + a0} = {102 4 JL 0ot gt + o)

= U0 + { g aw) )+ { e, 2

a [af dg af a (9g
_ TR (e By I IR e
={f,g}(=z")+ ¢ v (BI“AJ: ) dzP i dzH Oz (Br”Am ) !

lo cual debe coincidir con

{f,g}(z" + Az*) ~ {f, g} (z*) + —ag;’f}d:c"

- a (., 8f 8
={f,g}(=*) + o (" Paxu gz_p) Azt

de donde resulta, dado que f y g son arbitrarias,

ny u v
i _ gm0z —o-“"aax =4 (it =1y o ;20 ) (13)

A o~ o 927

Las expresiones en el lado izquierdo de (13) son las componentes de 11 derivada
de Lie del campo tensorial o** con respecto al campo vectorial Az?. Una forma sim-
ple de resolver este sistema de ecuaciones diferenciales parciales para Az* consiste
en utilizar coordenadas candnicas, respecto a las cuales (o#”) toma la forma (8),
regresando después a las coordenadas arbitrarias. Haciendo

= (q :'-°1qﬂspl'a'--1pn)
y lo correspondiente para Az, de las Ecs. (8) y (13) se tiene

IAg  aAng a dApi  dAp;
dp;  Opi ' d¢  dg

=0, (14)

AAp;  OAY
—_— — = (. 15
apJ ag' (15)

Las Ecs. (14) implican la existencia (local) de dos funciones M y N tales que

;  OM N
Ag' = ——, =37
Ipi

(16)
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Sustituyendo estas expresiones en (15) se obtiene entonces

*(M 4 N) =

dq'dp; :
cuya solucién general es de la forma M + N = R(¢') + T(p;), donde R y T son
funciones arbitrarias de n variables. Por lo tanto, definiendo GAs = M — R(¢') =
—N + T(p;), donde G es alguna funcién y As es un pardmetro independiente de
las coordenadas que toma en cuenta el hecho de que sélo estamos considerando los
cambios a primer orden, de (16) se concluye que

Ag' = g—fas Ap; = —B—G.As (17)

y por consiguiente, en coordenadas arbitrarias,

Azl = a‘“’gx—GAs (18)

Es facil verificar, usando (9), que las Ecs. (18) en efecto satisfacen el sistema de
Ecs. (13) y la deduccién dada arriba muestra que, al menos localmente, la solucién
mas general de (13) es de la forma (18). En resumen, cualquier transformacién
“infinitesimal” que preserve la estructura simpléctica estd determinada por alguna
funcion G llamada generadora infinitesimal.

En el limite As — 0, las Ecs (17) y (18) se convierten en las relaciones exactas

d'_ 96 dn_ 0G

ds ~ ap;’ ds ~ ¢ =)
Y
dz* G
LA
ds _° 8z’ (20)

respectivamente. La solucién del sistema de Ecs. (20), por ejemplo, es la forma
z# = z¥(s;z{), donde las =} corresponden al valor de z* para s = 0, por lo
que para que cada s se tiene una transformacién dada por zff — z#(s;zh). Si
la solucién esta definida para todo s real, estas transformaciones forman un grupo
de simplectomorfismos parametrizados por s. Un ejemplo sencillo de esto se obtlene
consnderando G = pi. La solucién de (19) es entonces ¢'(s) = g, si i # k, ¢¥(s) =
‘10 + s, p,fs = pjo, donde todas las cantidades con subindices cero son constantes.
Claramente el grupo de transformamones generado por pg son “traslaciones” en la
direccién de la coordenada g*.

La forma en que usualmente se definen las transformaciones canénicas involucra
la expresién p;dq', siendo ¢' y p; coordenadas candnicas. Para establecer la corres-
pondencia entre la definicién dada arriba con la definicién usual, consideraremos
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primero el efecto de una transformacion canénica “infinitesimal”. Al efectuar una
transformacién dada por (17), la combinacién pidg' se convierte en (notese que
d y A tienen significados distintos; las Ag' y Ap; son funciones que especifican
la transformacion)

(pi + Api)d(q' + Aq') = pidg' + Apidq' + pidAq'
= pidg' + Apidg' + d(piAq') — Aq'dp;

= pidg* — g._;iAsdqi +d (p, SCAS) - gT;Gl-AS(IP'
aG
= pidg' +d(pies — G)As, 21
pidg' + d(p P G)As (21)

donde se ha supuesto que G sélo depende de ¢' y p;.
Iterando (21) se obtiene que, para una transformacién candnica finita,

PdQ' = pidg' + dF (22)

donde @', P, son las coordenadas de los puntos del espacio fase después de efec-
tuada la transformacién y F' es alguna funcién (F = [(p;0G/dp; — () ds), llamada
funcion generatriz. Expresado en palabras: bajo una transformacién candnica, cuya
generadora infinitesimal sélo dependa de las coordenadas, el cambio de p;dg* es una
diferencial exacta. En forma reciproca, a partir de (22) se pueden obtener {acilmente
las Ees. (17).

Regresando ahora a las ecuaciones de Hamilton (5) o (6), comparandolas con (19)
0 (20), respectivamente, se concluye que la evolucién de un sistema mecanico vista
en el espacio fase es una transformacién canénica cuya generadora infinitesimal es
la funcion hamiltoniana H. De hecho, la forma de las ecuaciones de Hamilton puede
obtenerse simplemente suponiendo que la evolucién del sistema mecanico preserva
la estructura simpléctica del espacio fase. Para la transformacion candnica finita
que relaciona las coordenadas ¢', p; del estado del sistema a un tiempo ; con las
coordenadas Q', P, correspondientes al tiempo f3, usando que p;dH /dp; — I =
pi¢' — H = L y suponiendo que H no depende del tiempo, de la Ec. (22) se ohtwne
que

PidQ' = pidg* + dS, (23)

donde

ta
S= Ldt. (24)
4

Es decir, la integral S es la funcién generatriz correspondiente a la evolucién tem-

poral [2].
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El paréntesis de Poisson tiene la siguiente interpretacion geométrica. Si f y g
son dos funciones cualesquiera definidas en un espacio simpléctico, cada una de ellas
puede considerarse como generadora infinitesimal de simplectomorfismos a través
de la Ec. (18) o (20). La rapidez de cambio de la funcion f bajo la transformacién
gencrada por g esta dada por

df ?Ldr“ af 'w 8
ds Ozt ds (')rf‘ = {f.9} (25)

En particular, la rapidez de cambio de una funcién f, debida a la evolucidn
temporal, es

Y-y, (26)

Si f depende explicitamente del tiempo hay que agregar el término df/dt en
el lado derecho de la ecuacién anterior. Por tanto, si /{ no depende del tiempo
explicitamente, de la antisimetria del paréntesis de Poisson resulta que di/dt =
{H,H} = 0, lo que significa que H es una “constante de movimiento™; es decir,
su valor permanece constante a lo largo de las curvas que representan la evolucién
del sistema.

Si H es invariante bajo algin otro grupo de transformaciones canénicas de-
pendiente de un parametro, la funcién generadora infinitesimal de dicho grupo es
una constante de movimiento. Esto resulta de que si g es tal funcién generadora,
de acuerdo con (25), se tiene {H,g} = 0 y por la antisimetria del paréntesis y la
Ec. (26) se concluye que dg/dt = 0. Vale la pena subrayar que la invariancia de
H bajo un grupo de transformaciones dependiente de un pardmetro lleva a una
constante de movimiento sélo si tales transformaciones son canonicas.

Para concluir esta seccién mencionaremos un par adicional de caracteristicas
de la formulacién hamiltoniana. Como se indicé al principio de esta seccién, las
ecuaciones de Lagrange son covariantes bajo las transformaciones ¢* — ¢". De
las Ecs. (2) y (4) resulta que, acompanando a una de estas transformaciones, las
pi se transforman en ;D_1 = (dq"/q')p: y, por consiguiente, deq” = pidq', lo que
significa [comparando con (22)] que la transformacion de coordenadas del espacio
fase inducida por cualquier cambio de coordenadas en el espacio de configuracion
es candnica y mantiene, por tanto, la forma de las ecuaciones de Hamilton (5).
Sin embargo, existen muchas otras transformaciones canonicas que no son de esta
forma; el grupo de las transformaciones canénicas es mas amplio que el grupo de
covariancia de las ecuaciones de Lagrange (1).

Una ventaja de poder expresar un conjunto de ecuaciones en diversos sistemas
de coordenadas es que en alguno de ellos el resolver las ecuaciones puede ser algo
mas simple; precisamente, en la formulacién hamiltoniana resulta que siempre es
posible, al menos en principio, hallar una transformacién a nuevas coordenadas
canénicas donde la funcién hamiltoniana es cero y entonces la integracion de las
ecuaciones de Hamilton es trivial (la funcién generatriz de tal transformacién se
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consigue resolviendo la ecuacién de Hamilton-Jacobi). El grupo de covariancia de
las ecuaciones de Hamilton expresadas en forma (6) es atin mas amplio que el grupo
de las transformaciones candnicas.

En cualquier espacio simpléctico existe un elemento de volumen determinado
por la estructura simpléctica el cual, por consiguiente, es invariante bajo los sim-
plectomorfismos. En coordenadas canénicas este elemento de volumen esta dado por
dg'...dq"dp' ...dp". Este hecho tiene relacién con la mecanica estadistica, donde
la invariancia del volumen en el espacio fase bajo la evolucién temporal se conoce
como el teorema de Liouville.

3. Optica geométrica

Como se indicé en la introduccién, los resultados obtenidos por Hamilton en la
optica lo llevaron a hallar una formulacién similar para la mecanica. Las ecuaciones
de Hamilton para la dptica determinan el comportamiento de rayos de luz en un
medio caracterizado a través de su indice de refraccién. La variacién del indice
de refraccién produce cambios en la direccién de propagacién de los rayos de luz,
mientras que el valor del indice de refraccién determina la velocidad de la luz en
cada ptnto. En lugar de partir de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento
de los rayos de luz (que pueden deducirse de la ley de Snell) y mostrar que pueden
expresarse en la forma (5) o (6); a continuacién se sigue el método empleado por
Hamilton que lleva en primer lugar a las transformaciones canénicas.

Suponiendo que la luz es un fenémeno ondulatorio que obedece el principio de
Huygens, la propagacion de la luz puede describirse considerando frentes de onda de
tal manera que cada punto de un frente de onda és una fuente de ondas secundarias
que se propagan con velocidad ¢/n, donde c es la velocidad de la luz en el vacio y n es
1indice de refraccion; el frente de onda en algiin instante posterior es la envolvente
de estas ondas secundarias. Se puede definir una funcién V(z,y,z,2',y',z') —la
funcién caracteristica de Hamilton para el medio en cuestién— cuyo valor es el
tiempo que tarda un frente de onda que pasa por el punto de coordenadas (z,y,2)
en llegar al punto (2, 3", 2'). Si un frente de onda pasa por (z,y, z) al tiempo ¢, los
puntos (z',7', 2') que satisfagan la ecuacién

V(‘tay)zaxf’yr?z’) =t -1

constituyen el frente de onda al tiempo t'. Reciprocamente, fijando («',y',2"), los
puntos (z,y, z) que satisfacen (27) forman el frente de onda al tiempo ¢.

Consideremos ahora un punto vecino a (z,y,z), con coordenadas (z + dz,y +

dy, z + dz), que pertenezca al mismo frente de onda que (z, Y, 2). Se tiene entonces:
V(z,y,2,2',y,2') = V(z + dz,y + dy, z + dz,2',y', 2'), lo que implica que

v av. oV
Frdnt gt 5 dz=0 (28)
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para cualquier desplazamiento “infinitesimal” (dz, dy, dz) sobre el frente de onda.

Si se supone que el medio es isétropo, lo que significa que n puede depender
de la posicion pero no de la direccién de propagacién de la luz, entonces los rayos
de luz son perpendiculares a los frentes de onda. Por lo tanto, denotando por & =
(e1,@2,03) al vector unitario normal al frente de onda en (z,y,2) en la direccién
de propagacién y por & al vector normal correspondiente en el punto (z',y, 2'),
la Ec. (28) es vilida para todo (dz,dy, dz) perpendicular a &, lo que implica que
(0V/dz,8V[dy,8V/9z) debe ser proporcional a &. Es claro que, en forma similar,
(aV]oz',8V]8y',8V/d2') evaluado en (2',y',z') debe ser proporcional a &'. Luego,
introduciendo dos factores de proporcionalidad a y b, se tiene que

av av av av av av
V o Bl hait A0 _d et ! bt ’ il !
d 5 dz + By dy + 3 z+8a:’dx + 6y‘dy 4 Bz’dz

= a(a1dz + azdy + azdz) + b(a)dz' + ohdy' + ajydz"). (29)

Si se considera un punto localizado a una distancia ds del punto en la direccién
de &', dado que @' es unitario, esto significa que (dz',dy',dz") = &'ds y el frente de
onda llega a este punto desplazado al tiempo ¢ + n'/cds, donde n' es el valor del
indice de refraccién en el punto (z',y', 2'), debido a que la velocidad de propagacién
de la luz es ¢ dividida por el indice de refraccién, Por lo tanto, en este caso, dV =
n'feds y o dz' + abdy' + aydz’ = &' - &'ds = ds, asi que de (29) resulta b = n'/ec.
Similarmente se obtiene a = —n/c, donde n es el valor del indice de refraccién en
el punto (z,y, z). Sustituyendo estos valores en (29) se halla entonces

d(cV) = n’(n;d.r’ - afzdyr - Cr‘]dz,) - n(ajdz 4+ azdy + a3dz). (30)

Comparando esta iiltima ecuacién con (22) se concluye que la propagacién de la
luz corresponde a una transformacién canénica (o simplectomorfismo) en un espacio
de dimensién seis para el cual (z,y,2,na1,naz, naz) son coordenadas candnicas.
Cada punto en dicho espacio representa un posible rayo de luz a través de un
punto del espacio en alguna direccién. La Ec. (30) y las derivables de ella se aplican
también para cualquier sistema de coordenadas (¢',4% ¢) que se use en lugar de
las cartesianas (z,y,z). Las componentes naj,naz,nas deben reemplazarse por
P1,p2,p3 de tal manera que n(ajde + azdy + a3dz) sea igual a p;dg'; es decir,
después de expresar dz,dy, dz en términos de las dgq', la variable pi se define como
el coeficiente de dq* en el desarrollo de n(a1dz + azdy + azdz) . Asi que en general
se tiene

d(cV) = pidg" - pidq'. (31)

Directamente de (31), o de los resultados de la seccién anterior, se obtienen las
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ecuaciones

a_om o -
dt  9p; dt dqt

donde H es alguna funcién (relacionada con V). La forma de la funcién I puede
determinarse facilmente de manera independiente aplicando las Ecs. (32) al caso de
un medio homogéneo (n constante) y usando coordenadas cartesianas. In tal caso
la direccién de propagacion de un rayo de luz no debe variar, por lo que dp;/dt = 0
y por consiguiente H{ no depende de las ¢' (lo que seria de esperarse debido a la
homogeneidad). Por otra parte dg;/dt son las componentes de la velocidad del rayo
de luz, asi que por la forma en que se definio p;

dq' opi
dt  nun’

C
Como se verd enseguida, el valor de esta constante debe tomarse como —¢/2; por
lo tanto, en coordenadas arbitrarias, se tiene que

De la primera ecuacion en (32) se tiene entonces que Il = pipi+ constante.

H = —q"pip; - :: (33)
donde (g") es la matriz inversa de la correspondiente al tensor métrico (9i;) en las
coordenadas que se empleen. La Ec. (33) es, de hecho, valida incluso en el caso en
que n sea funcién de la posicion.

El valor de la constante aditiva en I resulta de exigir que las Ecs. (23) v (31)
coincidan, ya que con H dada en la Ec. (33), aiin si n fuese variable, lo andlogo a
S dada en (24) es la integral de

oH & c & 5. €
RN © SNSRI S | ST - i . S
= dpi H nEs Py B 2° w2 N 2 %

evaluada entre t y t', es decir, c(t' —1) que equivale, de acuerdo a (27), a ¢V; haciendo
que efectivamente concuerden (23) y (31).

Un ejemplo sencillo de esta formulacion es el caso en que el plano z = 0 divide
dos regiones homogéneas de indices de refraccién distintos. La funcién I sélo de-
pende de z, asi que dH [0x = 0 = dH [y y por las ccuaciones de Hamilton (32) se
tiene entonces que tanto p, como p, deben ser constantes. Para un rayo de luz que
incida sobre dicha frontera viajando a lo largo del plano yz, inicialmente p, = 0 por
lo que el rayo seguird moviéndose sobre dicho plano. Por otra parte, p, = nsen®,
donde 0 es el angulo entre el rayo y el eje z, por lo tanto la constancia de p, equivale
a la ley de Snell. En forma similar, si un sistema o medio éptico es invariante
bajo rotaciones alrededor de un eje, entonces la componente correspondiente del
“momento angular” es una constante.
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Si suponemos que n no depende del tiempo lo mismo sucede con H, por lo que el
valor de H es una constante de movimiento. Dado que g‘jpipj = n?, de (33) resulta
que tal constante es cero. Asi, a diferencia de lo que ocurre en la mecanica, donde
usualmente H puede tener cualquier valor, la evolucion de cualquier rayo de luz
en el “espacio fase” dptico es una curva en la hipersuperficie H = 0. Claramente,
en el caso 6ptico se dispone de todos los resultados que siguen de la existencia
de una estructura simpléctica tales como la operacion del paréntesis de Poisson
y el teorema de Liouville. La ecuacién de Hamilton-Jacobi aplicada a la funcion
hamiltoniana (33) da la llamada ecuacién eikonal.

En las aplicaciones a sistemas opticos es de interés conocer las trayectorias que
siguen los rayos de luz, sin hacer referencia al tiempo que tardan éstos en ir de un
punto a otro; por lo que es conveniente utilizar algiin otro parametro en lugar del
tiempo. Asi por ejemplo se pueden considerar planos, digamos, z = constante (que
pueden corresponder, ¢.g., a la posicién del objeto o de la imagen) de tal manera que
un rayo atraviese cada plano en algin punto etiquetado por las coordenadas (z,y);
la evolucién del rayo se puede especificar entonces dando x e y como funciones de z.

Con cada plano z = constante se tiene asociada una estructura simpléctica
heredada de la original, con (z,y,ps,py) siendo coordenadas candnicas. En este
espacio fase reducido, la evolucién de los rayos de luz correspondiente a pasar de
un plano z = constante a otro, es una transformaciéon candnica cuya generadora
infinitesimal es simplemente —p. = —nag, expresada en funcién de (z,y, pr,py), s

decir, —p, = —y/n? —pi —pi.
Una demostraciéon de esta aseveracion se puede obtener directamente usando la
regla de la cadena y las Ecs. (32) v (33), que dan

de dz/dt p; Px o ( 2 p2 _ p?
iz—:—:—ﬁzf'_ ~Fz Py
d= "~ dz[dt  p, n? — p? — p2 Opz
¢ on
dpe _ doe/dt _q3astini 9 ([ gt —p) (34)
dz ~ dzdt S dr
| i d!l dPy
y algo similar para —= y —=.

Una demostracion mas simple y general del resultado anterior, que muestra que
en lugar de planos se puede considerar cualquier familia de superficies, se obtiene
de la Ec. (31). En efecto, usando un snstema arbitrario de coordenadas ¢'; si con-
sideramos, por ejempo, las superficies ¢ = constante entonces, restringida a tales
superficies (donde dg* = 0) la Ec. (31) da

phdq'® — padg® = d(cV), (a =1,2) (35)
lo cual nos muestra de inmediato que la transformacién que lleva de los valores

de (q', 4% p1,p2) correspondientes a un rayo de luz que cruza una superficie ¢ =
constante a los correspondientes a otra de estas superficies es una transformacién
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canénica. En la Ec. (35) V depende solamente de las coordenadas ¢',¢° y ¢, q? de
los puntos por donde un rayo atraviesa las dos superficies ¢ = constante conside-
radas.

Si ahora nos fijamos en dos superficies ¢* = constante que difieran por un cierto
valor Ag?, haciendo ¢'* = ¢* + Ag® ypl, = pa + Apa, a primer orden, de (35) se tiene

Apadq® + padAq® = d(cAt),
(estos pasos son, en esencia, los inversos a los efectuados en (21) y (22)) donde,
usando (27), se ha reemplazado V por el tiempo At que tarda en viajar un rayo

del punto de coordenadas ¢%(a = 1,2) en la primera superficie al punto ¢"* en la
segunda superficie. Por lo tanto

Apadg” — Aq"dp, = d(cAt — paAg®)
y, debido a que Ag® es independiente de las demas coordenadas,

Apa Aq" At Aqa
= LI . TN ... B, i I}
Agd 1 Agd B Cf_\q3 t Ag?

Tomando el limite A¢g®> — 0y notando que, por (32) y (33), cdt/dg®—padq® /dg® =
p3 de la dltima ecuacién se concluye que

dg® _ 9(-p) dpa _ _9(=p3)
dg? Ops ' dg? ags

(a=1,2) (36)

que contiene a (34) y posee la forma de las ecuaciones de Hamilton (5).

Las Ecs. (36) muestran que en el espacio fase ptico de coordenadas (¢', ¢%, p1,p2)
la funciéon —pj es la generadora infinitesimal de los desplazamientos de los rayos de
luz en la direccién de ¢*. Este hecho parece razonable y quizé esperadd en base
al ejemplo dado en la seccién anterior; sin embargo, aparte de que el signo estaria
erréneo, el contexto es distinto y la validez de (36) es consecuencia de que H sea
igual a cero a lo largo de las trayectorias de los rayos de luz en el espacio fase.

4. Mecanica cuantica

En la ecuacién de Schrodinger esta implicita una estructura simpléctica aunque
ésta no es inmediatamente evidente. Para escribir la ecuacién de Schrodinger en
una forma similar a (6), la funcién de onda o vector de estado, 1, serd expresada
en términos de un conjunto de parametros independientes a’, que supondremos
reales (por ejemplo, como veremos mas adelante, los parametros a' pueden ser los
coeficientes del desarrollo de 1 en términos de un conjunto completo de funciones).
Considerando entonces a 1 como dependiente de las a*, de la ecuacién de Schrédinger
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se tiene

45 _ 00 d

Eh"a'{——‘l an dt =H¢,

donde H es un operador lineal hermitico respecto a un producto interior ( , ).
Tomando el producto con Oy [dak, se obtiene de la ecuacién anterior

L (O 9P\ dad _ (Y
th (ﬁa%) E_ (30"”1{#}) ] (37)

por lo tanto
L (0 p\dad D Y _ 8 _ 9%
g (a— a_> T~ aaEHHY) - (¢’Haak) = gt (h HY) (H"‘" aa*) ’

donde se ha hecho uso de la hermiticidad de H. El ltimo término es el complejo
conjugado de (37), asi que la ecuacién de Schrodinger resulta equivalente a

(o A oy p\)dad 9
(o) ~ (50 38) | & = 3190 (28)
Es facil ver que las funciones (de las a')

'_.h o O o O
“hi =" 1\0aF 007 ) ~ \ 9a7’ Ba*

son reales, antisimétricas y satisfacen la dltima ecuacion en (10) (con las a* en lugar
de las z#). De hecho, la matriz (wy,) tiene inversa, (o*7), por lo que (wg;) representa
una estructura simpléctica para el espacio de las funciones de onda y (38) equivale a

do) _ x OH

& =% g¢ Con H = (¢, Hy), (39)
que tiene precisamente la forma dada en (6) con la funcién hamiltoniana siendo
el valor esperado del operador hamiltoniano H (véase también la Ref. [11] y las
referenciag citadas alli).

Una vez definida (o*7), el paréntesis de Poisson de cualquier par de funciones
esta ya determinado. Sin embargo, en el caso de la mecanica cuantica son relevantes
las funciones que son el valor esperado de algiin operador lineal hermitico. Para
esta clase de funciones el paréntesis de Poisson resulia estar dado por una expresién
bastante simple y concreta. Para simplificar los cdlculos necesarios utilizareros a
continuacién coordenadas canénicas. Como es facil comprobar calculando las wy;,
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los parametros reales ¢*, p; definidos por

= _%(qj-{-ipj)uj, (40)

donde las u; forman un conjunto completo ortonormal, son coordenadas candnicas.
Por consiguiente, una transformacion unitaria es una transformacion canénica; ya
que una transformacion unitaria preserva la ortornomalidad.

El valor esperado de un operador lineal A en el estado 1 es, sustituyendo (40),

: 1 . .
A= (v, AY) = ‘;_’_r’z(qJ - zpj}(qk + ipe) (g, Aug),

por lo tanto, usando una expresion similar para B = (1, Bi}) y la completez de las
uj, se obtiene

AB QAIB  0AIB | b (A B4
{A, }-a—q,aﬁaaqi—ﬁ(h[h 1), (41)
(nétese que si A y I son hermiticos entonces [A, 3]/1h también lo es). La expresién
anterior no se refiere a la relacion entre el conmutador de operadores para un sistema
cuantico y el paréntesis de Poisson para su limite clasico; el paréntesis que aparece a
la izquierda pertenece al espacio de funciones de onda o de vectores de estado (que
es un espacio de Hilbert) considerado como espacio simpléctico.

La Ec. (41) es consistente con lo que se obtiene directamente de la ecuacién
de Schrodinger para la derivada con respecto al tiempo del valor esperado de un
operador A; a saber

dA d dy dis 1 1
— i [ ) = I Iy h, A— —_ —_— r‘.. ly 1 P.‘v
5 dtw‘AtH (dt,At,)-F(y’ Ad!) (:h”]’b zlh)+(n, z'fa]h)

5 [AHY) = {AH],

lo que coincide con el resultado general (26).

5. Comentarios finales
Un espacio simpléctico es analogo a un espacio riemanniano plano en el siguiente sen-

tido: la estructura de un espacio riemanniano esta definida por un “tensor métrico”
positivo de componentes g;; tales que

9i; = Gn

det(gy;) # 0.
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Si, ademas,

ar‘fkn ar'n: mpr ~
T~ ga IR~ TRTL=0, -

donde

1 Ogim | Ogjm dgi; i -
rt = g0 (G 2m 20y (g9 = ),

se dice que el espacio es plano. Las Ecs. (42) son similares a las dos primeras en (10),
pero en el presente caso se tiene un tensor simétrico en lugar de uno antisimétrico.
La Ec. (43) es andloga a la dltima en (10) en cuanto a que es la condicién para
la existencia de coordenadas (cartesianas) en las que (9i;) es la matriz identidad,;
tales coordenadas son andlogas a las coordenadas canénicas. Las expresiones en el
lado izquierdo de (43) son las componentes de un tensor conocido como tensor de
curvatura o de Riemann.

Una diferencia importante, sin embargo, proviene de tener un tensor simétrico
en el caso riemanniano, y consiste en que la solucién general del analogo de las
Ees. (13), llamadas en este contexto ccuaciones de Killing, sélo contiene N(N +
1)/2 constantes arbitrarias si N es la dimensién del espacio. Es decir, cada transfor-
macion que preserva el tensor métrico, o isometria, infinitesimal esta determinada
por N(N + 1)/2 nimeros reales (que pueden dividirse en N que determinan una
translacién y N(N —1)/2 correspondientes a una rotacién) contrastando con el que
cada simplectomorfismo infinitesimal estd determinado por una funcién (diferencia-
ble) completamente arbitraria.

Todos los espacios simplécticos de la misma dimensién son localmente equivalen-
tes, tal como ocurre con los espacios riemannianos planos de la misma dimensién; sin
embargo, pueden existir diferencias de caracter global. Asi, por ejemplo, el plano y
la superficie de un cilindro son espacios riemannianos planos que son sélo localmente
equivalentes. Las diferencias globales entre espacios simplécticos y entre las diversas
evoluciones o dinamicas, se caracterizan mediante las propiedades topologicas del
espacio y de las 6rbitas descritas por la evolucién de los puntos de estos espacios,
respectivamente,
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Abstract. The definition of a symplectic structure is given, as well
as some general properties of such structures, starting from the ha-
miltonian formulation of classical mechanics. Geometrical optics and
quantum mechanics are considered as further examples of dynamical
laws related with symplectic structures.





