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Resumen. Se presenta un calculo autoconsistente de Hartree-Fock a
densidades altas, intermedias y bajas para gases de fermiones en el
modelo de jalea deformable. Como potencial entre pares de particulas y
con el objeto de cortar el largo alcance de la interaccién, se propone un
potencial coulombiano apantallado. Los orbitales de particula indepen-
diente doblemente ocupados se desarrollan en términos de una base de
funciones coseno, escogida de tal forma que puede presentar densidad
de carga periédica a lo largo de un eje. Se calculan algunas propiedades
del estado base de los sistemas, tales como la energia por particula, la
densidad de carga y el momento total. Se compara la densidad a la que
aparece la cristalizacién de Wigner con los resultados de otros autores.
Se discute también el efecto del potencial apantallado en la conducta
de la densidad de estados en el nivel de Fermi.

PACS: 05.30.Fk

1. Introduccién

En afios recientes se han reportado una gran cantidad de calculos para gases de
fermiones en el modelo de jalea, con el fin de describir propiedades de sistemas de
muchas particulas, tanto en astrofisica [1] como en fisica del estado sélido [2]. En‘el
modelo de jalea los fermiones se mueven en un fondo uniforme, con carga de signo
contrario, que garantiza la neutralidad del sistema. Una modificacién al modelo
anterior, conocida como jalea deformable fue introducida por Overhauser [3]. En este
modelo el fondo se ha “deformado” acomodandose a la densidad de los fermiones
para obtener neutralidad local de carga. En los dos modelos anteriores el fondo no
contribuye a la energfa cinética en el hamiltoniano del sistema [4].

La aproximaciéon de Hartree-Fock (HF), que toma en cuenta la correlaciéon de
espin entre pares de particulas, se ha empleado con éxito en muchas areas de la
fisica [5,6]. En particular, aplicada a la fisica del estado sdlido, la aproximacién de
HF sirve como un punto de partida adecuado y bien definido para un tratamiento
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perturbativo de sistemas de muchas particulas. Por lo tanto, es interesante tener
esquemas eficientes para realizar calculos HF autoconsistentes en sistemas de muchas
particulas, a densidades altas, intermedias y bajas [7]. Como es conocido, la funcién
de onda en la aproximacién de HF es el determinante de Slater de los espin orbitales.
Frecuentemente se parte de orbitales de onda plana (OP); con el fin de mejorar estos
calculos, se han propuesto para los orbitales funciones tipo Overhauser o combina-
ciones lineales de exponenciales [4]. Una mejor proposicién consiste en desarrollar
los orbitales en términos de una base. Esta base puede cortarse donde se obtiene
convergencia en el calculo de alguna propiedad relevante del sistema, como la energia
del estado base por particula [5].

Los calculos HF para sistemas de muchas particulas con interaccion coulombiana
tienen un problema inherente. El espectro de energias E(k) tiene una derivada
infinita en el nivel de Fermi. Esto implica que la densidad de estados en el nivel de
Fermi se hace cero. Este resultado es un hecho caracteristico del largo alcance del
potencial de Coulomb [8]. Por lo tanto, para cortar el alcance del potencial y evitar
esta divergencia, es conveniente considerar un apantallamiento efectivo del potencial
de interaccién. La forma mas sencilla de introducir un apantallamiento del largo
alcance de la interaccién de Coulomb es a través de un factor exponencial [9,10,11].

A densidades bajas, es decir para valores grandes de la distancia entre particulas
ro medida en radios de Bohr, ry = ry/ag, Wigner encontré para el gas de electrones
que la fase cristalina es la mas estable [12]. El hecho de que en estos sistemas
haya soluciones localizadas més estables que la de OP (densidad homogénea) es un
ejemplo de rompimiento de simetria, en donde la solucién mas simétrica no es la mas
estable, siendo una solucién que presenta una simetria menor la que da una energia
mas baja del sistema. Desde el trabajo de Wigner se han realizado gran cantidad
de célculos con el objeto de obtener la densidad de transicién al cristal de Wigner.
Los resultados obtenidos varian desde r, = 5 hasta r, = 700 segtin el criterio de
cristalizacién y el modelo empleado [13]. Dentro del modelo de jalea deformable la
transicién al cristal de Wigner se encuentra en forma natural como el valor de la
distancia entre particulas ry, donde la densidad cambia de homogénea a periédica; es
decir, a densidad de particulas descritas por ondas de densidad de carga [14]. Seria
interesante encontrar si este resultado se puede extender para gases de fermiones
que interaccionan por medio de un potencial coulombiano apantallado. Las ondas
de densidad de carga aparecen frecuentemente en la literatura; en particular, las
introducidas por Overhauser [3] para describir metales alcalinos, permiten obtener
densidad de carga periédica a lo largo de una direccion.

Nuestro propésito en este trabajo es estudiar propiedades del estado base de
un gas de fermiones en tres dimensiones, dentro del modelo de jalea deformable. La
interaccién entre pares de fermiones se considera coulombiana apantallada. Se utiliza
la aproximacién de HF para describir este sistema a densidades bajas, intermedias y
altas. Como parte orbital de la funcién de estado se escogi6 un desarrollo en términos
de funciones coseno. Este desarrollo tiene la posibilidad de presentar densidad de
carga homogénea, asi como densidad de carga periddica a lo largo de una direccién,
al igual que las ondas de densidad de carga. Se calcula la expresién para el espectro
de energias de una particula E(k). A partir de esta ecuacién e integrando sobre
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k, se puede evaluar la energia del estado base por particula como funcién de r,.
La densidad de transicién al cristal de Wigner se obtiene considerando ésta como
el valor de ry donde la solucién autoconsistente cambia de onda plana a onda de
densidad de carga. Los resultados obtenidos para la energia del estado base se
comparan con otros reportados en la literatura para gases de fermiones (en particular
para gases de electrones), en tres dimensiones, que presentan la misma simetria.
También se calcula la densidad de particulas del sistema y se muestran resultados
numéricos para distintos valores de r,. Se calcula el momento total del sistema para
cualquier valor del parametro de densidad r, y se compara con el obtenido por otros
autores. El gradiente de E(k) estd relacionado con la densidad de estados en el nivel
de Fermi. Se calcula éste y se discute el efecto del apantallamiento de la interaccién
para remover la divergencia que aparece en el nivel de Fermi.

2. El modelo

La condicién que define al modelo de jalea deformable es [4]

(VD) + (Vp) + (Vyg) =0,

donde Vp es el término directo de la interaccién de los fermiones, Vs y Vi son la
interaccion de los fermiones con el fondo y del fondo con él mismo, respectivamente.
Este resultado se obtiene si todos los potenciales en el hamiltoniano tienen la misma
dependencia funcional en |r; —r;| = r;;. Sin embargo, el resultado es independiente
de la forma explicita de los potenciales y de la funcién de estado, siempre que
se satisfaga el teorema de Hellman-Feynman [15]. En la aproximacién de HF esta
ecuacion indica que en el modelo de jalea deformable el fondo se ha “deformado”,
acomodandose a la densidad de los fermiones, de tal manera que se obtiene neutra-
lidad local, lo cual disminuye la energia total del sistema. En este modelo el fondo
no contribuye a la energfa cinética del hamiltoniano del sistema [16].

El potencial de interaccion entre pares de particulas que se escoge es el coulom-
biano apantallado V(ri;) = e? exp(—pry;)/rij, cuando el factor de pantalla u se
hace cero, tenemos la interaccion de Coulomb (gas de electrones). Esta seleccién del
potencial nos permite cortar el largo alcance de la interaccién coulombiana y evitar
las divergencias que aparecen en el gas de electrones cuando se utiliza el método de
HF [8].

La funcién de estado en la aproximacién de HF es el determinante de Slater de
los espin-orbitales. Siguiendo la proposicion de Bloch, para la parte orbital se escoge
una funcion de la forma

pi(r) = e®Tuy(r).

Ya que estamos interesados en describir un sistema que pueda presentar densidad
de carga periddica, la funcién uy debe reflejar este hecho. Siguiendo la sugerencia
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de Wigner y Seitz [17], se tomé up(r) como una primera aproximacion, es decir, la
funcién uy para k = 0: @i(r) = e*Tup(r).

Para los orbitales se propone un desarrollo en una base de la siguiente forma

¢x(r) = In, k) Zc cos(nqo - 1), (1)

n—()

donde V es el volumen en el cual se imponen condiciones de periodicidad, k = ik, +
Jky+kk. y r =iz + jy + k2. La suma corre desde n = 0 hasta un valor positivo V.
La qg es constante y se determina de tal forma que se satisfa,g‘an las ecuaciones de
HF para estados ocupados y la energia sea un minimo. Los coeficientes del desarrollo
Chn, se obtienen resolviendo autoconsistentemente las ecuaciones de HF del sistema

3 {(n]k, Tnsky) = > Z(nlk;,n2k3|9!n4k2,n3k1)0,§20;4} (ig= €, Oy

n3
(2)
donde se impuso la restriccién de que los espin-orbitales sean ortonormales, es decir,

ny M4

/sﬂfc,x(rwk',,\f(l‘)d:’r = N, (3)

donde A es un indice que caracteriza al espin.

Con los orbitales de la Ec. (1), el sistema puede tener densidad de carga periédica
a lo largo de la direccion de qg. Esta caracteristica la presentan también las ondas
de densidad de carga propuestas por Overhauser en la Ref. [18], para el calculo del
espectro de enelgld de los electrones de conduccién de los metales alcalinos sodio y
potasio [19]; asi como los orbitales de la Ref. [4], Ecs. (5a-5¢), donde se presenta un
calculo HF variacional para obtener la encrgia del estado base del gas de electrones,

La expresion para la densidad de particulas p obtenida con esta funcién se
compara con el resultado de onda plana pg

N 2
p
= = Cra qoT ) 4
= { E COS(J?Q{}TqO)} (4)

n=0

donde ry, es la proyeccién de r en la direccién de qp. A partir de la Ec. (4) se observa
claramente que la densidad es periddica a lo largo de la direccién de qp.

La ecuacién correspondiente al espectro de energias en el modelo de jalea de-
formable tiene una expresién muy sencilla. Sélo contribuyen a él los términos pro-
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FiGURA 2. Energia por particula para el estado base, en el caso coulombiano, en términos de r,.
La curva discontinua muestra los resultados de onda plana. La curva continua presenta
los resultados obtenidos con la funcién propuesta en la Ec. (1). La curva —--——
corresponde a los resultados obtenidos con la funcién de la Ref. [4] que presenta igual
simetria que la nuestra.

la funcién de estado determinada autoconsistentemente es una onda de densidad
de carga. Un hecho interesante se observa en la Fig. 1. El sistema mas ligado es el
correspondiente a u = 0; sin embargo, la diferencia relativa respecto a la energia de
onda plana aumenta con el factor de pantalla. Esta conducta es mas pronunciada a
densidades bajas. Desde este punto de vista la descripcién con ondas de densidad
de carga es mas adecuada para las interacciones con menor alcance.

Los valores de la energia dependen de A para valores pequenos de este indice.
Sin embargo a partir de " = 6 los resultados para la energia son independientes
de N. Esto nos permite cortar la serie para .V = 6, es decir para un desarrollo con
siete términos. Este resultado fue el mismo en todos los casos independientemente
del potencial utilizado.

El menor valor de r, donde se presenta la onda de densidad de carga nos da el
punto de transicién al cristal de Wigner. Este criterio para determinar el punto de
transicion ha sido utilizado por otros autores[14]. Los valores del parametro g donde
la solucién autoconsistente cambia de homogénea a periddica son distintos para los
diferentes sistemas de fermiones estudiados, esto es, para los distintos valores de .
La transicion ocurre a una densidad mas alta para el gas de electrones,i.e., y = 0. Si
i # 0, el punto de transicién ocurre a menor densidad que para el gas de electrones.
Esto se observa claramente en la Fig. 1. En la Tabla I se dan los valores del parametro
de densidad donde se presenta la transicién al cristal de Wigner para los distintos
valores del parametro de pantalla. El valor de ry = 31.3 para la transicién en el
gas de electrones, es cercano a los valores de ry = 26 que se obtiene en la Ref. [21]
y de r, = 27, obtenido por Van Horn [22]. Es interesante notar que los valores
de r, obtenidos para la transicion por distintos métodos y con distintos criterios,
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Figura 3. Densidad de particulas p, con respecto a la densidad de onda plana pg, a lo largo de

la direccidn de qq. Se considera el caso coulombiano. Se presentan resultados corres-
pondientes a tres valores del parametro r,.

ry 1 rs (p/po)max

31.3 0.0 35 1.79

41.0 0.4 70 2.31

63.0 0.8 100 3.31
TaBra 1. Densidad de transicion a ondas de  TaBLA II. Densidad de particulas a lo largo de
densidad de carga para sistemas con qo, para el caso coulombiano, refe-
potencial coulombiano apantallado. rida a la densidad de ondas planas.
El  periodo estda dado por

L= 1.68r;.

varian en un intervalo muy amplio. Asi se han reportado valores desde r, = 5 hasta
rs = 700, (Refs. [23] y [24] respectivamente).

En la Fig. 2 se comparan los resultados obtenidos para la energia del estado
base con los que se reportan en la Ref. [4] y con los resultados de onda plana. Las
soluciones de la Ref. [4], obtenidas por medio de un cilculo HF variacional, son
generalizaciones de las funciones propuestas por Overhauser, y como se mencioné
antes, no tienen el mismo valor del momento total en todo el intervalo de densidades,
a diferencia de las funciones de este trabajo. Las tres curvas en la Fig. 2 corresponden
al caso coulombiano. Se observa que el sistema es mas estable para el desarrollo
propuesto en la Ec. (1).

En la Fig. 3 se grafica la densidad de particulas p/pg, en la direccién z, para
diferentes valores del parametro de Wigner-Seitz. Se consideré el caso coulombiano.
Cuando rs es menor que 31.3 el valor de la densidad de particulas es constante e
igual a 1, ya que p = po. A medida que ry aumenta después del punto de transicién,
la densidad es periddica en la direccién de qq ya que al menos una C; # 0 con i # 0.
De la Fig. 3 se observa que cuando la densidad va disminuyendo, la localizacién
de las particulas es mayor. Esto significa que las particulas se localizan més para
el sistema diluido en apoyo de la hipétesis de Wigner. En la Tabla II se muestran
los valores maximos de p/py en términos de r,. Note que a partir de la relacién
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divergencias que aparecian debido al largo alcance del potencial coulombiano. Siendo
la densidad de estados en el nivel de Fermi distinta de cero 0 si p # 0.

Los calculos numéricos se efectuaron en la Burroughs 7800 de la Direccién Ge-
neral de Computo Académico, UNAM.
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Abstract. A self-consistent llartree-Fock calculation at high, interme-
diate, and low densities for fermion gases in the deformable jellium
is presented. With the purpose to cut the long range of the Coulomb
interaction, the particle-particle interaction is taken as a screened Co-
ulombic one. The single particle doubly occupied orbitals are expanded
in terms of a cosine function series. This series is chosen in such a way
that a periodic particle density along an axis can be simulated. Relevant
ground state properties such as the ground state energy per particle,
the charge density, and the total momentum are evaluated. The density
s, at which Wigner crystallization occurs, is compared with the value
obtained by other authors. The effect of the screened potential on the
behaviour of the density of states at the Fermi level is discussed.





