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Resumen. Se obtiene el potencial de interaccién solitén-antisolitén
(teoria ¢*). Se demuestra que la estructura interna del solitén se com-
porta como un resorte.

PACS: 12.90.4b; 12.40.-y

1. Introduccién

En los reportes de Makhankov (1] y Bishop, Krumhansi y Trullinger [2] se pueden
encontrar resimenes tematicos buenos sobre las aplicaciones de los solitones en la
teoria del campo y de la materia condensada. En el trabajo [3] de uno de los autores
de la presente comunicacién, se investigé la ecuacién general no lineal
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donde G(y) = —dU(p)/dp, U(p) es una funcién analitica de ¢ que tiene tres

extremos, dos minimos y un maximo. Alli se demostraron las condiciones necesarias
para la existencia de ondas solitarias. Se estudiaron ademas todos los tipos posibles
de estas ondas.

Casos particulares de esta ecuacién han sido estudiados en las Refs. [4-10]. Estos
casos corresponden a las ecuaciones perturbadas de las teorfas ¢*, sine-Gordon y
otras.

Concretamente, en [9] y [10] se estudid la reaccién del Kink-solitén a la accién
de campos débiles externos constantes. Todas las soluciones de tipo ondas viajeras
de la ecuacién
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se investigaron en el trabajo [8]. Alli también se encontraron soluciones exactas que
describen solitones. Esta no es mas que la ecuacién de la teoria * forzada por un
campo externo h y una fuerza disipativa.

Resumiendo los resultados mas importantes de los trabajos aqui citados, pode-
mos decir lo siguiente:

i) Cuando h = R' = 0 la Ec. (2) tiene soluciones en forma de solitones y
antisolitones libres que se pueden mover a cualquier velocidad constante v

«a ax—vl— X
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donde tanh representa la tangente hiperbélica y X es una constante arbitraria que
determina la posicién inicial del solitén. El signo “+” corresponde al soliton y el
“—" al antisolitén.

i) Si la fuerza externa h es encendida (supongamos para mayor definicion h >
0), el solitén sera acelerado hacia la derecha (en direccion positiva del ¢je ), mientras
que el antisolitén recibird una aceleracién jen sentido contrario! Para campos h muy
débiles el comportamiento es newtoniano (es decir, la aceleracién es propocional a
la fuerza externa) [2,9,10].

Por otro lado, la fuerza R' 9o/t tiende a frenar al solitén. Si la fuerza externa
y la disipacién actiian al mismo tiempo, existe una solucion que describe un solitén
moviéndose con velocidad constante \inica, la cual esta determinada por una relacion
entre los parametros ', h, @, B y v [3,8]. Esto se debe a la compensacién de estas
fuerzas de forma analoga a la ley de Stokes para una particula que se mueve en un
medio viscoso forzado por una fuerza constante. El objetivo de la presente comuni-
cacién es estudiar la interaccién solitén-antisolitén y analizar el comportamiento de
la estructura interna del solitén al sufrir perturbaciones.

2. Fuerza de interaccién solitén-antisolitén

Para el analisis de la fuerza de interaccién utilizaremos una solucién de la ecuacion

Py 18
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que corresponde a un estado ligado estacionario de un solitén y un antisolitén

= 2v2p(p — 3y%) by
(p—y?)e* +pek+2y/2p 7

(3)
donde

p:—%, k= /B(p—3y?)(z — o).
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La magnitud y es una de las tres raices (y1,y2,¥3; 93 < y1 < y2) de la ecuacién
ciibica ap + B = h con dependencia en el signo de h. Si h > 0, y = yo. Si
h <0,y = y3. En lo que sigue, para mayor definicién, supondremos h > 0. Ademads
debe cumplirse h% < E—.,‘,‘Q’ﬂ-, que es la condicién para que la Ec. (4) tenga soluciones
localizadas [8]. ;

La funcién (5) tiene la siguiente propiedad si h > 0

Pz, T — +00.

Es decir, tiende al mismo valor en +00 y —oo y posee un minimo, que es

Pmin = 2(P - y%) —Y2.

Un estudio detallado de la funcién (5) nos permite ver que es semejante a un
estado ligado de un solitén y un antisolitén que se encuentran a cierta distancia uno
del otro [3,8].

Comiinmente se define el punto de inflexién de la funcién ¢(z), Ec. (3), como
el centro de masa del solitén, por lo que la distancia entre el solitén y el antisolitén
estard dada por la separacién geométrica entre los dos puntos de inflexién de la
funcién (5).

La relacién exacta entre la distancia R y h es muy complicada

2y/2p(p — 3y2) ——
(p—y3)eM + pe=M 4 245\ /2p '

(6)
donde

In (243 +1)

M = ﬁ(p—Sy%)(—?—xc); T = —m—t
= 2y/—a—3py3

Con el aumento de h disminuye la distancia entre el solitén y el antisolitén y se hace

mas evidente su deformacién [3,8]. La causa de la deformacién es la interaccién entre

ellos, la cual tiene un caracter de atraccién.

La existencia fisica del estado ligado (5) se explica de la siguiente forma: ademas
de la fuerza de atraccion entre ellos, esta presente la fuerza externa h que actiia sobre
el solitén hacia la derecha y sobre el antisolitén en sentido contrario. La distancia
R en la Ec. (6) es la critica para que se equilibren la fuerza de atraccién de los
solitones y la fuerza externa que los separa. Cualquier otro estado inicial de la
ecuacion (4) de un solitén y un antisolitén no sera estacionario. Si se encuentran a
una distancia menor que la critica tenderan a acercarse; si se encuentran a mayor
distancia, prevalecera la fuerza externa que los alejara. El sentido comiin nos dice
que este estado de equilibrio es inestable y, efectivamente, ha sido establecida la
inestabilidad de la solucién (4) [3,8]. Sin embargo, su existencia nos permite calcular
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la dependencia de la fuerza de atraccién (que en el equilibrio coincide con k) con
respecto a la distancia que separa a los solitones. En la Ec. (6) se presenta esta
dependencia, aunque de forma no explicita.

La fuerza de interaccion es finita en todo momento. Es interesante destacar que
en esta teoria existe una fuerza maxima

2 —a
lhméxl = 50’ ﬁ (7)

Fuerzas mayores que éstas no permiten la existencia de solitones.
Por otro lado, un estudio de la expresion (6) nos permite conocer que la fuerza
de atraccién h{R) decrece exponencialmente con la distancia

h(R) ~ ay /’T;’e-\/z_ﬂﬂ; R i (8)

3. Dindmica interna

Utilizaremos ahora la Ec. (5) para investigar la estructura interna del solitén. De-
finamos primeramente el tamario del solitén para poder hablar de su interior. La
funcion (3), que describe al soliton libre, tiende exponencialmente en +0o y en —oc a
los valores del vacio (4+/—a/3) en los cuales la energia es cero. Vamos a considerar
el caso estatico (v = 0). Mientras mayor es el coeficiente de = en el exponente
(V2a) mas rapidamente se alcanzan los valores del vacio. Por eso usualmente se
define como radio del soliton el valor

Ry = —. (9)
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El solitén y el antisolitén que estan involucrados en el estado ligado (5) sufren una
deformacién debido a las fuerzas que actian sobre ellos en sentidos contrarios.

El coeficiente de la z en el exponente de (5) es y/B(p — 3y3). Debido a ello, el
nuevo radio de los solitones deformados sera

1
Rs def = —p———u (10)
VB = 393)
Para una fuerza h pequena (h < ay/—a/) tenemos
1 3 h
Roger~—=|14+- 11
s del \/2_()‘ 4 & ( )
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Este quiere decir que la deformacién respecto al estado inicial de un solitén no

perturbado (3) es
—8 h
Voo (12)

iLa férmula (12) es semejante a la ley de Hooke! La deformacién es proporcio-
nal a la fuerza externa. Podemos deducir de este resultado que dindmicamente la
estructura interna del solitén se comporta como un resorte.

Siguiendo a Makhankov, vamos a analizar la dindmica interna del solitén con
un método aproximado utilizado- por él para estudiar la estabilidad del solitén.
Buscamos la solucién de la forma

g ,/%’tanh(a(z)z). (13)

Sustituyendo (13) en la funcional

_ 21 repN* 17850\ g o\ ?
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y variando respecto a B obtendremos

AR =

-

1d’B 3 -

Para el solitén no perturbado B = By = Va/2. Pequefas excitaciones de este
estado provocan oscilaciones alrededor del valor By = Va/2.8ea B = \/a/2+ AB;
AB < /a/2. Tendremos

1 &*(AB) 3 B
Z gz t3aAB)=0 (16)

Esta ecuacion conduce a oscilaciones del radio del solitén alrededor de Ry =1/v/2a
como respuesta a pequenas perturbaciones.

4. Conclusiones

En el presente trabajo se obtuvo la relacién exacta entre la fuerza de interaccién de
un solitén con un antisolitén en la teoria 1 [Ec. (6)] con dependencia en la distan-
cia entre ellos. Esta fuerza es finita en todo momento y decrece exponencialmente
con la distancia segin la ley (8). Es necesario recalcar que la expresién (6) tiene
sentido como fuerza de interaccién solamente para R > 2R, debido a que cuando
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la distancia entre los centros de masa de los solitones es mayor que el diametro de
éstos hay que considerar la fuerza eldstica adicional repulsiva.

Se calcula el radio de un solitén deformado por un par de fuerzas actuantes en
sentidos contrarios. Para fuerzas pequeiias, la deformacion del radio del solitén es
proporcional a la fuerza externa. La estructura interna del soliton se comporta como
un resorte respondiendo con oscilaciones ante perturbaciones externas.

Otras investigaciones perturbativas y numéricas (2,10,11] confirman la existencia
de este grado de libertad interno del solitén.

La ecuacién exacta (10) nos permite conocer la deformacion del radio del solitén
para campos externos muy intensos. Se puede considerar que esta estructura tipo
resorte es la que mantiene unidos a los quarks que forman al solitén. Esta capa-
cidad de su estructura interna (de deformarse y oscilar) explica toda una serie de
fenémenos de resonancia que tienen lugar durante colisiones de solitones estudiados
numéricamente en [12].
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Abstract. The soliton-antisoliton interaction potential is obtained ("
theory). It is proved that the internal structure of the soliton behaves
as a string.





