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Resumen. Las ecuaciones e identidades que gobiernan la inmersión de
R.j en Es se transcriben al formalismo de Newman-Penrose; se realizan
aplicaciones al espacio vacío, métrica de Godel y espacio de Einstein.

PACS: 04.20.Jb; 04.90.+.; 02.40.+m

Introducción

En Coenner [1] y Kramer-Stephani-Mac Callum-Ilerlt [2], existen resúmenes muy
completos sobre los principales resultados acerca de 4-espacios riemannianos de
clase uno (aquellos que pueden sumergirse en un espacio de 5 dimensiones). A dichos
resultados hay que agregar los obtenidos por Fuentes [3) y Fuentes-López [4,5]. Sin
embargo, aún sobreviven algunos problemas abiertos sobre este importante tema
de relatividad .general, y en nuestra opinión el formalismo de Newman-Penrose
(NP) [6,7)ofrece muchas esperanzas de éxito al respecto. La transcripción al enfoque
de ~P, de las ecuaciones e identidades tensoriales básicas que gobiernan la inmersión
local e isométrica de R4 en Es, conduce a un conjunto completo de muchas ecua-
ciones, aún así manejables, con el cual podemos estudiar minuciosamente cualquier
espacio-tiempo de clase uno.

1. Ecuaciones de Gauss y Codazzi

En todo nuestro trabajo emplraremos la notación, conceptos y cantidades de las
Refs. [3,7,8,9,10,11].

Decimos que un espacio-tiempo es sumergible local e isornétricamente en un
espacio pseudoeuclidiano Es si y sólo si existe el tensor segunda forma fundamental
bij = bjt cumpliendo las ecuaciones de Gauss y Codazzi (EGC) (2)

(l.a)
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(Lb)

donde e = ::1:1 es el indicador de la normal al espacio riemanniano R4• Todos los
Índices corren desde 1 hasta 4. El tensor de Riemann satisface las identidades de
Bianchi, lo que hace que en determinadas circunstancias (Lb) sea consecuencia de
(La); en efecto, tenemos el t.t.-'Orernade Thomas (12]

"Si det(b',) '" -W i' Oentonces (La) implica (Lb)"

donde hemos utilizado el invariante de Lanczos [13]

1, • R.ijkcR
\2 =. ijkc,

(2.a)

(2.b)

que se calcula a partir del tensor de curvatura y su doble dual. Así, desde el inicio
podemos saber si (2.a) es aplicahle, es decir, si el problema de la inmersión es
algebraico ylo diferencial.

A partir de (La) puede deducirse la importante identidad de Goenner (14] y
González-I'iña [81

(3.a)
e b"C'l' = - 'ur3

Por lo tanto,

2 _ eC'''I' _ e (R l' + 1{'C")G",n) > Op - 3 ;lur - -6 2,1 \2 unn) J -,
(:l.b )

lo cual muestra que el valor de p se puede obtrner de las propi('dades intrÍns('ca..<;de
R4. Si P of O entonces (:1.0) permite despejar bij ('n t<~rminosde la gromctria interna
del espacio-ti('mpo; así, d('cimo:; que H4 tiene rigidez intTÍns('ca. FUCTllt's-Lópf'z [4]
(véase también [1.5])probaron el trorerna

"Si p of OYel bij calculado con (:l,a) sat.isface (1.a,b) entonces hij = AUj}-
~(Al! + 2lJ)9i), A, B = et",." (3.c)

Si sustituirnos (:J.c) en (l.h) obtenemos

(:l.d)

de donde el tensor conformal de \Vcyl cumple

(3.<.)
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es decir,

"En un R4 inmerso en Es e intrínsecamente rígido el tensor con formal
cumple las identidades de Bianchi" (3.!)

A todo espacio con la propiedad (3.e) se le llama tipo Cj dichos espacios han
sido estudiados por Szekcrcs (16) y Kozameh-Newman-Tod [17].

Así, tenemos que un espacio-tiempo de clase uno, con rigidez intrínseca es tipo Cj
lo inverso en general no es válido: cualquier R4 vacío cumple (3.e) y no es sumergible
en Es, esto {¡ltimo es debido al teorema de Kasner [18].

La ecuación de Gauss genera una identidad válida para todo Rt de clase uno,
la cual impone restricciones sobre el correspondiente tensor de curvatura, a saber

'R,m 11 KIgl }mpo. = 127]g!po.,

de donde es clara la anulación de un invariante de Lanczos (1938)

J" - 'C - 'CijhC .. - °\1 - 2 = I}h - .

Tampoco es difícil probar que

'c - 'Cijkrc C.. o.b - °3 - .hab I} -.

'(4.a)

(4.b)

(4.c)

Al proyectar (4.a) sobre la tétrada nula resultan
constituyen el sistema [7].
Identidades de Collinson [I9J

14 ecuacIOnes tipo NP que

,po<l>" - 2,p,<I>I' + (,p, - ;j;,)<I>o, + 2;j;J<I>0, - ;j;.<I>00 = O,

-,pO,pJ +,pl (,p, + ~) + <1>00<1>12- 2<1>01<1>11+ <1>0,1>0' = O,

,pl,p. - ,pJ (,p, + ~) - \601 <1>22-1>0,<1>12 + 2<1>111>12 = O,

-,p0\612 + 2,p1<l>1l + ;j;¡<I>o, - (,p, + 2;j;,) <1>0' + ;j;J<I>oo = O,

--;j;¡<I>22 + (,p, + 2;j;,) 1>12 - 21p,<I>1l - ;j;J\6o, + ,p.<1>0, = O,

,po\6o, - ;j;o<l>o, - 2,p¡\601 + 2;j;, <1>01+ (,p, - ;j;,) <1>00= O,

(;¡;, - .p,) <P" + 2.pJ<P12 - 2;¡;J1>12 - .p. <Po, + ;¡;.4>o, = O,

( R), ,.po -,p, + 12 +,p, + <1>00<1>0'- <POI = O,

(5.a)

(5.b)

(5.c)

(5.d)

(5.e)

(5.!)

(5.g)

(5.h)
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( R), - -,t/J. -t/J, + 12 + t/J, + </>02</>22- </>" = O,

-(t/JI + </>Ol)(t/J,+ ~o¡)

+(ib"1 + ~Ol)(;¡;' + </>1')+ (t/J,+ ;¡;, + 2</>11+ ~) (t/J, - ;¡;,) = O,

(t/JI - </>o¡)(-t/J, + ~I') - (;¡;I - ~Ol)(-;¡;' + </>1')

( - R)-+ t/J, + t/J, - 2</>11+ 12 (t/J, - t/J,) = O,

-t/Jot/J. - 2;¡;1;¡;' +;¡;; - 2t/J,;¡;, + ~ Rt/J, + (t/J, + ;¡;, + 2</>11+ ~)

(5.i)

(5.j)

(5.k)

(5./)( _ R) _ _ R'
t/J, + t/J, - 2</>11+ 12 + </>00</>22+ 2</>01</>1'+ </>02</>0'- 144 = O,

-2t/J1t/J, - 2;¡;1;¡;' + (t/J, - ;¡;,)' + (t/J, +;¡;, + 2</>11+ ~)

(t/J, +;¡;, - 2</>11+ ~) + 2</>01~I' + 2~01</>I' = - ~:' (5.m)

( R)' - - [{,-t/Jot/J. + 2t/J1t/J, - t/J, -12 + </>00</>22- 2</>01</>1'+ </>02</>02= 24' (5.n)

Las expresiones (5.a-5./) coinciden con (2.19-2.30) de (191 aunque su relación
(2.23) tiene un error de imprenta; este autor no ohticne (5.m,n) {cuya suma da (5.1)]
las cuales son de gran utilidad.

Por otro lado, los invariantes (4.b,c) cumplcn la relación [7]

C, + i 'c, = 16(3t/J¡ + t/Jo'i'<- 4t/J¡1i'J),

C, + i 'c, = 96( -t/Jg + 2t/JI'J'"i'J + '¡'ot/J,t/J. - t/Jot/Ji - t/Jlt/J.), (6)

donde

C C Ccrjkc"'
3 = abcr jk

y definiendo el tensor Eab simétrico con traza nllla, en función de la scgunda forma
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fundamental, podemos escribir [7]

donde

A 1 ¡;; a <.l £00 = 2" .Iaen n l
A 'E a '.HOl = 2" aen m,

A _ I E ,a '.Hl2 - 2" ae<- m !

A 'E a,H02 = 2" acm m ,
(7.a)

b = tr(ba,); (7.b)

además, se ha utilizado la tétrada (ma,m'\la,na) de NP (7). Ahora, substituÍmos
(7.b) en (1.a) y después proyectamos sobre la tétrada nula para obtener doce rela-
ciones tipo NP que conducen al sistema:

Ecuaciones de Gauss

,po= 4e(0020oo - O'oI!,

,pI+ ~Ol = e[4(0020Ol- 0010,,) - ~bOod,

,pI - ~Ol = e[4(0,,000 - 0010,,) + ~bOod,

- R - 2 12,p, +,p, + 2~"+ 12 = e[4(00,Oo, - O ,,) - bO" - ¡¡¡b J,

- R [ 2 I ,,p, + ,p, - 2~"+ 12 = e 4(0,,000 - O ,,) + bO" - ¡¡¡b ],

R [ ,- I ']-,p, + 12 = e 4(0 " - 0010,,) - f6b ,

- - - 1--,p3 - ~" = e[4(O"0,, - 00,0,,) + ,bO,,],

-,p3 +~"= e[4(O"0,, - 0010,,) - ~I,O"J,
- -,,p, = 4«00,0" - O ,,),

-~oo = e[4(O,,000 - 00100.) + ~bOoo],

-~o, = e[4(O,,00l - 0020,,) + ~b002],

~,,=<[4(0"0,, - 0,,0,,) - ~bO,,].

(8.a)

(8.b)

(8.e)

(8.d)

(8.e)

(8.J)

(8.g)

(8.h)

(8.i)

(8.j)

(8.k)

(8./)

b

Un proceso similar puede aplicarse a (l.b) para deducir las siguientes once rela-
Ciones:
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EculJcionrs de. COdflZZi

- 1 -Dn" - hnol + -Db = -¡¡noo + (, - 2n)nOI + if!lol + a!lo,
8

(9.a)

Dn" - unoo - !m = -2(¡ + "j)noo + (21' + ,)!l01 + (2r + if)l101
8

1 - -
un" - Dn" - -Llb = vnol + v!lOI - (1' + h)n12 - (r + 2if)!l"

8

+ 2« + <)!l",

- I - -
Ll!lll - 8!l" + 8Llb = vnol + v!lol - "no, - 2¡¡nll + (2{3- T)!l"

- rl1" + pn",
- I --

8nll - 8n02 + 88b = (JI - 2¡¡)nol + "nol + 2({3- n )no,

+ (2p - p)n" - "11,,,
1 -

8!l" - Dn" - 88b = I'nol + "nol - ,no, - 2ifn" + (2< - p)!l12

I -
8f1" - Ll!lol - 88b = -vnoo + (1' - 27)nol + ,,!l01 + T!lo, + 2rll"

- p!l" - "o",

(9b)

(9.e)

(9.<1)

(9.e)

(9.!)

(9.g)

D!lo, - 81101= -:l!loo + 2(if -{3)nol + (1' + 2, - 2<)n02 + 2,,!111

(9./')

u!lo, - 8!l" = 2vnol + (27 - 2"j-I,)!lo2 - 2:1!l" + 2(" - r)!l"

+ (TOn,

b!l" - t>!l12 = -,,!lo, - 2¡;!l" + 2(1' + "nn12 -+ 2.\!l12

(9.i)

+ (r - 20"- 2{3)n",

81100- Dnol = (27)+ 2{3- if)noo - 2(1' + ()nol - 2,,l101 + ¡¡!lo,

(9.j)

(9.k)
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_ Las X, 7r, [J" •• son los 12 coeficientes de espín [7Jy los operadores diferenciales 6,
!J, ~, D que aparecen en (9). están definidos corno [, = ma"V a, b =" maVa, ~ :;;;;fa"Val
D = naVa, donde "Va :;;;;;<1:;;;;ffia6 + mab - na,ó, - faDo De la ecuación (La) de
GausoSes fá('il probar qlH'

Jrl pbqr. - Jl9 Cbqp = O,

.Ci]1rb., -O].; - ,

que al proyectar sobre la tétrada oc ~r originan las siguientes relaciones

-<Inflo, + ;¡;"flo, + 2""flll - 2"lIfll' - ,,0,01, + "o,fln = 0,

""flo, - "o,no, + 2"o,flll - 2"lIflo, + ;¡;o,flo, - "oofll, = 0,

;¡;o,flo, - "°,00, + 2<pI'Oo, - 2;¡;0,fl" + <Poofl" - "nfloo = 0,

;¡;.floo - 2;¡;3flO' + (;¡;, - 'h)flo, + 2.p,fll, - .pofln = 0,

tP.flo, - ;¡;,Oo, - 21'3fl12 + 2;¡;30" + (.p, - ;¡;,)fln = 0,

(;¡;, - .p,)fl"o - 2;¡;,flo, + ;¡;oflo, - .poOo, = 0,

-;¡;,Oo, + .p311o,+ 2;¡;31111- (;¡;, + 2.p,))fl" + tP,fln = 0,

;¡;3flOO- (.p, + 2;¡;,)flo, + ;¡;,flo, + 2tPlflll - .poO" = 0,

-tP3flO' - ;¡;300' + 2(1', - ;¡;,)flll + ;¡;,fl12 - .p101' = °

(10.0 )

(10.b)

(11.0)

(ILb)

(l1.e)

( l1.d)

(l1.e)

(i1.f)

(11.9 )

(l1.h)

(lb)

Las Ecs. (l1.a,b,c) c'l',ivaie'n a (10.0) y (ll.d-l1.i) contienen la tnisma infor-
mación que (lO.b).

2. Identidad de Goenner.González.Piña

Ahora nos ocuparemos de la transcripción al formalismo NP de la identidad (3.a),
que es válida para todo espacio-tiempo de clase uno [7J. Así pues, al igual que
(3.b,d,c; 1.b,c), la proyectaremos sobre la tétrada nula. Es ,ítil recordar que K2 es
importante, pues con él decidirnos si (Lb) es consecuencia de (La) en una situación
dada; a.l respecto (2.a) es mllY claro. Dc (2.b) resulta que

(12.0)

y la tétrada nula genera las expresioncs
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( 12.b)

Con (12.a,b) es simple determinar K2 ITwdiantc el formalismo de NP. Similarmente,
(-1.c; 6) implican

El escalar p es básico, pu('~ su valor nos dice cuándo Ht¡ PO~f'C rigidez intrínseca;
con (3.b) obtenemos

tal que

, = _= (11 ¡;;'¡ ¡;;mn Ji/" 11' _ ~E Ene)
p 6 I¡nn} + 2.1 • + 16 2 ac ,

( 12.d)

1 (- 11) ,--,+ 2 ,p, +,p, - 24>" + 12 (4)004>22 - "itl + '¡',,(<Po,<P2' - <1>12)

+ ¡i;o,(<Po, 4>,, - <P12<PO')+ (,¡" - ¡i;12)(<Po, 4>" - 4>004>12)
_ - 1 - - -

- (,p, + <Po¡)(<p",4>12 - 4>,,<P,.,) + 2(,p, - '¡,,)(4),, ,4>12 - <P12<PO¡)

(12.e)

donde cc. denota el complejo conjugado de lodos los t(:rminos anteriores. Dc manera
análoga, (:l.a; 7.a) nos conducen a las re1aciorH's

p!1"" = ~ [,¡,,,¡i;02 + 1f"<P,,, - 2(,p,¡i;", + 1f,4>", - 24>",¡i;"tl

+ (,¡" + 1f, - -1<1>" + 4) 4>",,] ,

1 [ (- /1) --I'n", = 2 -2,p,4>" + -2,p, + ,¡" +:¡ 4>", + (2<p", + ,¡,tl4>o,

(13.n)
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+ (;¡;3 - 2<p12)<P00+ ,pO~I2] , (13.b)

1[( - /1)-pfl02 = :2 ,p2 +,p2 + 4<pII + 3" <P02+ ,p,<poo + ,p0<P22

- 2,p, <P12- 2(;¡;3 + 2<p'2 )<POI] , (13.e)

pfl12 = ~ [(,pI - 2<p0¡)<pn + (-2,p2 +;¡;2 +~) <P12

+ (2~12 + ,p3)<P02 - 2;¡;3<PII + ;¡;'~OI] , (13.d)

pflll = ~ [<P02~02 - <POO<P02+ ~"~12 + ;¡;,<p12 + ,p3<P0I

+ ;¡;3~0I - (2,p2 + 2;¡;2 - ~) <PII] , (13.e)

(13./)

que en unión de b = tr(b)), contienen la misma inrormación que la identidad de
Goenner-González. Piña.

Cuando se cumple (3.c), (3.d,e) son válidas, éL<;í resulta el conjunto de relacioIK'S

. - 1 -
D<PII - 8<p0I + -DII = -Moa + (, - 20)<P01 + ,<POI + ¡¡<P0224

1D<p1I - t><poo - 24 DIl = -2h + 1')<P00 + (27' + ")<POI

+ (2T + jf)~o, - ¡¡<P12- K~I2'

1 -
t><PII - D<pn - 24 t>/I = ,,<POI+ v<po, - (7' + 2')<P12

- (T + 21f)~12 + 2( + ')<Pn,

- 1 -
t><P'1 - 8<p12+ 24 t>R = V<POI + v<POI - .\<P02 - 27i<p'1

(14.a)

(14.b)

(14.e)
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+ (2P - 7')">,, - r;l12 + P<Pz2, (14.d)

- 1 - - .
0">11 - 0">02+ 240R = (/, - 21')">01 + .\">01+ 2({3 - a)">02

+ (2p - p)">,, - ,,;l12' (14.c)

1 -
0">11 - D">12 - -Mi = 1'''>01+ .\">01 - "">02 - 2Jf11124

+ (2i' - P)">12 - ";l,, + '1>22,

1 -
0">11 - to.1>OI- 24 Mi = -17100 + (" - 2,)101 + .\101 + 1'$02

+ 2r911 - P1>12 - ,,;l12'

D">02 - 0901 = -:1100 + 2(ii' - (3)1>01+ (p + 2c - 2Z)102

+ 2"911 - 2,,,>,,,

to.102 - 0">12 = 217901 + (2, - 2'1- /')">02 - 2:1$11

+ 2(" - r)">12 + "922,

0122 - to.">12 = -"102 - 217911 + 2(1' + '1)912 + 2.\912

+ (r - 2" - 2(3)922,

(119)

(14. h)

(14. i)

(11j)

0900 - D,,>ol = (2" + (3 - ii')900 - 2(p + ')901 - 2,,;l01 + "'902

(IU)

equivalente a (3.d). La proyección de (3.e) sobre la tétrada nula implica

Dt/J2 - 6,h = -.\t/Jo + 2(7r - a)~'1 + 3p~'2 - 2'~'3, (l5.a)

Dt/J3 - 6t/J2 = -'~', + 2(p - C)t/J3 + 37r~'2 - 2.\~'1, (1.5.b)

to.t/JI - Ot/J2 = vt/Jo + 2(, -I,)t/J, - 3rt/J2 + 2"~'3, (15.c)

to.t/J2 - Ot/J3 = "t/J, + 2({3 - r )t/J3 - 3"t/J2 + 2Vt/JI, (15.d)

6t/Jo - Dt/JI = (4a - 7r)~'0 - 2(2p + c)t/J¡ + 3'~'2, (1.5.c)

to.t/Jo - Ot/JI = (4, -I')~'O.- 2(2r + (3)t/J1 + 3"t/J2, (15.!)

f,t/J3 - Dt/J, = (4c - p)~', - 2(2" + a)t/J3 + 3.\t/J2, (15.9)

to.t/J3 - ot/J, = (4{3 - r)~', - 2(2" + ,)t/J3 + 3Vt/J2. (15.h)
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Estas relaciones tamoiéll pueden deducirse de (14) y de las identidades de Bian.
chi [7]' en esta forma resultan expresiones adicionales,

- 1
c.900 - 6901 + 12DR = (2, + 2'1 - ¡¡)4>o0- 2(0 + 1')901

- 2T901 + 2P911 + if902,

- - 1- --
D';'I' - 6902 + 126R = (-2" + 2)1+ if)902 + 2(1' - <)';'1'

- 1 -
c.901 - 6902 + 126/1 = (-20 + 2)1- 1')902 + 2P91' - 2T911

+ 2(, - ¡¡)901 + ]7900,

- 1 _
/)9" - 691' + 12M! = (1' - 2, - 2')9" + h91' + 2()1+ if)912

(16.a)

( 16.b)

( 15.c)

( 15.d)

Hasta aquí, hemos hallado la forma que tendrán las ccuaciones que gobieruan la
inmersión de un !l1 en un Es, en el formalismo :-.ir.Su aplicación, para tina métrica
en particular, sólo requirrc cscoger \lna tétrada nula adecuada.

3. Aplicaciones

En esta sección analizaremos tres importantes resultados pa.ra ilustrar el uso del
formalismo desarrollado en las seccioncs precedentes, con lo cual enfatizamos su
fuerza e importancia en la resolución de diversos problemas de relatividad genera.!.

Szekeres [20J, IIlcdiante un análisis de la ecuación característica de bac, YFuentes-
Lópcz [5]' mediante ulla densidad escalar de Syngf', probaron el conocido trorema
de Kasner [l:ll:

"El espacio-tiempo vacío 110 es sumergihle en Es" ( 17)

Debido a la. importancia de (17) creernos que no está de más ap.ortar otra demos-
tración de dicho resultado. Nuestra prueba se apoyará en la herramienta de NP,
Demoslmción, Aceptemos que Ilab = O, entonces (3.a; 5) implican

9o! = 0,

Ji= f{, =0,

,p'1 = ,po,p"

<1>', = ~'0,p4 = ,p1,p3, (18.a)
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que al sustituir en (6) conducen a.

r = 2,3; ( 18.b)

esto significa que 14 es tipo ilioN [9], el tipo O se del'carta para evitar el caso
trivial de espacio plano. Considercmos entonces dos posibilidades:
a) Tipo llI. Elcgimos la tétrada canónica, [7)

.p. = O,

entonc(;s de (11) obtenernos

a l' 3, ( l8.c)

nOO = n01 ::= O, n02::= 2fhl,

quc al cólocar en (S.e) implica nll = lb, lo cual contradicc (S.h) PUf'StP3 =J- O.
b) Tipo N. En esta situación la tétrada canónica permitc f'scrihir

y por (8.d,e,9; 11)

tPa = O, a l' 4, 1/.'4 = 1, (18.d)

noo = nOI = O,

JI =:1:1 , (18.e)

así obtenernos dos opciones:

i) b = O. Oc (8.1; 18.e) rcsultan no, = nll = nI' = O cn contradicción con (8.i).
ii) IT" = /In". Oc (8.1; 18.e) obtenemos ni, = !fn" que es incompatible con

(8.i). (q.e.d)
Así que, por ejemplo, las métricas de Schwarzschild, Ta1lb y I\crr, todas ellas

con la propiedad Rab = O[2), no son de clase uno.
El espacio-tiempo con elemento de línea

(19.a)

fue propuesto por GOdel [21] como un modelo para un universo en rotación. Las
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correspondientes cantidades de NP quedan

(19.b)
1

(= i = 4'

a", 2,
1

P=I'=Z'

tPa = o,R= 1,

(m') = (I,-c-",O, ~), (£') = ~(1,0,-1,0), (n') = ~(I,O, 1,0),
v2 v2 v2

1
1/;2 = -6'

Los restantes rPab y coeficientes de espín se anulan. Así, probaremos el siguiente
leorema 120J

"La nj(~trica de Güdcl (1g.a) no es sumergible en Es" ( 19.c)

Demostración. Con (1 '2, 19.1,)obtenernos que

4
C, = 3' [{, = o, R Ei'E" 7

¡abe = - 16' .(19.d)

es decir, p =J O, entonces (19.a) debe satisfacer (15); sin embargo, es fácil ver que
(19.b) contradice (15.a) porque p '" O. (q.e.d).

Esta solución cosmológica de las ecuaciones de Einstein admite inmersión en
£7 [22), pero allll se desconoce si puede sumergirse en E6.

Por otro lado tenemos que
Definición: R" es un espacio de Einstein cuando los tensores métrico y de Ricci son
proporcionales entre sí

R = ele. (20.a)

Aquí aceptaremos que R 1: O para evitar el caso de espacio vacío. Szckeres [20]
obtuvo que

"El modelo de De Sitter es el línico R,¡ de Einstein de cla.se UBO", (20.b)

lo que significa que bajo (20.a) el ('spacio-tiempo es sumergible en Es si y sólo si es
de curvatura constante.
Demostración. Al sustituir (20.a) en (13) resulta

P~l,:lb = O, (20.c)

supongamos p = OY tratemos de llegar a una contradicción, entonces (12.a,d; 20.a)
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implican

3 2K2 = --R of O,
2

(20.d)

y como C2 ::J. O concluÍmos que R.i no es tipo O, 111ni N, por lo tanto, sólo consi-
deraremos los tipos Petrov D, 11,I.

i) Tipo D. Si elegimos la tétrada canónica [7]' entonces

o/a = O, a ::J. 2, ,p2 of O, (21.a)

así (12.b,c; 20.d) implican tP2 = !fR, JI = :i:l, que al sustituir en (5.n) nos da
K2 = - ~'(21/ - 1)2 en acuerdo con (20.d), si 11 = -1, sin embargo, ,p2 = -R/6
contradice a las ecuaciones de NP y a las identidaocs de Bianchi [7].

ii) Tipo JI. La tétrada canónica permite escribir

o/a = O, a of 2,4, ,p2 of O, (21.b)

y nuevamente (12.b,cj 20.d) conducen a 0/2= -Rf6 lo cual es compatible con (5.n;
20.d) pero genera la misma contradicción que en el tipo D.

iii) Tipo 1. Al emplear la tétrada canónica resulta

,p¡ = ,p3 = O, (21.c)

por lo tanto, de (5.h,i,l) obtenemos tP2 = -Pi y 0/00/4 = ~:, así (12.b,c) implican que
C2 = ~R2 y C3 = t R3 [recordar (4.b.c)], entonces la clasificación de Petrov dice que
I4 es tipo 11o D, Ovando [9]' contradiciendo la hipótesis inicial.

En consecuencia p debe ser distinto de cero, cntonces de (20.c) obtenemos que
f2ab = O, es decir

(21.d)

que al sustituir en la ecuación de Gauss (l.a) implica el universo de De Sitter (q.e.d.).

4. Conclusiones

El uso sistemático del formalismo de NI' es, como puede apreciarse, una invaluable
herramienta para la resolución de diversos problema.'! plantf'aoos f'n relatividad gc.
neral. Existen problemas en donde aventaja sensihlemente al formalismo tensorial
(por ejemplo, el teorema de Collinson (19]).

El caso de espacio tipo IIJ puede estudiarse con NP para intentar resolver las
preguntas ¿Existe R4 tipo 111de clase uno? ¿Existe R4 de Einstein tipo 111y clase
dos?
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Abstraet. The equations determining the embedding of a Riemann-
ian-space R4 into a.pseudoeuclidean-space Es are translated into The
Newman-Penrose formalismo The applications for va<;uum space, Godel
metric and Einstein space are investigated.




