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Resumen. Se da un método para el cálculo de 1(1exponencial CXp{A.T},
.donde A es un OpeT(I<iorlim'(I\ que satisface una relación del tipo An = 1,
n es una potencia enl('fa e Iel operador identidad en el espacio donde
está definido A. El método se generaliza a opl'T(ldores que satisfacen
An+1 = A. Lo anterior se aplica para ohtener explícitamente ..•.arios tipos
de transformaciones de Lorf'ntz qne generalizan la lIoción de "'boost".

PACS: 02.90.+1'

1. Introducccion

Sea E un espacio lineal real, A un operador lineal A.:E -+ E Y T un parámetro real.
se define la función exponencial

00 A"
M(T) = exp{AT} = ¿ ,T".

n.n=O

Esta función es solución de la eCllación diferencial ordinaria

dM
-=A.M
dT

(11 )

( 1.2)

(el punto denota multiplicación de opC'radores). como se puede comprobar Jif(~cta.
mente. Obsérvese que exp{ AT} conmuta con A, de lo cual se dedllce, en particular,
que la función definida en (1.1) tiene la propiedad aditi\'a común y corriente de la
exponencial

exp{A(T+<5)} =exp{AT)exp{A<5}, ( l.:l )

lo que a su vez implica que exp{AT} es invertible, para cualquier A.
El cálculo de la exponencial de un operador lineal es de importancia fundamental

en la teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias de coeficientes constantes [1].
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Considi'rese la ecuación diferencial

dy
dr + A . Y = f( r), (1.4)

en el espacio lineal E, donde A es un operador lineal. Multiplicando ambos miembros
de esta ecuación por exp{AT} se encuentra. que

dy
expIAr} dr + A. exp{Ar}. y = exp{Ar}. f(r);

o bien

d
dr[exp{Ar}. y) = exp{Ar). f(r)

y así,

y(r) = cxp{-Ar}. J exp{Ar}. f(r)dr. (1.5 )

Para el cálculo de la exponcncial de un operador lineal, se lisa generalmente una
representación matricial del mismo ell una hase de auto\'cctores; escogiendo así la
base, la matriz del operador A es diagonal y la exponencial también. Si •

entonces

(

01

A= O
O O
02 O

...)
,

(

eXP{Olr)
exp{Ar) = ~

O
exp{ 02r}

O
O ...)

, (1.6)

lo cual permite obtener la exponcncial eJl cualquier representación haciendo uso de
las transformaciones usuales de <:'oordcnadas.

En este trabajo consideramos el problema de calcular 1<1exponellcial exp{AT}
p<lra los opcradorcs lincales quc satisf(l('cll 1<1rrlacióll <tlgehraica Xtl = 1; problema
que aparece con frecuencia CH física. El trabajo se divide ('11 dos seccioncs: en la
primera se prcsenta el desarrollo teóricos así como la gencralización de rcsultados
al caso en que A satisface una relación del tipo Xm+1 ::;:: X. En la segunda sección
se presenta un par de ejemplos de aplicación.

La teoría g<'ncral de funciones Ilwromorfas arbitrariils de o¡)('ra<!orcs lineales
puede consultarse en \In trabajo de J. Ple1>anski [2]. Este es UI1 trabajo de enseñanza
orientado exclusivamente a la prescntación de un método sist.emático para la reso-
lución de algunos prohlemas específicos dc la física matemática (para los fllJ1(l~.
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mentos del álgebra matricial y otros conceptos hásicos, véanse las referencias [3] y

[1]).

2. Desarrollo teórico

Consideremos un operador lineal A tal que

La serie que define a la fuoción exp{Ar} se suma ('ntonc~ en la forma

M(T) = "'II+""A+ ... + ""An
-
I,

(2.1 )

(2.2)

. como se deduce a partir de (2.1). ~lultiplicando ambos miembros de la ecuación (2.2)
por A, se obtiene

A. M(T) = "'lA + ""A' + ... + ""l.

Usando las ecuaciones (1.2) Y (2.:1) se demuestra que

"'lA + ""A' + ... + "'nI = ",'1 + ",'A + ... + ",'An-I

Que se cumple si

(2.3)

(2.1 )

",'= "'1; 1jJ/ = ¿"Il-l. (2.5)

La condición adicional IY1(O) = I se satisface también si supOllcmos

"'1(0) = 1; ",,(O) = O; "'; ",,,(O) = o. (2.6)

Las ecuaciones (2.5) y la<¡condiciolles (2.6) plantean un problema con condicio-
nes iniciales qlle, según el teorema de existcllcia y lInicidiHI de la teoría de ecuaciones
diferenciales ordinarias [1]' tiene solución línica.

Observemos que las funciones ¿"i (i = 1. ... ,11) determinadas por (2.5) y (2.6)
son soluciones de la ecuación

~I"I= ~••.•1 0/1, (2.7)

cuyos valores característicos son las raíccs. 71-('sim<ts de la unidad y que además la,>
fUllciones <Pi son linealmente ind{'p(,JldicIIU~s y constituycll por lo tanto \lila ba.se
del espacio lineal de funciones, <1011(11' d operador de derivilción ('S solución de la.
ecuación algebraica Xn = l.
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Para comprobar la última aseveración, obsérvese que

",(j-I) - c.
'+'i - ul)' (2.8)

de donde resulta que el determinante \Vronskiano es distinto de cero, lo que implica
la independencia lineal.

Para concretar presentamos dos ejemplos: n = 2 Yn ::::;;4.
a) Para n = 2 resulta que

</JI(T)= eosh(T); </J,(T) = sinh(T).

En el espacio generado por estas dos funciones, el operador de d('riyación D es
solución de la ecuación X2 ::::;;I de manera que

así

exp{TO} = eosh(T)1 + sinh(T)O; (2.9)

exp{bO}[</J, (T)] = </J,(T + b) = COSh(T+ b) = cosh(T)eosh(h) + scnh(r)scllh(h).

(la primera igualdad se sigue del teorema de Taylor).
Análogamente,

senh(r + h) = cosh(r)scnh(h) + cosh(h)S<'llh(r).

La matriz del operador de derivación ('11 ('st.('('spacio ('s

evidcntclllcnte, 1\2 ::::;;I y la (,xpoJlcllcia I ('S

ex >{Ar} _ (ensh(T)
I - S<'llh(r)

s(,llh(T))
eosh(r) .

b) Pa..;;crnos al caso tI = 4. Las raíc('s ClIarta.s dC' la unidad son ::f:: 1 Y :f::i (i es 1.\
unidad imaginaria). Luego,

(2.10)
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Según las condiciones impuestas a <PI,deberemos de tener

Cl + c2 + C3 + C4 = 1

CI - c2 + iC3 - iC1 = O
(2.11 )

CI + C2 - C3 - C4 = O

CI - C2 - ica + iq = O

cuya única solución es

el = C2 = C3 = C4 = !.
A partir de (2.9,12) Y usando (2.5) determinamos que

161(r) = ~(cosh(r) + cos(r)),
16,(r) = ~(scnh(r) + son(r)),

"'3(r) = ~(co,h(r) - cos(r)),

16 .• (r) = ~(senh(r) - sen(r)).

(2.12)

(2.13)

La exponencial de un opcr¡:¡ciorA que satisface a la ecuación algebraica X4 = 1 es
pues

(2.14)

donde las funciones <Pi (i = 1, ... ,'1) se determinan por la.s igualdades (2.13). Un
caso particular merece nuestra atención: si A2 = -1, entonces

expIAr} = cos(r)1 + ,en(r)A.

Este es el caso del generador de rotétcioTWShidilTlcllsion¡:¡it-s,

cuya exponencial es

(2.15 )

expiAr) = ( cos(r)
-sen(r)

sen(T) )
cos(r) . (2.16)

Las funciones trigonométricas COS(T)y scn(T) constituyen Hila hase del espacio
de funciones donde el operador de derivétción D satisface la ('cuilción algebraica
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,,2 ;;; _1; en este espacio

cxplTO) = C05(T)1+ 5cn(T)0.

Si se aplica el operador exp{TD} a cos(b), se obtiene

c05(8 + T) = cos(8)COS(T) - scn(8)scn(T),

y, análogamente,

scn(8 + T) = scn(8) COS(T) + scn(T) cos(8),

que son las fórmulas de adición de las funciones trigonométricas.
A partir de las propiedades de las raíces m-ésimas de la unidad, en el caso

general de un operador A tal que 1\'" ;;; 1, la función 1>1 es simplemente

donde la suma se extiende a todas las raíces m~ésimas de la unidad.
Si el operador A satisfa<:c a la I'cla<:iónAm+l ;;;A, se demuestra que

(2.18)

3. Aplicaciones

Como ejemplo de aplicación de los reslIltildos del punto anterior, consideremos las
rotaciones (transformaciones ortogonaJc.s propias) del espacio tridimensional, que
constituyen una representación del grupo 503. Un subgrupo monoparamétrico de
este grupo corresponde a rotaciones illrededor de una dirección fija del espacio,
que generalmente se determina mediante la esperificación del vector unitario n que
apunta en esa dirección y que es por lo tanto invariante en las transformaciones
contenidas cn ese subgrupo. La matriz de una transformación de till subgrupo se
pllede escribir entonces en la forma

donde

(3.1 )

-113

O
ni

TI, )
-11I ,

O

('S 1" matriz que, alllHllt.iplicilrse por lil columna de compoflC'ntes de un vector a da
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como resultado la columna de componentes del producto cruz n x a y rJes el ángulo
de rotación.

Comúnmente, la matriz n x se expresa en la forma n¡M¡ (aquí hacemos uso de
la convención de suma sobre índices repetidos), donde las matrices Mi, conocidas
como generadores infinitesimales de las rotaciones tridimensionales [5j, son

o
O
1 '-', = ( ~-1

O
O
O

-1
O
O

(3.2)

Las matrices Mí satisfacen las relaciones de conmutación

(3.3)

que definen el álgebra de Lie de! grupo 503, muy importante en las aplicaciones de
la teoría de los grupos a la física matemática.

Direc.tamente se prueba que

de lo cual se sigue

(nx)3 = -nx;

(nx)' = nx

(3.'1.0 )

(3A.b)

Aplicando entonces (2.18) y haciendo un poco de álgebra, donde se utilizan (3.4.a,b),
se obtiene

exp{11nx} = 1+ (1 - cos'f'){n'x)' + sen 11nx . (3.5)

Ahora bien, si se multiplica la matriz (nx)2 por la columna de componentes de
un vector a, se obtiene la columna de componentes del vector nx (n xa) == (n.a)n-a.
De tal manera, e! resultado de multiplicar la matriz exp{rJnx} por la columna de
componentes de un vedor a es la columna de componentes del vector

exp{ 11nx} . a '" a cos( 11)+ (1 - cos 11)(n . a)n + n x a sen 11, (3.6)

que es la fórmula de Gibbs para las rotaciones y que conduce a la representación de
Gibbs de las rotaciones [5,61.

Consideremos ahora e! grupo de Lorentz. Como es sabido, este grupo de trans-
formaciones lineales en el espacio de cuatro dimensiones de coordenadas (ct,x,y,z)
se determina por la condición de invariancia de la forma cuadrática

(ct)' _ x':'" y' - z', (3.7)

donde e es la velocidad de la luz [6]. Es decir, las transformaciones de Lorentz son
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aquellas transformaciones lineales que dejan invariante la forma (2.5) (así como las
transformaciones ortogonales del espacio tridimensional dejan invariante la forma
x2+y2+z2). Se distinguen dos clases de transformacione'i de Lorentz: las transforma-
ciones propias (positivas) y las impropias: las primeras tienen determinante +1 y las
segundas -l. En la teoría de grupos continuos se demuestra que las transformaciones
de Lorentz propias pueden obtenerse continuamente, a partir de la transformación
identidad, por la aplicación sucesiva de transformaciones infinitesimales y que las
transformaciones impropias se obtienen a partir de las propias mediante la apli.
cación de una transformación particular. Por lo tanto, en lo sucesivo nos referiremos
exclusivamente a las transformaciones de Lorentz propias.

Las matrices asociadas a las transformaciones de Lorentz infinitesimales, a partir
de la condición de invariancia (2.5), se pueden escribir en la forma

(3.8)

donde I es las matriz identidad, Fij es un tensor antisimétrico de segundo orden
(invariante en la transformación infinitesimal (3.8») y Mij son matrices 4 x 4. Esto
es, (Mij )4X4 denota una matriz de matrices

( O
K¡ K2

K, )-K, O S, S2(Mi;).x. = -K2 S, O -g' '-K, -S2 SI

donde

K¡= G 1 O D, K2= O O 1 D, K,= o O O n,O O O O O O
.0 O O O O O
O O O O O O

y

S¡ = o O O ~l).S2= o O O D, S,= o O O ~)O O O O O -1
O O O O 1 O O .
O 1 -1 O O O O

(3.10)
Elegido el tensor Fij, se obtiene un subgrupo monoparamétrico del grupo de traos.
formaciones de Lorentz propias a partir de la expresión

L(T)= expOF';Ui;T}. (3.11)

La elección del tensor Fij y del valor del parámetro T para una transformación de
Lorentz fija L no es única: se puede multiplicar el tensor Fij por cualquier escalar
o =f:. O siempre y cuando se divida a T también por o. Para hacer esta elección
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unívoca es necesario convcnir en una "normalización de F". Como veremos, esta
normalización no se puede definir <'n g<'IlNal.

Hay algunos casos particulares que' son intcr('Santes por sí mismos. Cuando las
componentes temporales de FI} son nulas, la trilnsformación se r{'duce a una rota('ión
espilcial simple. En este caso. lil pi\rte cspi\Cii\1de la matriz ~FijMijT se escribe ('n la
forma y vnx, donde nx es la matriz ddlllida anteriorrJlcnte, tJ f('prN;{'ntil el ángulo
de rotación [véase la Eq. (3.1)] y la. parte t<,mporal es nula.

La. matriz t?n x tiene la propiedad

(ünx)3 = _ü3nx,

y haciendo las operaciones se <'ncu<'lltra

(!TF"U.)3 - -!T3FI1FI1¡,"'M2 I) -" - Il' (:1.12 )

De esta mancra, admitiendo quc F'} satisfi\Cc a la "conclici6n de normalización"

(:1.I:1)

se obtiene la identificación t? == T.

Otro caso interesante es aquél en ('1 que las compon('nt(~s {,spi\Cii\lcsde FI} SOIl

nulas (este es el caso conocido como "1>005t"en la literi\tura ('sIH'cii\lizada-), Corno
se comprueba directamente, la matriz ~!..i}UlJ satisface t<llllbic"1l1<1condición (:U:l),
pero en este caso FU!,-.Id es negativo. Con la elección ~¡'i..II"u == -1, la transfor-
mación de Lorentz W

se escribe en la forma

L(T) = 1+ (eosh T - I)(~F"U.,)' + ~ s<,nh(T)(F"Mij). (:l.Il)

Entonces T ~:eidentifica con tanh-l(fJ), ,100111efJ = v/e "S ,,1p¡lr;illldro de ve!oci(lad
del sistema de referencia al que se hace l,a transformación.

El tensor Fij puede escribirse ('11lc:rmillos ele'dos \'cc1or('s ('Spilcialcs rl ,y t' ('n
la forma

( '-(~'I

1', Il,! ", )
(V")"' = () -TI ,1 1/,!

(:1.I" )
-1'2 11 :1 () -111

-1'"1 -112 "1 O

La condición (3.12) se sigile' cumplicndo l'll ('1caso de 'lile S('110 dos {"01l11H>IlClltcsde

•Utilizamos el término hoost a falla dI' un II:rlllino grnrralnl('lltl' a('l'p' a,lo f'1lr~paíiol para ,¡,'sigllar
el mismo concepto.
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v y la complementada de n son no nulas (enunciado que sigue siendo válido si se
intercambian n y v). En estos casos, existe la posibilidad de que FijFij = 0, con lo
que el desarrollo en serie de la exponencial se corta en el tercer término. Es decir,

Por ejemplo, la transformación lineal cuya matriz es

T

T

O

_lr2
2

-T

1 - !r2
2

O ~) (3.16)

deja invariante la forma cuadrática (3.7), esto es, se trata de una transformación de
Lorentz. En el caso más general mencionado en el párrafo anterior, si se admite la
condición de normalización (~Fi)F,jj)2 = 1, tendremos que

(3.17)

donde A = !FijMij y las funciones 4>¡(r) son las definidas en el punto anterior para
n = 4.

4. Conclusiones

De la exposición anterior, concluirnos que el método usado aquí para el cálculo de
la exponencial de operadores lineales que satisfacen ecuaciones algebraicas del tipo
Xn = I o Xn = X, simplifica y sistematiza la realización de cálculos que aparecen
en la aplicacióil de la teoría de los grupos a la física matemática.
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