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Resumen. Sedaun método para el cilculo de la exponencial exp{AT},
donde A es un operador lineal que satisface una relacién del tipo A" =1,
n es una potencia entera e [ el operador identidad en el espacio donde
esta definido A. El método se generaliza a operadores que satisfacen
A" = A, Lo anterior se aplica para obtener explicitamente varios tipos
de transformaciones de Lorentz que generalizan la nocién de “boost”.

PACS: 02.90.4+p

1. Introducccion

Sea E un espacio lineal real, A un operador lineal A: E — E'y 7 un parametro real,
se define la funcién exponencial

el U
M(7) = exp{Ar} =ZFT" (1.1)
n=>0 :

Esta funcién es solucién de la ecuacién diferencial ordinaria

dM
—=A-M L2
dr (L2}
(el punto denota multiplicacion de operadores). como se pucde comprobar directa-
mente. Obsérvese que exp{A7} conmuta con A, de lo cual se deduce, en particular,
que la funcién definida en (1.1) tiene la propiedad aditiva comin y corriente de la
exponencial

exp{A(r + §)} = exp{A7} exp{Aé}, (il.3)

lo que a su vez implica que exp{Ar} es invertible, para cualquier A.
El calculo de la exponencial de un operador lineal es de importancia fundamental
en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias de coeficientes constantes [1].
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Considérese la ecuacién diferencial

dy

—+4+A-y=f 1.4

o TRy =1(r), (1.4)
en ¢l espacio lineal E, donde A es un operador lineal. Multiplicando ambos miembros
de esta ecuacién por exp{Ar} se encuentra que

d
exp{ﬂr}% + A-exp{Ar} -y = exp{Ar} - f(7);
o bien

L fexp{A7) -y] = exp{Ar) -£(r)

y asi,
y(7) = exp{-Ar}- /cxp{RT} -f(r)dr. (1.5)

Para el cilculo de la exponencial de un operador lineal, se usa generalmente una
representacion matricial del mismo en una base de autovectores; escogiendo_asi la

base, la matriz del operador A es diagonal y la exponencial también. Si
,q = 0 (a5 0

entonces

exp{agT} 0 @ o
exp{Ar} = 0 exp{apr} 0 ... : (1.6)

lo cual permite obtener la exponencial en cualquier representacion haciendo uso de
las transformaciones usuales de coordenadas.

En este trabajo consideramos el problema de calcular la exponencial exp{Ar}
para los operadores lineales que satisfacen la relacién algebraica X™ = [; problema
que aparece con frecuencia en fisica. El trabajo se divide en dos secciones: en la
primera se presenta el desarrollo tedricos asi como la generalizacion de resultados
al caso en que A satisface una relacién del tipo X™*!' = X. En la segunda seccion
se presenta un par de ejemplos de aplicacidn.

La teoria general de funciones meromorfas arbitrarias de operadores lineales
puede consultarse en un trabajo de J. Plebanski [2]. Este es un trabajo de ensenanza
orientado exclusivamente a la presentacién de un método sisternatico para la reso-
lucién de algunos problemas especificos de la fisica matematica (para los funda-
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mentos del dlgebra matricial y otros conceptos basicos, véanse las referencias [3] y
[4))-
2. Desarrollo tedrico
Consideremos un operador lineal A tal que
A" =1, (2.1)

La serie que define a la funcién exp{Ar} se suma entonces en la forma

M(r) = éil + 62A + -« + g A", (2.2)

- como se deduce a partir de (2.1). Multiplicando ambos miembros de la ecuacién (2.2)
por A, se obtiene

A-M(T) = $1A + oA+ - + ¢yl (2.3)
Usando las ecuaciones (1.2) y (2.3) se demuestra que
SIA+ AT+ 4 Gl = 1+ FAL -+ AT (2.4)
Que se cumple si
$=dn; =055 ¢=du1. (2.5)
La condicién adicional M(0) = I se satisface también si suponemos
#1(0)=1;  ¢2(0)=0; --+; ¢n(0) = 0. (2.6)

Las ecuaciones (2.5) y las condiciones (2.6) plantean un problema con condicio-
nes iniciales que, segiin el teorema de existencia y unicidad de la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias [1], tiene solucién tnica.

Observemos que las funciones @; (i = 1,...,n) determinadas por (2.5) y (2.6)
son soluciones de la ecuacion

&" = &i, (2.7)

cuyos valores caracteristicos son las raices n-ésimas de la unidad y que ademas las
funciones ¢; son linealmente independientes y constituyen por lo tanto una base
del espacio lineal de funciones, donde ¢l operador de derivacion es solucion de la
ecuacién algebraica X" = I
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Para comprobar la tiltima aseveracion, obsérvese que
-1
¢ = &, (2.8)

de donde resulta que el determinante Wronskiano es distinto de cero, lo que implica
la independencia lineal.

Para concretar presentamos dos ejemplos: n =2y n = 4.

a) Para n = 2 resulta que
¢1(7) = cosh(7);  ¢a(r) = sinh(r).

En el espacio generado por estas dos funciones, el operador de derivacion D es
solucién de la ecuacién X* = | de manera que

exp{7D} = cosh(r)l + sinh(r)D; (2.9)
asi
exp{6D}[¢1(7)] = ¢1(7 + 6) = cosh(r + §) = cosh(7) cosh (&) + senh(r) senh(é).

(la primera igualdad se sigue del tcorema de Taylor).

Analogamente,
senh(7 4 &) = cosh(r)senh(é) 4 cosh(8) senh(r).

La matriz del operador de derivacion en este espacio es

a=(3 3

evidentemente, A% = 1 y la exponencial os

exp{Ar) = ((-osh(r) sonh(r)) .

senh(r)  cosh(r)

b) Pasemos al caso n = 4. Las raices cuartas de la unidad son £1 v 44 (7 o5 la
unidad imaginaria). Luego,

$1(7) = cre” +e2e”T 4 eyt +eqe (2.10)
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Segin las condiciones impuestas a ¢, deberemos de tener
citeca+eateg=1
cp—cyticg —icy =0
cip+ex—c3—eq4=0
cp—cy—icg+icy =0
cuya tnica solucién es
Cl=62:(:3=C4=-i-.

A partir de (2.9, 12) y usando (2.5) determinamos que

$1(r) = %(cosh(‘r) + cos(T)),
$a(7) =
¢3(r) =

(senh(r) + sen(7)),

L L

(cosh(T) — cos(T)),

rof—

dq(7) = %(senh(f} —sen(7)).

(2.11)

(2.13)

La exponencial de un operador A que satisface a la ecuacion algebraica X* = 1 es

pues

exp{AT} = ¢1 (7)1 + ¢a(T)A + ¢3(1)A* + d4(7)A3,

(2.14)

donde las funciones ¢; (1 = 1,...,4) se determinan por las igualdades (2.13). Un

caso particular merece nuestra atencién: si A% = —I, entonces
exp{A7} = cos(7)l + sen(7)A.

Este es el caso del generador de rotaciones bidimensionales,

cuya exponencial es

explAry = ( cos(T) sen(‘r)) _

—sen(r) cos(r)

(2.15)

(2.16)

Las funciones trigonométricas cos(r) y sen(7) constituyen una base del espacio
de funciones donde el operador de derivacién D satisface la ecuacién algebraica
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X? = —I; en este espacio
exp{rD} = cos(7)l + sen(7)D.

Si se aplica el operador exp{TD} a cos(§), se obticne

cos(6 + 1) = cos(é) cos(7) — sen(é) sen(7),
y, analogamente,

sen(é + 7) = sen(§) cos(7) + sen(7) cos(§),
que son las féormulas de adicién de las funciones trigonométricas.

A partir de las propiedades de las raices m-ésimas de la unidad, en el caso
general de un operador A tal que A™ =1, la funcién ¢; es simplemente

2 6!’1’

é1(7) ((2.17)
m
donde la suma se extiende a todas las raices m-ésimas de la unidad.
Si el operador A satisface a la relacion A™*! = A, se demuestra que
GXP{AT} =1+ (QD;(T) - 1)Am R qéz(T)A e QSmA(m_l) (218)

3. Aplicaciones

Como ejemplo de aplicacion de los resultados del punto anterior, consideremos las
rotaciones (transformaciones ortogonales propias) del espacio tridimensional, que
constituyen una representacion del grupo SO3. Un subgrupo monoparamétrico de
este grupo corresponde a rotaciones alrededor de una direccion fija del espacio,
que generalmente se determina mediante la especificacion del vector unitario n que
apunta en esa direccion y que es por lo tanto invariante en las transformaciones
contenidas en ese subgrupo. La matriz de una transformacion de tal subgrupo se
puede escribir entonces en la forma

M(7) = exp{nx}; (3:1)

0 —n3  no
nx = ns 0 -n |,
—Mna n 0

cs la matriz que, al multiplicarse por la columna de componentes de un vector a da

donde
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como resultado la columna de componentes del producto cruz n x a y 9 es el angulo
de rotacion.

Comiinmente, la matriz nx se expresa en la forma n;M; (aqui hacemos uso de
la convencién de suma sobre indices repetidos), donde las matrices M;, conocidas
como generadores infinitesimales de las rotaciones tridimensionales [5], son

00 0 0 01 0 -1 0
Mi=(00 -1], Mo=( 0 00]), Mg=(1 0 0]. (32
01 0 -1 00 0 0 0

Las matrices M; satisfacen las relaciones de conmutacién
(M, M;] = €My, (3.3)

que definen el algebra de Lie del grupo SO3, muy importante en las aplicaciones de
la teoria de los grupos a la fisica matematica.
Directamente se prueba que

(nx)? = —nx; (3.4.0)
de lo cual se sigue
(nx)® = nx (3.4.5)

Aplicando entonces (2.18) y haciendo un poco de élgebra, donde se utilizan (3.4.a,b),
se obtiene

exp{nx} =1+ (1 — cosp)(n%)? 4+ sendn x . (3.5)

Ahora bien, si se multiplica la matriz fnx)z por la columna de componentes de

un vector a, se obtiene la columna de componentes del vector nx(nxa) = (n-a)n—a.

De tal manera, el resultado de multiplicar la matriz exp{¥nx} por la columna de
componentes de un vecfor a es la columna de componentes del vector

exp{dnx}-a=acos(¥) + (1 —cos?)(n-a)n+n x asend, (3.6)

que es la formula de Gibbs para las rotaciones y que conduce a la representacién de
Gibbs de las rotaciones [5,6].

Consideremos ahora el grupo de Lorentz. Como es sabido, este grupo de trans-
formaciones lineales en el espacio de cuatro dimensiones de coordenadas (ct,z,y, z)
se determina por la condicién de invariancia de la forma cuadratica

(ct)? —a? Z gy — 2%, (3.7)

donde c es la velocidad de la luz [6]. Es decir, las transformaciones de Lorentz son
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aquellas transformaciones lineales que dejan invariante la forma (2.5) (asi como las
transformaciones ortogonales del espacio tridimensional dejan invariante la forma
22 4y%+2?). Se distinguen dos clases de transformaciones de Lorentz: las transforma-
clones propias (positivas) y las impropias: las primeras ticnen determinante +1 y las
segundas —1. En la teoria de grupos continuos se demuestra que las transformaciones
de Lorentz propias pueden obtenerse continuamente, a partir de la transformacién
identidad, por la aplicacién sucesiva de transformaciones infinitesimales y que las
transformaciones impropias se obtienen a partir de las propias mediante la apli-
cacion de una transformacion particular. Por lo tanto, en lo sucesivo nos referiremos
exclusivamente a las transformaciones de Lorentz propias.

Las matrices asociadas a las transformaciones de Lorentz infinitesimales, a partir
de la condicién de invariancia (2.5), se pueden escribir en la forma

L(e) = 1+ LeFIM;; - (3.8)

donde 1 es las matriz identidad, F*/ es un tensor antisimétrico de segundo orden
(invariante en la transformacién infinitesimal (3.8)) y M;; son matrices 4 x 4. Esto
es, (M;;)4x4 denota una matriz de matrices

0 K Ky K;

y _| K 0 S 8
(M1])4x4 — —Kg §3 0 _sl 3

—-Kg —52 §1 0

donde
0100 00 10 0001
{100 0 {0000 {0 00 0
Ki=lo o000 ®={1000)] ®=|000 0]
00 0 0 00 0 0 100 0
Y
000 0 0 0 0 0\ . 00 0 0
s [0 00 0 s, |0 001} ¢ _[o0-10
=0 00 0 =1 )F =L 00 0% W 1lg 1 D oD
001 0 0 -1 0 0 00 0 0

N (3.10)
Elegido el tensor F™*, se obtiene un subgrupo monoparamétrico del grupo de trans-
formaciones de Lorentz propias a partir de la expresion

L(z)= exp{%FingjT}. (3.11)
La eleccién del tensor F¥ y del valor del pardmetro T para una transformacién de

Lorentz fija L no es tinica: se puede multiplicar el tensor F'*? por cualquier escalar
a # 0 siempre y cuando se divida a 7 también por a. Para hacer esta eleccién



688 0. Chavoya-Aceves, H. M. Luna

univoca es necesario convenir en una “normalizacién de F”. Como veremos, esta
normalizacién no se puede definir en general.

Hay algunos casos particulares que son interesantes por si mismos. Cuando las
componentes temporales de F'"/ son nulas, la transformacién se reduce a una rotacion
espacial simple. En este caso, la parte espacial de la matriz %f"jM,-jT se escribe en la
forma y ¥nx, donde nx es la matriz definida anteriormente, ¥ representa el angulo
de rotacion [véase la Eq. (3.1)] y la parte temporal es nula.

La matriz ¥nx tiene la propiedad

(Inx)® = —9’nx,
y haciendo las operaciones se encuentra
(LrFim)’ = — 13 Fy PR PM,. (3.12)
De esta manera, admitiendo que F* satisface a la “condicién de normalizacion”
%Fk,-l"‘“ =1, (3.13)

se abtiene la identificacion 9 = 7.

Otro caso interesante es aquél en el que las componentes espaciales de F' son
nulas (este es el caso conocido como “boost” en la literatura especializada*). Como
se comprueba directamente, la matriz %F’-’M.‘J satisface también la condicion (3.13),
pero en este caso Fi F* es negativo. Con la eleccién %F“F“ = —1, la transfor-
macion de Lorentz

Lir) = (‘X|){%F{jM,‘jT}
se escribe en la forma
L(7) =14 (cosht — 1)(3F"7M;;)* + L senh(7)(FVMij). (3.14)
Entonces 7 se identifica con tanh™'(8), donde 8 = v/c es el parametro de velocidad
del sistema de referencia al que se hace la transformacién.

El tensor F'* puede escribirse en términos de dos vectores espaciales n y v en
la forma

0 v 2 m
ATl - =" 0 —n3 na . -
(F9)axa = 6 he 0 ity | (3.15)
-3 —ny m 0

La condicion (3.12) se sigue cumpliendo en el caso de que sélo dos componentes de

*Utilizamos el término boost a falta de un término generalmente aceptado en espaiiol para designar
el mismo concepto.
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v y la complementaria de n son no nulas (enunciado que sigue siendo vélido si se
intercambian n y v). En estos casos, existe la posibilidad de que F;; F* = 0, con lo
que el desarrollo en serie de la exponencial se corta en el tercer término. Es decir,

L(r)=1+ %F‘jM;jT + %(FijM,‘j)zfz.

Por ejemplo, la transformacion lineal cuya matriz es

1+ %'rg T -%72 0

. T 1 -7 0
Liz)= %Tz - %72 o | (3.16)

0 0 0 1

deja invariante la forma cuadratica (3.7), esto es, se trata de una transformacién de
Lorentz. En el caso mas general mencionado en el parrafo anterior, si se admite la
condicién de normalizacién (%F.-jF'J)2 = 1, tendremos que

exp{3 FUM;;T} = 14 (61(7) — DAY 4 ¢o(r)A + +63(7)A% + ¢4(1)A®  (3.17)

donde A = %FUM,} y las funciones ¢;(r) son las definidas en el punto anterior para
n=4.

4. Conclusiones

De la exposicién anterior, concluimos que el método usado aqui para el calculo de
la exponencial de operadores lineales que satisfacen ecuaciones algebraicas del tipo
X" = 1o X" = X, simplifica y sistematiza la realizacién de calculos que aparecen
en la aplicacion de la teorfa de los grupos a la fisica matemadtica.

Agradecimientos

Agradecemos al profesor Tomas David Navarrete de la Universidad Auténoma
Metropolitana- Azcapotzalco por su participacién en la discusion del presente tra-
bajo.

Referencias

L. L.G. Petrovski. Ordinary Differential Equations. Prentice Hall International. Chap.
9, 6.

2. J. Plebanzki. Rev. Mez. Fis. 13 (1964) 4.

3. G. Birkhoff, 5. McLane. A survey on Modern Algebra. 4'® edition. Macmillan (1977).
Chapters 8, 9.

4. P.AM. Dirac. Principios de Mecdnica cudntica. Ariel (1967).



690 0. Chavoya-Aceves, H. M. Luna

5. H. Goldstein. Classical Mechanics. 2" edition. Addison Wesley. Chap. 4.
6. J.D. Jackson. Classical Electrodynamics. Wiley. Chap. 11.

Abstract. We give a method to calculate the exponential exp{Ar}
where A is a linear operator which satisfies the relation A™ = I, n is
an integer and [ is the identity operator. The method is generalised to
operators such that A"*! = A and is applied to obtain some Lorentz
transformations which generalise the notion of “boost”.





