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Resumen. Se muestra que para cualquier sistema hamiltoniano con-
servativo las ecuaciones que determinan las érbitas seguidas por el sis-
tema, sin hacer referencia al tiempo, tienen la forma de las ecuaciones
de Hamilton para un espacio fase de dimensién dos unidades menor
que la del espacio fase original. Considerando los casos de la mecanica
cldsica y de la éptica geométrica, se muestra que este resultado equi-
vale, respectivamente, al principio de minima accién de Maupertuis y
al principio de Fermat.

PACS: 03.20.4i; 42.20.-y; 02.30.Wd

1. Introduccién

La-evolucién temporal de diversos sistemas, pertenecientes a la mecanica clasica
0 a otras dreas, puede expresarse a través de las ecuaciones de Hamilton [1]. Sin
embargo, en muchos casos en lugar de la descripcién mas detallada dada por las
funciones del tiempo que especifican el estado o la configuracién del sistema, es de
mayor interés el conocer la érbita o trayectoria seguida, sin referirse al instante en
el que el sistema pasa por cada punto de la érbita.

En el caso de la éptica geométrica resulta que las ecuaciones para las trayectorias
seguidas por los rayos de luz, parametrizadas por alguna de las coordenadas, pueden
escribirse en la forma de las ecuaciones de Hamilton, con el tiempo reemplazado
por la coordenada usada como parimetro y la hamiltoniana reemplazada por el
negativo del momento conjugado a dicha coordenada [1,2]. También es sabido que
en la mecanica clasica la trayectoria seguida por un sistema conservativo puede
obtenerse a partir del principio de minima accién de Maupertuis [3,4].

En este articulo se muestra que para cualquier sistema hamiltoniano conser-
vativo las ecuaciones que determinan la érbita pueden escribirse en la forma de
las ecuaciones de Hamilton y que si se usa como variable independiente a alguna
coordenada del “espacio de configuraciéon”, entonces el negativo de su momento
conjugado juega el papel de la hamiltoniana. Se muestra que este resultado equivale
al principio de minima accién o al principio de Fermat en el caso de la 6ptica
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geométrica. Finalmente, se establece la relacion entre descripciones alternativas
existentes en el caso de la mecanica relativista y en el de la ptica geométrica.

2. Orbitas de sistemas conservativos

En la mecanica clasica o en la optica geométrica, respectivamente, la evolucién
temporal de un sistema mecanico o de los rayos de luz en algiin medio isétropo
puede expresarse por medio de las ecuaciones de Hamilton que, en términos de
coordenadas candnicas para el espacio fase {g',---,¢",p1,---,pn}, son

d¢  9H dp;  OH -
E_ap,’ Pl (t=1,---,n) (1)

donde H es una funcién —la funcién hamiltoniana del sistema— que depende de las
coordenadas ¢', p; y posiblemente del tiempo en forma explicita. De las ecuaciones
(1) resulta que la rapidez de cambio de H, debida a la evolucién temporal, esta

dada por

¢H _OoHdy  ofdp, OH
A~ 9¢ di " ap dt | ot
OHOH OHOH OH _ ol

- dq* dp;  Op; O¢* * ot ot (2)

donde, como en los sucesivo, hay suma implicita sobre cada indice que aparece
repetido. Por lo tanto, si  no depende explicitamente del tiempo, su valor es
constante a lo largo de la trayectoria seguida por cualquier punto del espacio fase a
medida que transcurre el tiempo. En otras palabras, si i no depende explicitamente
de t, la evolucion temporal de cualquier punto del espacio fase es una curva contenida
en una hipersuperficie (de dimensién 2n — 1) definida por H = constante.

Si se define el paréntesis de Poisson de dos funciones f y g en términos de las
coordenadas ¢*, p; como

_ 93 9f 0 -
{f’lg} - aq| ap‘ 8;0‘ aqla (3)

resulta que

T % (Faby = —%, (4)

v si f es una funcién que no depende explicitamente del tiempo, de las ecuaciones



Orbitas y principios variacionales para sistemas hamiltonianos conservativos 693

(1) y (3) se tiene que

o _ o dd | of d
dt  dq¢* di dp; dt
af oH  of 6_[1

es decir,

{f,H}=—=. (5)

La ecuacién (5) significa que H es la generadora infinitesimal de translaciones
en el tiempo [1,4] y andlogamente, de (4), py es la generadora infinitesimal de trans-
laciones en el espacio fase en la direccidn en que sélo varia la coordenada ¢~ con las
restantes qi y las p; tomadas constantes.

Cualquier funcién (diferenciable), 7, definida en el espacio fase es generadora
infinitesimal de transformaciones que pueden parametrizarse por una variable s
(es decir, {f,G} = df/ds). A primer oden en s, el valor de una funcién [ en el
punto que se obtiene después de efectuar la transformacién generada por (7 sobre
un punto cualquiera P del espacio fase sera entonces f(P,s) ~ F(P)+ s{f,G}P).
Por consiguiente, el valor exacto seria

1

f(Pys) = [(P)+s{f,G}(P) + 5

32{{f!G}aG}(P)+’ (6)

solo si la serie converge. Tomando ¢' o p; en lugar de f en la ecuacién (6), se
obtienen las coordenadas de los puntos ya transformados como funcién de s. Un
ejemplo sencillo corresponde a G = py, de tal manera que, usando (4), la ecuacién
(6) da ¢'(P,s) = ¢'(P) + s6; y pi(P,s) = pi(P). Un procedimiento alternativo
general para hallar las transformaciones generadas por G consiste en resolver el
sistema de ecuaciones

dqi i
E - {q 1G}

oG dpi _, .. G
= 8_]);" E = {pnG} = aql'a

[compérese con (1)].

Resolviendo las ecuaciones de Hamilton (1), o por medio de (6) con s el tiempo
y G = H, se obtiene el estado del sistema en cualquier instante para condiciones
iniciales dadas. Sin embargo, frecuentemente interesa hallar las drbitas o trayec-
torias seguidas por el sistema sin indicar en qué instante pasa por cada estado o
configuracién. Dichas trayectorias estan bien definidas si H es independiente de ¢,
es decir, si el sistema es conservativo; ya que de otra manera las 6rbitas podrian
cambiar con el tiempo.
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Una forma de hallar las érbitas consiste en resolver las ecuaciones de Hamilton,
eliminando posteriormente a t de la solucién. Una alternativa, aplicable al caso en
que H sea conservativo, consiste en eliminar toda referencia al tiempo a partir de
las ecuaciones (1), antes de resolver las ecuaciones diferenciales. Como ilustracion,
se puede considerar el caso muy simple de la mecanica clasica en el que

H — '21; [(PZ)2 + (f’y)z + (pZ)z] + V(Iv y,Z). (T)

Usando la regla de la cadena, las ecuaciones de Hamilton (1) y la ecuacién (7),
tomando a z como parametro, se obtiene que

d_x_dx/dt_aH/apz __Pz/r”_ Pz
dz  dzfdt ~ OH[dp.  p:/m  \/2m(H - V) - (pz)? — (py)?
d(—p:
= o (-t =V = (7 = ) = 252, (80)

donde se ha empleado que H es constante a lo largo de las drbitas. Similarmente se
halla que

dp; _ dpg/dt _ —0H[0z —0V/dz _ —mdV/dz
dz  dzfdt ~ 0H[dp, — p:/m  \/2m(H — V) — (p:)? — (py)?
a A(—p:
= & (Ve =v)= P - ) = - 2522, (3b)

y relaciones anilogas para dy/dz y dpy/dz.

Es claro que las ecuaciones (8) junto con las correspondientes para dy/dz y
dpy/dz tienen la forma de las ecuaciones de Hamilton (1) con t reemplazado por
z y H por (—=p.), con p, expresada en funcién de {z,y,p..p,}. Antes de seiialar
algunas consecuencias de este resultado se puede ver que en general es valido a pesar
de que en otros casos la funcion hamiltoniana es diferente, en varios sentidos, a (7);
pueden existir, por ejemplo, mas grados de libertad, las coordenadas pueden no ser
cartesianas, el potencial puede depender de las p;, o H puede tener otra forma (por
ejemplo, para la ptica geométrica de medios isotropos, H = (¢/2n*)p - p — (c/2)
y en relatividad especial, para una particula libre, H = ¢y/p - p + m?¢?), la tinica
condicién es que H no dependa del tiempo. Una demostracion de este hecho sin
especificar la forma de /{ es la siguiente.

Si H es independiente del tiempo, entonces a lo largo de las érbitas del sistema,
H = constante. Suponiendo que a partir de esta iltima igua]dad se puede expresar,
por cjemplo a p, en funcién de las demds coordenadas candnicas (lo cual es posible
si Ol [Op, # 0) debe cumplirse idénticamente la igualdad H(q',pa,pa(q',pPa)) =
constante, donde, como en todo lo que sigue, 7, j toman valores desde 1 hasta n
mientras que el indice a sélo toma valores desde | hasta n — 1. Usando la regla de
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la cadena se tiene entonces que

dH | OH dp, OH | 9H dpn _

S L — =
dg'  Op, O¢* i Opa  Opn Opa

luego de acuerdo con (1) y por la regla de la cadena, considerando a q¢" como
parametro en lugar de ¢, se obtiene

d(-pn) _ OH/dq'  dpi/dt  dp,

B¢ M0, dgfdi T dgn &
similarmente,
I —=pa) _ OH [Opa . dq” /dt = dia (10)
Ipa OH/Op,  dg"/dt ~ dq"’
es decir,
dq®  9(—pn) dpa _ 9(—pa) B
W A B (e=leem-l) (11)
y, adicionalmente,
d(—pn) _ A —pn) (12)

dqn dqn

[com\pé.rese con la ecuacién (2)].

La solucién de las ecuaciones (11) da g™ L, Pact (y por consi-
guiente, pp) como funciones de ", es decir, da una expresién parametrizada por ¢"
para la érbita seguida por el sistema. Si f es cualquier funcién definida en el espacio
fase original, al sustituir p, en términos de las demas coordenadas [ se convierte
en una funcién de ¢',- -, ¢" ' . p;,--- pu_y y ¢ Por la regla de la cadena y las
ecuaciones (11) se tiene entonces que

df _ 9fd¢"  9f dp,  Of
dgu — 9q"dq" " Opadg" T A

_ Of A—pa)  3f N=pn)  If
~ dq" dp, Opa  Oq° dgm

_ af
= {f‘ _pﬂ}r{'d + (?—q“’ (13)

donde el paréntesis de Poisson “reducido”, { . },.q, involucra solamente derivadas
con respecto a ¢* y p,, con a tomando valores de 1 a n — 1. La ecuacién (13) es
equivalente a (11) y (12).
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Luego, en el espacio fase reducido donde ¢°, p, (¢ = 1,---,n — 1) sirven de
coordenadas, (—py,) escrita en funcién de ¢%,p, y ¢" es la generadora infinitesimal
de translaciones a lo largo del parametro ¢" [comparese con la discusion que sigue
a la ecuacién (5)]. Mientras que {f,pa}red = 9f/0¢" para 1 < a < n — 1; se tiene
que {f, —Pn }red = df /dq", si f no depende explicitamente de ¢".*

En lugar de resolver las ecuaciones (11), se puede utilizar la férmula (6) con
los paréntesis de Poisson correspondiendo al espacio fase reducido; lo que equivale
a emplear la férmula de Taylor (Comparese con la Ref. [5].)

Un ejemplo de la aplicacién de las ecuaciones (11) se obtiene con la hamiltoniana

1 2k
H:z—m[(pf)u%] - =, (14)

r

que corresponde al llamado problema de Kepler en la mecanica clasica. Para hallar
las ecuaciones de la drbita parametrizada por @ se requiere de —py expresada en
funcién de r, pr y 0. De la ecuacién (14), reemplazando H por un valor constante

E, se tiene
E =
—pg = —7'\/2"1 (E+;) —(pr)?. (15)

Puesto que —pg no depende explicitamente de 8, de acuerdo con (12) —py es una
constante. Por otra parte, de (11) y (15) se encuentra que dr/df = 0(—pg)/p, =
r2p, [py, dp,[/d0 = —8(—pg)/Or = (ps/r) — mk/ps. Introduciendo u = 1/r, de las

ecuaciones anteriores se tiene entonces que du/dd = —p,/py y d*u/df? = —u +
mk/(pg)?. Eligiendo apropiadamente el origen para f, la solucién de la dltima
ecuacién es u = Acosf + mk/(pg)?, donde A es una constante cuyo valor se

encuentra al sustituir la expresién para u en las relaciones anteriores, llegandose
finalmente a

1 mk 2E(pg)?
= - = — _ sfl .
U . (p9)2 [1 +14/1 4+ 2 cos

3. Relacién con principios variacionales

Las ecuaciones de Hamilton (1) pueden obtenerse a partir del principio de Hamilton
(formulado alrededor de 1834) el cual establece que de entre todas las posibles
trayectorias del sistema que al tiempo t; pasan por una configuracién A y al tiempo

*En una forma mas precisa, el “espacio fase reducido” mencionado en el parrafo anterior esta
definido por H = constante, ¢" = constante. El que ¢, p, puedan usarse como coordenadas alli es
similar a que, por ejemplo, = y y sirvan como coordenadas para etiquetar los puntos del hemisferio
z > 0 de la esfera % 4+ 2 + 2% = 1, aun cuando z no es constante.
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f2 pasar por una configuracion B, la trayectoria que sigue el sistema es tal que la
integral

Bty :
f (pedg’ — Hdt), (16)
A

131

tienc un valor estacionario, con las ¢' siendo coordenadas en el cspacio de confi-
guracion. La trayectoria seguida por ¢l sistema y las trayectorias con las que se
compara deben tener en sus extremos los mismos valores para aquellas variables
cuyas diferenciales aparecen en el integrando de (16) (en este caso, las qi y t); pero
los valores de las p; v de I en los puntos extremos no estin restringidos.

Por analogia, las ecuaciones (11) son las condiciones para que la integral

/[padq" — (=pu)dq"] (e=1,---,n—1) (17)

o equivalentemente,

[rdd =1 (18)

tenga un valor estacionario, considerando un conjunto de traycctorias que posean
los mismos extremos en el espacio de configuracién y a lo largo de las cuales H
tenga un mismo valor constante. En el caso de la mecanica clasica este principio
variacional es el llamado principio de minima accién, que corresponde esencialmente
al principio formulado en 1744 por Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (y proba-
blemente hallado por Leibniz en 1707) en la forma muvs = minimo. En el caso de la
optica geométrica, si las ¢' (i = 1,2,3) son coordenadas cartesianas que etiquetan
los puntos por donde pasan los rayos de luz, entonces p; = na;, donde n es el indice
de refraccion (funcién de las ¢') y las a; son las componentes de un vector unitario
en la direccién del rayo de luz [1); por consiguiente, pidg' = nds, con ds siendo
el elemento de longitud a lo largo del rayo de luz, asi que el principio variacional
basado en (18) es precisamente el principio de Fermat (establecido en 1657).

La derivacion de las ecnaciones (11), basada en las ecuaciones (1), dada en
la seccién anterior corresponde, por tanto, a probar que ¢l principio variacional
basado en (18), que conticne al principio de minima accién y al de Fermat, es
consecuencia del principio de Hamilton (16). (Compirese con la demostracién dada
en la Ref. [4], Sec. 7.5.) Reciprocamente, si de alguna manera uno prueba que en
el caso conservativo (16) implica (18), escribiendo esta tltima en la forma (17), se
concluye que (1) implica (11).

Comparando (16) y (18), podria parccer que de (18) sc obtendrian las ecuaciones
de Hamilton (1) con una hamiltoniana idénticamente cero; sin embargo, no es asf
debido a que en (18) las p; y las ¢* no son independientes entre si, sino que deben
estar relacionadas por la condicién /1 = constante, [Las p,, ¢* pueden ser consi-
deradas como si fueran independientes entre si si se toma on cuenta la restriccién
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H = constante usando un multiplicador de Lagrange; de esta manera de (18) se
obtiene una expresion semejante a (16).]

Si, a su vez, —p, es independiente de ¢", se puede hacer una reduccién adicional,
similar a la que lleva de (16) a (18). Las orbitas pueden obtenerse entonces a partir
de las extremales de la integral

jpadq“ s T &+ 1)

restringida a curvas con /I = constante, p, = constante. Puede notarse que si —py,
expresada en términos de las ¢' y de py,--+,pp—1, no depende de ¢", entonces es
una constante de movimiento: d(—py,)/dt = 0; esto puede comprobarse usando la
regla de la cadena y la ecuacién (12):

d(=pn) _ d(=pa)dg" _ d(=pa)dd" _

dt dg" dt | oqn i

4. Parametrizaciones y hamiltonianas alternativas

Como se mostré en la secciéon 2, el comportamiento de un sistema hamiltoniano
conservativo puede ser expresado usando distintas parametrizaciones. Este hecho
se ilustra en los casos que se presentan a continuacién, en los cuales se utilizan
dos parametrizaciones distintas que corresponden a “hamiltonianas™ con diferentes
propiedades.

a) Mecdnica relativista

La descripcién covariante, en términos del tiempo propio, del movimiento de una
particula en el espacio-tiempo se obtiene a partir de la funcién hamiltoniana

!".'IC2

l v
H=oeg"pupy = = (v =0,--,3) (19)

donde m es la masa en reposo de ]%artfcu]a, (g"") es la matriz inversa de (gu.)
correspondiente al tensor métrico [que se supone de signatura (+ — ——)] en las
coordenadas que se empleen y las p, son las componentes del cuadrimomento
[véanse por ejemplo, la Ref. [4], Sec. -3 o la Ref. [6], Sec. 12.1]. (La expresién
(19) es valida incluso si se emplean coordenadas curvilineas o si el espacio-tiempo
es curvo.) Para cualquier funcién f que no dependa explicitamente del tiempo
propio 7 de la particula, df /dr = {f, H}, por lo que, en particular, dz*/dr (=
dq*/dT) = g""py[m; es decir, p, = mgudz”/dr, que sustituido en (19) lleva a
H = (m/2)[gu(dz*/dT)(dz" /dT) — ¢?], lo cual vale cero debido a la definicion del
tiempo propio. Esto significa que H vale cero a lo largo de cualquier trayectoria en
el espacio fase que represente la evolucion de la particula.
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En este caso, en lugar del tiempo propio se puede usar como paré.metro el
tiempo medido en algiin sistema de referencia. Tomando por ejemplo el espacio de
Minkowski con coordenadas “cartesianas” z# = (ct,x), entonces p, = (E/c,—p) ¥y

H adquiere la forma
1 [/EN?
H=— [(?) —p~p—m262]. (20)

El integrando en (18), pidg’, equivale a (E/c)d(ct) — p - dx = —(p - dx — Edt),
de donde se concluye que E es la generadora infinitesimal de translaciones en el
tiempo t y puesto que H vale cero para cualquier trayectoria, de (20) resulta que
I = ey/p - p + m2c?, que es la expresion usual para la hamiltoniana, no covariante
de Lorentz, de una particula libre (comparese por ejemplo, con la Ref. [4], Sec. 7-3

o la Ref. [6], Sec. 12.1).

b) Optica geométrica

En el caso de la éptica geométrica la evolucién (temporal) de los rayos de luz en wi
medio isétropo de indice de refraccién n, puede obtenerse usando la hamiltoniana

[ I3 (o
H = 5—39"pip; — 3 (21)

donde n es funcién de las coordenadas ¢' (no necesariamente cartesianas) cuyos
valores etiquetan a los puntos del medio por donde pasan los rayos, (¢%) es la
matriz inversa de (gi;) que corresponde al tensor métrico en las coordenadas ¢' (es
decir, el elemento de ]ongltud ds, esta dado por ds? = g.,dq'dqf) y las p; definen
la direccién en que viaja el rayo de luz [1]. De hecho, de las ecuaciones (1) se tiene
que dg'/dt = (¢/n? )g"p y puesto que ¢/n es la velocidad de la luz en el medio,
(c/n)? = (dsfdt)? = gij(dg’ [dt)(dgi [dt) = gisle/n? g™ prgithe = (c/n?) o pupes
por lo que el cuadrado de la magnitud del vector de componentes p; satisface

¢pipy =1, (22)

asi que, sustituyendo en (21), similarmente al caso de la hamiltoniana (19), H =0
a lo largo de cualquier trayectoria en el espacio fase descrita por los rayos de luz.

De acuerdo con los resultados presentados en la Sec. 2, si se toma n = 3 y se
emplean coordenadas cartesianas, las trayectorias de los rayos de luz parametriza-
das por z = ¢* se obtienen usando (—p3) como generadora infinitesimal, la cual
debido a (22) debe expresarse como —p3 = —y/n? — — (p2)?. (Una derivacién
alternativa de este resultado, a partir de la ley de bne]l y empleando coordenadas
cartesianas, se da en la Ref. [2].)
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5. Conclusiones

Entre las diversas maneras en que pueden determinarse las érbitas de un sistema
hamiltoniano conservativo, la formulacién desarrollada aqui ticne la virtud de llevar
a ecuaciones de la forma de las ecuaciones de Hamilton, lo cual implica la validez
de varios resultados muy itiles tales como la existencia de paréntesis de Poisson v
de transformaciones candnicas, el teorema de Liouville y la ecuacién de Hamilton-
Jacobi.

Aun cuando se sabe que el principio de minima accién (18) determina la érbita
de un sistema mecanico, la forma en que se emplea usualmente este hecho no hace
uso de la estructura hamiltoniana (simpléctica) que se tiene de inmediato y que s¢
ha senalado aqui [3,4]. Similarmente, al reescribir el principio de Fermat (18) en la
forma (17) se obtienen de inmediato las ecuaciones para los rayos de luz en la forma
de las ecuaciones de Hamilton.

Finalmente habria que hacer una observacion importante relacionada con los
dos casos tratados en la seccién 4, donde se encontré que la funcidén hamiltoniana
vale cero a lo largo de las trayectorias (“reales”) seguidas por el sistema. A me-
nudo este hecho se confunde erréneamente con que la funcién hamiltoniana fuera
idénticamente cero, concluyéndose que “no puede ser la generadora de la evolucién
del sistema”, lo cual es incorrecto.
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Abstract. It is shown that for any hamiltonian system whose hamil-
tonian is time-independent the equations that determine the orbits
followed by the system, without making reference to time, have the
form of Hamilton’s equations in a phase space of dimension two units
smaller than that of the original phase space. By considering the cases
of classical mechanics and of geometrical optics, it is shown that this
result amounts, respectively, to Maupertuis’ least action principle and
to Fermat’s principle.





