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Resumen. Se presenta una deducción de las condiciones de integrabi-
lidad para las identidades de Bianchi en el caso de IR4 vacío tipo 11, 111
o N. Adicionalmente, se muestra que para estos tipos Petrov, las ecua-
ciones resultantes conforman un conjunto completamente integrable.

PACS: 04.20.-q; 04.90.+e

1. Introducción

Las identidades de Bianchi son muy importantes en relatividad general porque per-
miten estudiar la evolución de la gravedad de una región a otra del espacio--tiempo.
Estas relaciones, al ser diferenciales, exigen se cumplan ciertas condiciones de inte-
grabilídad para admitir solución. En la literatura estas condiciones se han obtenido
m{''¿iante el formalismo de Newman-Pcnrose (NP) {lJ para mi vacío. Ludwig (2)
fue uno de los primeros investigadores en deducirlas, aun<ltle sin realizar un análisis
detallado de las ecuaciones resultantes para los diversos tipos Petrov. Por otro lado,
Brans [3] (con la ayuda de una computadora) sólo obtuvo las condiciones compa-
tibles para el tipo 1 y posteriormente Edgar [4Jmostró que las doce relaciones de
Brans 13} son simples de encontrar sin computadora, además de señalar algunos
errores de impresión de la Hef. [3]. Así, ya que las ahora lIamada-<¡ecuaciones de
Brans-Edgar (BE) constituyen las condiciones de intt-'grahilidad para las identi-
dades de Dianchi del mismo modo que éstas lo son de las 18 ecuaciones de NP
(Ecs. (7.28-7.45) en Kramcr el al. [5]), en este trabajo, por completez, se deducen
las ecuaciones de BE para IR" vacío tipos 1I, IlioN. Además, se establece que
tanto las ecuaciones de NP, de Bianchi y de BE forman 1111 conjunto completamente
integrable. Por sí mismos, estos rcsultados contribuyen a la blls<¡llcda de mejorL'S
posibilidades en la determinación de solllrioncs exactas a las ('('Ilaciones de Einstein.
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2. Ecuaciones Post.Bianchi

En este trabajo se hace uso de la notación y convenciones de Kramer et al. [5].
En el formalismo de tétradas nulas [1]10s operadores diferenciales lineales EJ, "E,

.ó. y D son fundamentales así como sus conmutadores [5]

IL'.,DI = (¡+ '))D + (, + ,)L'. - (T + W)8 - (T + ,,)6 (la)

[6, DJ = (o + ¡J- W)D + <L'. - 0"8 - (p +, - ,)6 (lb)

[6, L'.) = - ¡;D + (T - o - ¡J)L'. + '\6 + (1' - 'Y+ '))6 (1 e)

[8,6] = (Ji -I')D + (p - p)L'. - (o - ¡J)8 - (8 - a)6 (Id)

en la deducción de las condiciones de integrabilidad. En el procedimiento aquí
presentado, para la obtención de las ecuaciones de Brans- Edgar, se determinan
las identidades de Bianchi para cada tipo Petrov y se hace uso de los respectivos
conmutadores.

a) Espacio-tiempo vacío tipo Uf

La tétrada de NP puede elegirse, sin pérdida de generalidad, tal que Wa = O,
a ¥ 3 con 1/13¥ O [6]. Además, de los teoremas de Goldberg-Sachs [7] y Kundt-
Thompson [8J se tiene que < = O" = O, por lo que las identidades de Bianehi [5J
resultan entonces:

61/13= 2( T - ¡J)1/13

L'.1/13 = -2(¡ + 21')1/13

D1/13 = 2(p - ')1/13'

(2)

La sustitución de estas ecuaciones en (1), permite obtener las relaciones de integra-
bilidad de Bran,- Edgar:

8T + 26" + h(¡J- o) + T(a - a) + 2Pl' - pJi = O, (3a)

L'.T + 261' - ¡;p + 2"(0 + ¡J) - h X + T(')- 'Y) = O, (3b)

8p + 2D" - p(a + a) + 2* - ,) = O, (3e)
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para el caso de ffi1 vacío tipo lII. Es de hacer notar que estas ecuaciones son
independientes de las 18 ecuaciones de Newman.Penrose [5].

b) IR, vacío tipo N

Para este tipo Petrov existe la tétrada canomca con la propiedad I/Ja = 0, a f- ,t
con t/J, # O [GI. Por otro lado, deLido a 'lile" = a = O [7,81, las identidades de
Bianchi (5] se reducen a

Dt/J, = (p - 4c)l/'." (.1 )

De estas identidades y los respectivos conmutadores (1), se obtienen condiciofl{'!'i
que ya están contenidas en las 18 ecuaciones de N P [5) lo cual significa que para el
tipo N no se generan ecuaciones de I3rans-Edgar.

e) 4-Espacio vacío lipo 1I

En este caso, la tétrada nula puede tomnrse tal que V'o :-
1/;4 diferentes de cero, además de ,.,= (j = o. Por cOllsiguie.
I3ianchi resultan ser

Dt/J, = (p - 4c)l/', - 3.\t/J,

ót/J, = (r - 4¡J)1" - :Jv1',

0.t/J, = -:ll,t/J,

(,t/J, = -:J't/J,

: = O COH th y
las identidades de

Del mismo modo que en los casos anteriores, el liSO de los cOllmlltador('~ (1) da
origen a la."ecuaciones de BE

(,p + D, - p(a + 71) - '(f - c) = O

0.". - (,~ + pv - .Ir - 1'(0 + 71 - T) - '(')- , - ¡¡) = O

ÓI'+ 0.r - pv -:h + 1'(0 + ¡J) + r(')- ,) = O

0.p + D" + I'(C + f) - p(, + '))+ rT - ,ji' = O

(Ga)

(Gb)

(Ge)

(Gd)

para ffi4 vacío tipo 11.Hacemos notar que CH ('s1l' ('aso las relaciones aquí deducidas
coinciden con las ecuaciones de BE para e\ tipo D ;:;'
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3. Discusión

EI1 este trabajo no se ha tratado el caso de ffi" vacío tipo D debido a que es un caso
particular del tipo J contenido en el análisis de Brans [3] y Edgar [4]. Las situaciones
que aquí sc reportan, Ecs. (3 y 6), no aparecen en la literatura y sus condiciones de
illtegrabilidad conducen a O = O. Este resultado y la comprobación del mismo para
el tipo 1 realizada por Brans [3] conducen al siguiente teorema:

Las cClIacionf.<i de NCU'1TW l/-PC71 rose, de Biallchi y de Bmns-Edgar forman un
conjunto completamente integrable.

Queremos enfatizar que el desconocimiento de la razón profunda de cste teorema,
represent.a por sí mismo un int.eresante tema de investigación en relatividad general,
ya que su análisis conducirá a ulla mejor comprensión del campo gravitacional. Por
otro lado, las idclltidades de I1ianchi, que representan las condiciones de integra-
hilidad de las 18 ecuaciones de NP, son muy scmcjantes a las relaciones de \VeyI-
Lanczos [9], por lo que resulta curioso COllstatar que no existen en la literatura las
corrcspondientcs relaciones de compatibilidad que ligan al espintcnsor de Lanczos
con el tensor de \Vey!. Del mismo modo, no conocemos trabajos que reporten sobre
las condiciones de integrabilidad para las ecuaciones de Codazzi, en el formalismo
i\P, ell la inmersión de IR4 en E5 y F:6.

Referencias

1. E.T. KewIIlan y n. I'enrose, J. Malh. Phys.3 (1962) 566.
2. G. Ludwig, Illdi(J7J(J Unú'. Math. J. 20 (1970) 185.
a. C. Bramo. ./. Mat/¡. Phys. 18 (1977) 1378 .
.1. S.B. Ed~,,,, 1,,1.J. T/¡wr. l'hy.s. 18 (19,9) 251.
:). D. I\raIlH'r, JI. Stephani, M.11c Callum y F.. Herlt, EX(Jct Solutions 01 Einstein's Field

D¡IWtio1!8. Camb. Ulliv. Press (1980).
G. (;. Ovalldo Z. CI(JI.;jjicoción Petrov del campo gmt:itaci01l(JI. Tesis de Maestría ESFM.

11'1", ~léxico (1985).
i. J.N. Golberg y R.K. Sachs. Acta Phys. Polon. Suppl. 22 (1962) 13.
8. W. hundt y A. Tholllpson C. ll. Acm/. Sei. (P(Jris) A25 (1962) 4257.
9. G. Ares de Parga, O. Chavoya A. y.l. López B . ./. Muth. Phys. 30 (1989) 1294.

Abstract. A developmcnt for the integrability conditions of the Dian.
chi identities is presented ror the case of the empty llt4 of Il, 11 and N
Petrov's type. Morcover, it is ~hown that those equations belong to a
colllplete integrable ensemble.




