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Resumen. Se da. la expresión pa.ra.el generador de La.nczos[1] pa.ra.
IR4 arbitrario tipo 0, N Y 111.

PACS: 41.10.-j; 04.20.-q; 03.S0.De

1. Introducción

Lanczos [1] demostró que en todo 4-cspacio de Riemann existe un tensor (no nece-
sariamente único) K'jr, llamado espíntensor, que genera el tensor conformal a través
de una expresión algebraico-diferencial. Este interesante resultado no depende de
ecuaciones de campo, de manera que es válido para toda teoría geométrica sobre ffi",
en particular para la relatividad general. En la Seco2 de este artículo se comenta y
se argumenta sobre la posible importancia del espínlensor en trorías gravitacionales,
simultáneamente se expone un resumen de lo publicado y se manifiesta la falta de
[(¡jr explícitos. En la Sec. 3 se utiliza el formalismo de tétradas nulas para construir
espíntensores para espacio.tiempos arbitrarios tipo O,N Y IIl, según la clasificación
de Petrov. Se presentan también algunas aplicaciones.

2. Polencial para el lensor de Weyl

En esta sección consideramos un resultado geométrico vá.lido para lodo 4-espacio
de Riema.nnn, obtenido por Lanczos [11 en 1962 [aunque dicho resultado ya estaba
implícito en su artículo de 1949 [2) titulado l4l\.lultiplicadorde Lagrange y espacios
Riemannianos" (véase la Seco3.5 de esta publicación)].

La.nczos siempre estuvo interesado en grometrizar el campo electromagnético
bajo el mismo espíritu con que, desde 1931 hasta su muerte, en 1974, intentó
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extender la relatividad gt'nerai mediante ecuaciones de campo deducibk-s de un
principio variacional tipo lIilbert con lagrangiana L cuadrática CII d tensor de
Hiemann !l'jkc' En particular, en ~;uarticulo de 19:J8 [3] él d('mostre) que cuando
1. == Lo == "ll"abcdUabcJ (contracción dd tensor de Riemann con su doble dual) la
variación conduce a O == O (esto se debe a que Lo es una divergencia exacta, véase
Buchdahl [.1] y Kohlcr-Goenner [.)]), es d<-"cir,no aparecen ecuaciones de campo
que restrinjan la geometría del espacio-tiempo en cuestión, En otras palabras, las
cons('cu('ncia.''i d('

hJ Lo"t-ga'x=O ( 1 )

son válidas para todo ffi", De la Ec. (1) obtenemos O = O sin beneficio algullo cllando
la variación se efcctlía. sobre la m(~trica gab (técnica de Hilbert), esta situación fllc
remediada por Lanczos ['] etl forma ingeniosa al sugerir que la variación se efectuara
considerando gab Y "U:bcd ('omo independientes e introduciendo multiplicadores de
Lagrange para tomar en cuenta las restricciones que este enfoque origina. De esta
manera, la Ec. (1) proporcionó nue\'a información sobre la estructura de la geometría
riemanniana, a saber, 11110 de estos multiplicadores resultó ser el tensor [(¡lb COII la<¡
simetrías

(2.a)

q"(, genera el t('nsor con formal de acuerdo con

+ !19p.(l\" + /',,) - 9P)(I". + l\.,)

+ 9,j(l\p' + l\.,) - 9,.(I'pj + /,)p)J

donde; dellota la derivada ('ovariante y

J' J' •
\jr = \j r;a'

(2.b)

(2.c)

Así SI"' pUf'c!e afirmar qUf' f'1l todo ('spacio~tiempo existe 1In tcnsor df' terece or<i('J)
que juega el papel de superpotencial para el tensor de \\'e)'I, qut' a su vez ('s la
parte del tensor de Hicmanll no ligada directamente al tensor de Hicci. Bampi-
Caviglia [6] demostraron la Ec, (2.b) de manera rigurosa y mostraron lo illCOffe('fo
de la proposición de Brinis [7] de que el tensor de curvatura también es generado
por un potencial mediante una expresión semejante a (2.b), es dccir, 110 se puede
garantizar, en general, la existencia de un superpotencial para Rabcd ('xcepto cuando
éste coincida con Cijrb, lo cual ocurre en el espacio vacío (Rab := O).
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a. Cálculo de J{ijr

Supongamos dada la métrica 9ab de un espacio-tiempo determinado, entonces, es
rutina determinar Cijra puesto que existe una relación definida entre estos tensores;
sin embargo, en el caso de J{ijc, no existe una regla o fórmula que permita obtener
el superpotencial de Lanczos a partir de 9ab. En la Ec. (2.b) los datos son la métrica
y el tensor conformal, al dar valores a los índices pq]b se obtiene un sistema de
ecuaciones diferenciales acopladas para J{ijc Y la dificultad de la solución de este
problema dependerá de 9ab. Es decir, para obtener J{ijc debemos integrar la Ec. (!J.b).
En la literatura esto se ha interpretado mmo que dicho tensor depende en forma
explícita {le la geometría global de ffi4 y por eso, casi todos los autores opinan que
resolver la Ec. (2.b) es una "tarea formidable".

Hasta la fecha se ha logrado poco avance en la determinación de potenciales
de Lanczos para diversas métricas en relatividad general. Al respecto tenemos que
Lanczos [I] obtu\'o f{ijc para campos gravitacionalcs débiles, Takeno [8J dedujo
Kabc para el t--spacio de Minkowski y para espacios 11 (soluciones tipo ondas planas
(Mra cam¡-,os gravitacionales que coexisten con campos electromagnéticos), Bampi-
Cahiglia ¡Gj construyeron explícitamente el potencial de Lanczos para cualquier lll.4
conform¿¡lmente plano (tipo O en la clasificación ele Petrov) y Novell<rVelloso [9}
obtuvieron Kabc para un fluido perfecto rn condiciones impuestas a la 4-velocidad
corrc:ipolldiellte. Todos estos autores utilizan la técnica tensorial; a esto se debe que
('11sus artículos no exista alguna idea que guíe la cOllstrtl('(~iónde I<abc' En la Seco :1
utilizamos el formalismo de Ne\\'tIlan-Penrose [lO] (NP) que sí proporciona sugeren.
cias en la IHísqucda del potencial de Lanczos. Por último vale la pena mencionar
(Ple', ('1\ todos los I<iJr conocidos no aparece la cstructura g!obal de 4-espacio en
ell(~tióll. ~

b. Posible rt'lerancia física de I<abc

Lanczos [I] resolvió la Ec. (2,b) para campos gravitacionales débiles y qUMÓ muy
entusiasmado por la aparición de la ecuación de Dirac para espín 1/2 aunque en su
proceso no está claro a qué partícula se refiere esta ecuación de Dirac. De cualquier
manera, este hecho lo condujo a bautizar a I<¡jr con el nombre de espíntensor y
('11 la t'lltirna página de su artículo afirma que su espíntensor será importante en la
IIl1ificaci()n de la mecánica cuántica con la gravc(lad; esta afirmación resulta atre-
vida para muchos investigadores (por ('jt'mplo Taub P 1,121) porque en el problema
variacional dc Lanczos no se toman en cuenta efedos cuánticos, así que la aparición
de la ecuación (le Dirac la consideran accidental y sin import.ancia alguna. Después
de 1962, Lanezos ya no estudió su potencial y nunca le pudo asignar (si lo tiene)
significado físico preciso, segt'm lo admitió durante una conferencia en Irlanda unos
atlOs antes (le su muerte. Existen, si" (,Illhargo, ciertos hechos que hacen pensar
que quizá Lanczos no estaba del todo ('qtli\'oc-ado etl sus esperanzas de unificar
gravitación y mecánica cuántica a través de K¡Jc: Maher-Zundi [14], Taub [121 y
Zunel [151 escribieron la Ec. (2.b) en forma espinorial y fue sorprendente la aparición
ele tilia ('Cuación para una partícula d(' masa cero y espín 2 que algunos trat an de
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identificaI con el gravitón. Por otro lado, en Newman-Goenner (agradecemos al
profesor Dr. H.F. Goenner el envío de esta referencia) encontramos que Ashtekar
obtuvo la versión espinorial de la Ec. (2.b) con toda la maquinaria de cuantización
canónica de la gravedad y tal parece que el estudio de la formulación hamiltoniana
de la relatividad general traerá a escena el espín tensor de Laneros.

Becerril [171 propuso la posibilidad de que ciertas componentes del espÍntensor
de Lancros tengan algún significado físico a través de la expresiones que propor-
cionan la energía y momento lineal globales de un espacio-tiempo asintóticamente
plano. Esta idea no se ha trabajado; sin embargo, una sugerencia semejante ha sido
discutida por Roberts [18J con resultados desalentadores.

Novello-Rodríguez [19] han utilizado J(abe para construir un modelo unificado
de la gravedad con interacciones débiles. Cuando Lanczos llamó espín tensor a [(abe,
sembró la idea de que con dicho tensor se puede describir el espín de ciertas
partículas. Esta idea ha sido adoptada por aquellos que intentan explicar la rotación
de las partículas mediante una tensión del 4-espacio; así, consideran a Kijr como
una contorsión en teorías de Einstein-Cartan, véase Davis-Atkins.Baker [20], estos
autores generalizan también (2.b) a este tipo de teorías.

En la teoría de Maxwell se puede sumar un gradiente al 4-potencial sin que
se afecte el correspondiente tensor de Faraday. Estas transformaciones de norma
pueden extenderse al espÍntensor: si a /{iJT 10 reemplazamos por /{ijT + Dijr donde
Bijr ~s el espÍntensor de un espacio conformalmente plano, el lado izquierdo de
la Ec. (2.b) permanece inalterado. Estas transformaciones de norma generalizadas
fueron sugeridas por Zund [15J y estudiadas por Atkins-Davis [21) en teorías de
norma no-abelianas. Vemos así que el resultado de Lanczos introduce un nuevo tipo
de transformaciones en relatividad general que amerita un análisis riguroso para
conocer sus implicaciones sobre el campo gravitacional.

Brinis [7,22,23] sugirió la existencia de un superpotencial para Rijab; sin em-
bargo, Bampi-Caviglia [6] y Massa-Pagani [24}mostraron que en general esto no es
lJosible, pero es interesante ha.cer notar que, en aquellos espacios no vacíos donde el
tensor de Riemann tiene un generador, aparece un campo escalar en analogía con
los potenciales escalares de Brans-Dicke.

Es difícil aceptar que el espÍntensor de Laneros no tendrá importancia en teorías
geométricas de la gravedad. Sin embargo, por ahora continúa siendo un objeto
"misterioso e intrigante" (como lo afirma Bireline [25]) que constitiye un atractivo
tema de investigación en relatividad general.

3. Formalismo de tétradas nulas

Aquí emplearemos la técnica de Newman-Penrose [10] (NP) Yseguiremos la notación
y convenciones de Kramer el al. [26J.

En la sección anterior mencionamos que en la literatura casi no existen espín-
tensores explícitos. Aquí remediamos en parte esta situación porque hemos logrado
obtener Kabe para espacio-tiempos arbitrarios (es decir, independientes de las ecua-
ciones de campo) tipo O, N o III en la clasificación de Petrov. Nuestro resultado
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fue posible gracias a que los potenciales de Lanczos encontrados por Becerril [17]y
Fernández [27] sugirieron una Íntima relación entre los coeficientes de espín de NP
y 1<abcj entonces fue sólo cuestión de aplicar esta sugerencia al caso general para los
tipos Petrov ya indicados.

La tétrada nula de NP la ordenamos en la forma (una barra sobre una cantidad
denota su conjugada compleja)

(Z(a)') = (m',m',/',n'), a = 1, ... ,4 (3.a)

cumpliéndose las relaciones de ortogonalidad (signatura == + 2)

(Z(a)'Z(b),) = o 1
O
O
O

O
O
O
-1

(3.b)

Las simetrías de la Ec. (2.a) implican que I\abe posee 8 componentes ('omplejas
independientes sobre la tétrada nula (las que denotaremos por Oc, e = 0, ...• 7) Y
que generan el tensor conformal por la relación

I\ abe == Tabc + T abe,

donde

- 03Vabme - 04Uabme + OS( Uabrle - Afabme)

+ f26(Afabne - Vabnle) + f27Vabnc,

con

Consideremos ahora los siguientes casos:

/) Tipos O y N

(4.a)

( 4.b)

(4.c)

En esta circunstancia. sabemos que la Ec. (3.a) se puede elegir (sin pérdida de
generalidad) de manera que el tensor de Weyl tenga la forma
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donde

(5.b)

1.114 :f:. O implica tipo N y 1.11" == O conduce al tipo O. Si en la Ec. (4.b) empleamos los
\'alorcs X, a, p, ... , son los coeficientes de {'~pín [261

rlo = -y/2, ni = -p/6, rl2 = ~/6, rlJ = A/2,

rl5= -T /6, rl6 = 1,/6, rl, = v/2,
(5.c)

entonces, sustituyendo la Er. ('La) en la Ec. (2.b) obtcf}{'mos la Ec. (5.a), de esta
manera hemos deducido explícitamente <:>1potencia.l de Lanczos para un ~ arbi-
trario tipo O o N. COllvienf' (,llfi'ltizar que' la Ec. (5.c) no c1epf'nde de las ecuaciones
de Einstein. el resultado ('S válido pilra cualquier tC'Oriil gravitacional quc utilice un
espacio-t iClllpo de los I ipos Pd rov Yil 1llC'llcionados.

2) Tipos O y 111

' .•. ~'r.l(l.~ lllllil 1)11('<\(' s('keciollarsc en forma que

con

( ""I'I}

," (' [" '[J-'••I -= 'lhJr 11 111.

(6.a)

IV:I== O g¡'III'PI l'llipo f) y \.111 "f- () !!;I'IH'ra ¡'Itipo 111. Si ('11 la EL (l.") Ulilizillll(l"

!lo= -l. !I, = -p/'l, !l2 = ~tI. n, = A,
(6.c)

!l. = -". 11, = -, /'l, !l. = II/'l, {h :;::1/.

usando la EL (I.a) ('n la El'. (:Lb) f('sultil la EL (().a) y ilsí qlll'dil ("()J]sl.rlli<!o ('1
cspínt.('n~or para cualqlli('r ¡'spill"in-I i('lllpo t.ipo O o 111 (illdep('IH!iI'IlII'IlH'nte de las
ecuaciones de campo).

Al checar la validez d(, las Ers. (!j.r, (¡.c) convielle' IIsar lils ("olloci<ia.<;dieciocho
ccuaciOfll'S de NP !2Gj, los nikulos son j('diosos lH'ro rutinarios.

Consideremos ahora algunas mrtricils de inl.f.rt~s 1'11 rl'lilti\'idad general.

i) Radiación pura, Tipo O

Este elemento de línea puede encontrarse' en la Hd. 126]EL (10.35)

2 1. '1 ( >21")ds == -2dx dI' + SI'II-(,1" ) ,/,.- + dI" , (7./l )
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elegimos entonces la tétrada nula

(m') = 2-1/2 c,c(x')(O, 1, -1, O),

(1') = (0,0,0,1),

(n') = (1,0,0,0);

que satisface la Ec. (5.a) con <ji, = ° [o bien la Ec. (6.a) con tPJ = O].
Los correspondientes coeficientes de espín se anulan salvo

/' = cot(x').

Así, la Ec. (5.c) conduce al espín tensor (4.a) con

(7.b)

(7.c)

n, = 0, r # 6,

ii) Petrov [28) tipo N

n. = 1/6cot(x'). (7.d)

d,2 = -2dx'dx' + sen2(x')dx22 + senh2(x')dxJ2,

empleamos la tétrada de NP

(m') = T'/2(0,csc(x'), -; csch(x'), O),

(1") = (0,0,0,1),

(n') = (1,0,0,0);

(8.a)

(8.b)

cumpliéndose así la Ec. (5.a) con 1J14 = 1. Se anulan todos los coeficientes de espín
excepto

A = ~(cot(x') - coth(x'))

y

/' = !(cot(x') + coth(x'));

de la Ec. (5.e) obtenemos entonces

n. = t,(cot(x') + coth(x')).

n, = Ú, a # 3,6, nJ = l(cot(x') - coth(x'))
(8.c)
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iii) Kaigorodov [29]. Tipo N

d5' = 2(kx)-'(dx' + dy') - Uu (dv + 2vx-1 dx + X du), k = ele. (9.a)

Etiquetamos las coordenadas según xl = x, x2 = y, x3 = V, x4 = li, Utilizamos
entonces

(m') = k(x/2, ix/2, -v, O),

(/') = (O,O,-Ixl/',x-I/'),

(n') = (O,O,xl/',O),

y sólo sobreviven los siguientes coeficientes de espín

(9.b)

T = -~ = v/3 = k/2,

con \ji, = 3k'/2. Así la Ec. (5.c) implica

fl,=O, aI2,5,7,

fl7 = 3k/4.

iv) Kaigorodov [291. Tipo 1lI

0= 5/3 = 5k/8,

fl, = fls = -k/12,

(9.e)

(9.d)

d5' = 2(kx)-'(dx' + dy') - 2du(dv + 2vx-1 dx

+~k-lxdy+2x'du), k=ele. (IO.a)

Las coordenadas se etiquetan como en el ca~oanterior. Trabajamos entonces con

(n') = (O,O,-J2x',O), (lO.b)

cumpliéndose la Ec. (6.a) con \113= 2-3/2iJ.:2. Los coeficientC'S de espín nos quedan

x = p = a = (= O, '1 = ,,/98 = 2>,j.I.í= (ik/4)J2,

T = /3= -~ = 0/2 = 8/153v = k/2; (lO.c)
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y usando la Ec. (6.c), obtenemos

00 = 01 = O, = O, O, = O, = -k/6,

06 = ~ihfi, O, = \': k.

03 = !jihfi,
(10.d)

Como se ha demostrado en esta sección, las componentes NP del espíntensor están
asociadas a los coeficientes de espín para los tipos O, N Y lIt Actualmente estamos
investigando si esta asociación subsiste para los tipos Petrov 1, 11 Y D.
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Abstract. The expression (or the Lanczos generator of arbitrary type
O, N or III IR .• is givcn.




