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Resumen. Se presentan los rUlItlarnentos de la geometría métrica que
F. Weinhold propuso para la t<'flllodinámica de equilibrio. F:n este con-
texto se analiza una lIl('zc!a binaria homogénea., recuperando algunas
relaciones termodinámicas conocidas y ohteniendo nuevas desigualda-
des.
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1. Introducción

Es biclI conocido quc el análisis de sistemas ('11 C{luilibrio termodinámico puede faci-
litarse considerablemente con ayuda de 'II(~1odos gráficos y gcométricos [lj. Por ejem-
plo. \V. Gibbs mostró las ventajas d£, wpn's{'ntar Ii\s propiedi\dcs termodinámicas
de fluidos simples mediante superficies {'n el cspacio fase o espi\cio de Gibbs, que
es un sistema de ejes cartesianos que repn'S('nti\tl la ellcrgía interna U. la entropía
S y el volumen V del sistema. En este tipo de g{'ometria sólo la pendiente de las
[{'ctas tangentes a la superficie (derivada...; parciales) y la superficie misma ticuen
significado termodinámico, mientras <¡lIe distancia.'i, ángulos, direcciones y otros
COIl("('ptosgeométricos natllfales no tielll'1l significado termodinámico intrínseco en
este espacio. E'sto resulta esencialm£'Il!.t' de li\ arbitrariedad de las unidades que se
escogen para los ejes coordenados y de la el('cción, arbitraria también, de los propios
('JI'S.

EIl 197,r), F. \Veinhold [1] propuso, ('11 HIJa s{'ri{' de artículos, un formalismo
geométrico para la termodinámica d(, ('quilihrio, asociando a los estados de equilibrio
termodinámico un espacio vectorial lincal con ('strll<'"1Ilfa métrica y por tanto iso~
morfo a un espacio euclideano ordinario d(' la misllli\ dimensión. El trabajo pionero
de \Veinhold abrió el camino hacia la aplicación de geometrías métricas a otros

.También Uni\'Cfsidad Autónoma ~Ietropolitalla, Unidad ¡\uapotzako.
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problemas de termodinámica, como el de la termodinámica irreversible cerca de
equilibrio (8]y el de la teoría de fluctuaciones [9]. En este trabajo presentamos una
síntesis de la termodinámica geométrica de Weinhold y se aplica como caso ilustra-
tivo a una mezcla binaria homogénea. En las tres primeras secciones presentamos
los fundamentos de la geometría de Weinhold. En la Sec. 4 se analiza el caso de
un fluido homogéneo unicomponente y en la Seco 5 se estudia la mezcla binaria
homogénea.

2. Bases termodinámicas del espacio de Weinhold

En el espacio termodinámico n-dimensional de Gibbs U,S, V, nj, con nj número de
moles de la especie j, la distancia sugerida por las coordenadas rectangulares

[(U, - Ud' + (V, - Vd' + (S, - Sd' + (nj' _ n,d'] 1/', (1)

no revela un significado físico directo. Por esta razón L. Tisza [2J, siguiendo a
W. Gibbs, observó que el espacio fase termodinámico carece de estructura méttica
intrínseca. F. Weinhold publicó una colección de trabajos en los que propone una
geometría métrica asociada al espacio fase termodinámico, llegando a través de este
camino a la recuperación sencilla y elegante de una gran cantidad de resultados
termodinámicos.

Un espacio métrico euclideano es un espacio vectorial lineal V que posee una
regla A que asocia a cada par de vectores IRi), IRj) de V, un número real p =
A(R" R,) = (R,IRj); A: V x V ~ R, tal que

con A, Jl escalares

(R. IR,} = (R,IR.),

(Rd>'R, + ¡lR,) = (R.IRj) + ¡l(R;IR,),

(2a)

(2b)

(2c)

donde = O=>IRj) es el vector cero.
Esta regla de asociación es una forma bilineal simétrica definida positiva co-

nocida como producto escalar de dos vectores lR¡) y IRj). Esquemáticamente se
tiene

espacio vectorial
lineal V + producto escalar --+ geometría métrica.

Un espacio vectorial V equipado con un producto escalar nos da la posibilidad
de medir magnitudes de vectores y ángulos entre ellos en la forma usual

IR;I = (R,IR;)'/', (3)
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(RóIRj)
IR.IIRjl"

(4 )

La ecuación fundamental para un sistema termodinámico en equilibrio se puede
escribir como

(5 )

es decir, la energía interna U se expresa corno función de las variables extensivas Xi;
i = 1,2, ... 1 r + l. A cada variable Xi se le asocia una variable intensiva conjugada
R¡, med ian te

au
R. = ax

ó
' (6 )

La primera ley de la termodinámica establece que la energía interna es una
función de estado oon diferencial exacta y por lo tanto, se puede expresar por la
condición de exactitud

i,j = l,2, ... ,T + 1. (7)

El vector t que aparece en el subíndice signillca que las derivadas parciales deben
evaluarse en tal estado de equilibrio.

La segunda ley de la termodinámica puede cnunciarse [3] mediante la afirmación
de que para un sistema aislado en un estado de equilibrio sin restricciones, la energía
interna es mínima para una entropía dada, es decir

i == 1,2, ... , r + 1. (8)

De la ecuación de Gibbs-Duhem [41

.+12:, X, dll, = O,
i=l

(9)

se concluye que, aunque las Xi; Z = 1,2, ... , r + I sean independientes, las RI;

i = 1,2, ... , r + 1 no lo son, pues la variación de una de las variables depende de la
variación de las otras r. Además, la regla de las fases de Gibbs (5] nos dice que el
número r de variables intensivas independientes viene dado por

r = e - v + 2, (10)
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donde e es el número de componentes químicos y 11 es el mímero de fases que
coexisten en el sistema.

Para establecer la equivalencia entre los principios de la termodinámica y los
axiomas (2a), (2b) y (2c), se asocia a cada dRi un vector abstracto

(11 )

y se define el producto escalar (métrica de \Veinhold) entre dos vectores IRi) y IRi)'
como

(aR.)(R,IR,) = ax, ( ( 12)

La correspondencia entre la primera y segunda leyes y los axiomas (2a) y (2c),
respectivamente, es inmediata. La linealidad de la derivada implica el axioma (2b) y
la dimensionalidad del espacio métrico de \Veinhold lVr está asociada con el número
de grados de libertad del sistema y queda dada por la regla de las fases de Gibbs

T = e - v + 2 -+ dim lVr = T,

de este modo queda construido el espacio métrico de \Veinhold.

3. Vectores y variables conjugados

Se define la matriz de Gram [6]mediante

(13 )

(C);, = (R;IR,) i,i = 1,2, ... ,r, (14 )

es claro que G es simétrica y por la independencia de las Ri

a(R"R, R,)1 =0,
a(.¥¡,)(" ,)(,) [

de donde se ve que G es no singular. Si se definen los vectores

(15 )

• " 1IR;) = 6(C- )•• IR.);
r=l

es fácil probar [11que

i = 1,2, ... , r, (16)

i,i = 1,2, ... ,r, ( 17)
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IT} 1- p)

IT}
T
Cv Vos

I-p)
T 1
rv Vt3s

15) O

IV) O

TAHLA J. Productos escalares aplicando la métrica de Weinhold.

y a partir de aquí que

OU
R¡;::: -,-,

OR,

15)

O

Cp

T

IV)

O

(18)

es decir, Ri resulta ser la variable conjugada de R¡. Se puede probar también que

( 19)

4. Aplicaciones

En general, se pUL'<1enaplicar todas las relaciones y propiedades de los espacios
Ill(;tricos al espacio de \Veinhold H'r, tales como la desigualdad de Schwarz, la matriz
de Gram, etc. De este modo cada rC'sulta<iogeomrtrico corresponderá a un rcsul.
tado termodinámico. Así, por ejemplo, para un fluido homogéneo unicomponente,
el espacio de \Veinhold. debido a la f('gla de las fa..••es de Gibbs. tendrá dimensión
r = 2,

Sea U ;:::U(S, F); es decir, .\1 ;:::S y .\2 ;:::V. Se pueden construir vectores
conjugados tales que

(/1, IH,) = b",

Los productos escalares aplicando la 1I}(~tricade \Veinhold se muestran cn la
Tabla I COIl

'¡' (iiS)rv;::: - ;
Dp V

{3s = _..1.. (OV) ,
V Op S

1 (m')/3r-- -- V Op T
y 1 (OV)os = V OT s'

Cp y Cv son los calores específicos usuales y a todos los coeficientes anteriorcs sc
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les llama coeficientes de respuesta. Las entradas de la Tabla 1 se calculan de una
manera simple, por ejemplo,

(-pl1')=-(&p) =_1'[1'(&5) ]-1 l'
&5 V &p V = - fv .

Allí se ve que las longitudes de los vectores involucrados son

(
l' ) J/2

11'1= Cv ; (
1 ) J/2

Ipl = V13s

WI = (V13r))I/'.

(20)

Aplicando la desigualdad de Sch\••..arz, por ejemplo entre IT) y 15), tenernos

(1'15) ~ 11'1151,

de donde

1 < Cp
- Cv'

(21)

o bien, Cp 2: Cv, que es una rclación termodinámica de estabilidad bien conocida.
Otra aplicación inmediata se obtiene de

(
1'V ) 1/2

cos Osv = Qp C
p
13r y (

c ) 1/2
COSOST = C~

Para un gas monoatómico ideal CV/C'l = 3/,) YOST = 39°. Como 15) es perpen-
dicular a 1- p), de acuerdo con la ecuación (17) y IT) lo es a IV), se tiene entonces
quc 1- p) y W) forman el mismo ángulo quc 11') y 15), es decir

que nos lleva inmediatamente a la bien conocida identidad

Cp /3r
Cv 13s'

donde fJr es la compresibilidad isotérmica y {3s la compresibilidad adiabática.
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5. Mezcla binaria homogénea

Ahora apliquemos las definiciones introducidas en las Secs.1-3 a una mezcla binaria
homogénea. Para este sistema tenemos la ecuación de la energía

u = U(S, V, NI, N,), (22)

con N] Y N21 números molares de las componentes 1 y 2, respectivamente, sujetos
a la restricción NI + Nz = N = consto Así, podemos definir

l' = 1" - 1'" (23)

con ¡JI Y JJ2 los potenciales químicos de los componentes 1 y ~, respectivamente. En
términos de la Ec. (23) la ecuación de la energía queda

dU = TdS - pdV + I'dN"

es decir

u = U(S, V,N.). (24)

La dimensión del espacio de .Weinhold queda dada por la Ec. (10); es decir, r = 3.
Elegimos como variables intensivas independientes a

R¡ = (aU) = T,
as V,N,

R, = (au) = _p,
av S,N,

R3 = (:~, t,v = 1',

y usamos los siguientes coeficientes de respuesta

(25)

(26)

Los subíndices que acompañan a los símholos anteriores significarán las variables
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que se mantienen constantes en la derivada correspondiente. Por ejemplo,

Las magnitudes de los vectores involucrados son

(
T ) 1/2ITI= - ,

CV,NI

( )

1/2
ISI = CPTm. IVI = (V ¡j-rJ'/2,

(27)

y los productos internos se muestran en la Tabla 11. Algunos resultados inmediatos
y ya conocidos son,

a) desigualdad de Schwarz para IT) y IS)

(TIS) ~ ITI ISI,

de donde

( )
'/21 ~ Cp,.

CV,N,

y por 10 tanto

CV,N¡ ~ CP,iJ'

b) ángulo entre vectores

cosO = (-pIV) = (f3S,NI) 1/2
P,V 1_ pi IVI f3T,.

_ (SIT) _ (CV,N.) '/2
cosOsr - ISI ITI - C

p
,. '

(28)

De la Ec. (17) tenemos que I - p) es ortogonal a 15) y IV) ortogonal" :1'),
entonces <4.



154 F. Angulo Brown y J.R. Gallardo López

IT} 1- p) Iv)

11')
l'

GV,Nl VOS,NI N1is,v

I-p)
l' 1 1

fV,N¡ VPS,N1 NI1¥S,v

1,,)
l' 1

c)V,N¡ VES,NI N]és,v

15) O O

IV) O O

IN.) O O

15) IV)

O

O

O O

Gp,IJ fT,IJ

l' T

VOP,IJ -VPT,IJ

Nnl',IJ -N1lltT,1J

IN,)

O

O

c)T,1'

T

TARLA 11. Producto interno de los vectores involucrados.

de donde obtenemos

CV,N.

CP,IJ •
(29)

relaciór;¡ bien conocida para las compresibilidades adiahática e isotérmica y los calo-
res específicos. Aplicando la desigualdad del triángulo, se obtienen resultados menos
conocidos,

1'1' + /'1 ::; 1'1'1+ 1/,1,

que puede expresarse por

I
1 1 2 ¡'/2 ('1' )1/2--+--+-- < -- +(N,8sv)-'/2

CV,N N,8s,v Nns,v - CV,N "

de donde obtenemos

o bien,

_1_<
Nns,v - (

'1' )-1/2
N, CV,N. 8s,v

(30)

1
(

'1' V ) '/2__ < JI

/'S,V - CV,N¡hs,v

Otra desigualdad proveniente de la del triángulo se ohtiene para IS} y IV}

15 + VI ::; 151 + 1V1,

(31 )
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es decir,

I 1

1/2 (C ) '/2Cp,p+ V"- + 2V" < -.lO!'. + (V¡3 )1/2T VJ',JI P,JI - T T,

y

(c "-) '/2(} < p,pf-'J',p
pp - VT

La matriz de Gram para este sistema queda dada por

T 1
CV,NI FOS,N. N,8s,v
T 1G=

rV,N. V{3s,NI N,I/Is,v
T 1 1

1>V,N¡ Vl:S,N¡ N,8s,v

y de la condición de simetría de esta matriz (7), obtenemos las relaciones

-rV,N¡ = TV"S,NI'

1>V,N= TNns,v,

Vl:S,N¡ = -N"ps,v.

La matriz de Gram conjugada está dada por (7)

( C••
_ rT,p ~'lG= V~,p

T
vJT,pVf3T.P

Nnp -N"Pr,p N,frr,p

por las condiciones de simetría llegamos a las relaciones

TVp,p = -rT,p.,

TNnp,/1 = h,p,

(32)

(33)

(34 )

(36)

Las relaciones (28) y (29) son claramente relevantes desde el punto de vista
conceptual. Las relaciones (34) Y (36) nos dan las relaciones de Maxwell para el



150 F. Angu.lo lJmwn y J.U. Callonlo I,ópc::

sistelIl<L Las desigualdades (:m), eH) y (:~2) no SOIl de interpn'lación directa, sin
embargo, sustituyendo las definiciones de las co('lIcieIltes de respuesta (!<Idas por

(26), podemos ver que la desigualdad (:\2) es comp;dibk con la ecuación (7.(j:;) de

la ¡kr. [:1]; es decir

Tvo~,¡J
c" = Cp - -1--.!1',/1

6. Conclusiones

El Ill(~t odo geométrico que propuso F. \V('in hold pa ra la 1crmod il1;t mica de equ ili brio
resulta Illl instrulllento muy poderoso para ('1 d.kulo d(' rdaciolH's \('1'lllodill;llllic<ls.

1)ll('S parte de est<lblecer \In isomorfismo ('lit 1"(' los est;Hlos de equilihrio y el ('spacio
eudidmllo. disponiendo así de todo el fOrlll<llislllo d('l álgebra lincal pitril c;ílclllos
terlnodin<ÍlIlicos. Sin embargo, el valor práctico del lIl{,todo distlIlIye al illlllll'lItar
el número de grados de libertitd, ante la proliferaci/)II de rc!<lciolH':i deri"rldas clt,
propiedades matemáticas del espacio \"C'clorial resllitalll('. Par;\ ('1 caso de la l1\('zcia
binaria homog('llea se recuperan de \lila mall<'fa simpl(' re!aciOlll's 1 illl cOllocida."

C0ll10 las ecuaciones (28) .Y (2fJ), Y se ohtiellell, Illl'cii(lllte 1111 procedillli('llto silllpl<'

talllbi{ll, relacione.s 110 tan lI.sua1cs, tales COll10 las (,cu<lciolH's (:lO)-(:Hi).
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