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Resumen. Se presentan los fundamentos de la geometria métrica que
F. Weinhold propuso para la termodindmica de equilibrio. En este con-
texto se analiza una mezcla binaria homogénea, recuperando algunas
relaciones termodindmicas conocidas y obteniendo nuevas desigualda-
des.

PACS: 05.70.-a; 02.40.4+m

1. Introduccién

Es bien conocido que el analisis de sistemas en equilibrio termodinamico puede faci-
litarse considerablemente con ayuda de métodos graficos y geométricos [1]. Por ejem-
plo, W. Gibbs mostro las ventajas de representar las propiedades termodinamicas
de fluidos simples mediante superficies en el espacio fase o espacio de Gibbs, que
es un sistema de ejes cartesianos que representan la energia interna U, la entropia
S y el volumen V del sistema. En este tipo de geometria sélo la pendiente de las
rectas tangentes a la superficie (derivadas parciales) y la superficie misma tienen
significado termodindmico, mientras que distancias, angulos, direcciones y otros
conceptos geométricos naturales no tienen significado termodinamico intrinseco en
este espacio. Esto resulta esencialmente de la arbitrariedad de las unidades que se
escogen para los ejes coordenados y de la eleccién, arbitraria también, de los propios
ejes.

En 1975, F. Weinhold [1] propuso, en una serie de articulos, un formalismo
geométrico para la termodinamica de equilibrio, asociando a los estados de equilibrio
termodindmico un espacio vectorial lineal con estructura métrica y por tanto iso-
morfo a un espacio euclideano ordinario de la misma dimensién. El trabajo pionero
de Weinhold abrié el camino hacia la aplicacion de geometrias métricas a otros
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problemas de termodinamica, como el de la termodinamica irreversible cerca de
equilibrio [8] y el de la teorfa de fluctuaciones [9]. En este trabajo presentamos una
sintesis de la termodindmica geométrica de Weinhold y se aplica como caso ilustra-
tivo a una mezcla binaria homogénea. En las tres primeras secciones presentamos
los fundamentos de la geometria de Weinhold. En la Sec. 4 se analiza el caso de
un fluido homogéneo unicomponente y en la Sec. 5 se estudia la mezcla binaria
homogénea.

2. Bases termodinamicas del espacio de Weinhold

En el espacio termodinamico n-dimensional de Gibbs U, S, V,n;, con n; nimero de
moles de la especie j, la distancia sugerida por las coordenadas rectangulares

[(T2 = U2)? + (Vo — Vi)2 + (85 — 5112 + (mjz —nie)?]) 2, (1)

no revela un significado fisico directo. Por esta razén L. Tisza [2], siguiendo a
W. Gibbs, observé que el espacio fase termodinamico carece de estructura métrica
intrinseca. F. Weinhold publicé una coleccion de trabajos en los que propone una
geometria métrica asociada al espacio fase termodinamico, llegando a través de este
camino a la recuperacién sencilla y elegante de una gran cantidad de resultados
termodinamicos.

Un espacio métrico euclideano es un espacio vectorial lineal V' que posee una
regla A que asocia a cada par de vectores |R;), |R;) de V, un nimero real p =
A(Ri, Rj) = (Ri|Rj); A: V xV — R, tal que

(Ri|R;) = (R;|Ri), (2a)
(Ri|AR; + pRy) = (Ri|Rj) + p(Ri| Ry ), (2b)

con A, p escalares
(Rj|R;) = 0, (2¢)

donde = 0 = |R;) es el vector cero.

Esta regla de asociacién es una forma bilineal simétrica definida positiva co-
nocida como producto escalar de dos vectores |R;) y |R;). Esquematicamente se
tiene

espacio vectorial
lineal V + producto escalar — geometria métrica.

Un espacio vectorial V' equipado con un producto escalar nos da la posibilidad
de medir magnitudes de vectores y angulos entre ellos en la forma usual

|Ri| = (Ri| Ri)'/?, 3)



148 F. Angulo Brown y J.R. Gallardo Lopez

(Ri|R;)

Rl 1By )

cos b5 =

La ecuacién fundamental para un sistema termodinidmico en equilibrio se puede
escribir como

U=U(X15X2a°"1xf+1)? (5)

es decir, la energia interna U/ se expresa como funcion de las variables extensivas Xj;
i=12,...,r+1. A cada variable X se le asocia una variable intensiva conjugada

R;, mediante
Ry= ——. (6)

La primera ley de la termodindmica establece que la energia interna es una
funcién de estado con diferencial exacta y por lo tanto, se puede expresar por la
condicién de exactitud

OR;

OR:i| _ 0R;
axX;

= st ii=1,2...,r+1 (7)
E 1

3

El vector f que aparece en el subindice signiica que las derivadas parciales deben
evaluarse en tal estado de equilibrio.

La segunda ley de la termodinamica puede enunciarse [3] mediante la afirmacién
de que para un sistema aislado en un estado de equilibrio sin restricciones, la energia
interna es minima para una entropia dada, es decir

a*U OR; :
Pl - Z8) s =102 et B 8
BXIZL" axX; E"“ ' " ()
De la ecuacion de Gibbs-Duhem [4]
r+l

Y XidR; =0, (9)
t=1

se concluye que, aunque las X;; ¢ = 1,2,...,r + | sean independientes, las R;;
i=1,2,...,7+ 1 no lo son, pues la variacién de una de las variables depende de la
variacion de las otras r. Ademads, la regla de las fases de Gibbs [5] nos dice que el
niimero r de variables intensivas independientes viene dado por

r=c—v+2, (10)
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donde c es el nimero de componentes quimicos y v es el nimero de fases que
coexisten en el sistema.

Para establecer la equivalencia entre los principios de la termodindmica y los
axiomas (2a), (2b) y (2¢), se asocia a cada dR; un vector abstracto

dR; & |R;), (11)

y se define el producto escalar (métrica de Weinhold) entre dos vectores |Ri) v |R;),
como

(RilR;) = (gﬁ;){_. (12)

La correspondencia entre la primera y segunda leyes y los axiomas (2a) y (2¢),
respectivamente, es inmediata. La linealidad de la derivada implica el axioma (2b) y
la dimensionalidad del espacio métrico de Weinhold W, est4 asociada con el niimero
de grados de libertad del sistema y queda dada por la regla de las fases de Gibbs

r=c—v+2->dimW, =r, (13)

de este modo queda construido el espacio métrico de Weinhold.

3. Vectores y variables conjugados
Se define la matriz de Gram [6] mediante

(G)i; = (Ri|R;) 13 =12 T (14)
es claro que G es simétrica y por la independencia de las R;

oy, Ry, ..o By)
a(XhX?:- . 1X1")

=0, (15)

£

de donde se ve que G es no singular. Si se definen los vectores

[B) = (G ValRe);  i=1,2,...,r, (16)
r=1

es facil probar [1] que

(RilRj) = 65  4,5=1,2,...,r (17)
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T) |- p) IS} V)
T 1
|T) o Vo 1 1
i 1
- - — 0 0
|=p) Ty Vs
|S) 1 0 %1 Vay,
V) 0 1 Vay VBr

TaBLA I. Productos escalares aplicando la métrica de Weinhold.
y a partir de aqui que

au

= _BE, (18)

es decir, R; resulta ser la variable conjugada de R,. Se puede probar también que

B~ R (19)

4. Aplicaciones

En general, se pueden aplicar todas las relaciones y propiedades de los espacios
métricos al espacio de Weinhold W, tales como la desigualdad de Schwarz, la matriz
de Gram, etc. De este modo cada resultado geométrico correspondera a un resul-
tado termodinamico. Asi, por ejemplo, para un fluido homogéneo unicomponente,
el espacio de Weinhold, debido a la regla de las fases de Gibbs, tendra dimension
r =2,

Sea U = U(S,V); es decir, X; = S y Xy = V. Se pueden construir vectores
conjugados tales que

(RilRy) = &

Los productos escalares aplicando la métrica de Weinhold se muestran en la
Tabla I con

1 (aV L (0SY _ 1oV
“P"V(?ﬁ); "V*’(a—p)v* "S—"v(ap);

1 /3V 1 /OV
f*T:V(a—p)T Y "*V(ﬁ)g

Cp y Cy son los calores especificos usuales y a todos los coeficientes anteriores se
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les llama coeficientes de respuesta. Las entradas de la Tabla I se calculan de una
manera simple, por ejemplo,

== (35), =7 [ (5),

Alli se ve que las longitudes de los vectores involucrados son

) T\ /2 1\ /2
m-(z) W)

I'v’

(20)
L
si= () m=wenn
Aplicando la desigualdad de Schwarz, por ejemplo entre |T) y |S), tenemos
(T1S) < |71 151, (21)
de donde
1 Se
S

o bien, Cp > Cy, que es una relacién termodinamica de estabilidad bien conocida.
Otra aplicacién inmediata se obtiene de

TV \ /2 o\ 2
cos sy = oy, CTE y coslgr = ol :
P P

Para un gas monoatémico ideal Cy/C), = 3/5 y O = 39°. Como |S) es perpen-
dicular a | — p), de acuerdo con la ecuacién (17) y |T) lo es a V), se tiene entonces
que | —p) y [V) forman el mismo éngulo que |T) y |S), es decir

cos? 0_pv = cos® Ogr,

que nos lleva inmediatamente a la bien conocida identidad

S _br
Cv Bs’

donde fr es la compresibilidad isotérmica y Bg la compresibilidad adiabatica.
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5. Mezcla binaria homogénea

Ahora apliquemos las definiciones introducidas en las Secs.1-3 a una mezcla binaria
homogénea. Para este sistema tenemos la ecuacion de la energia

U=U(S’V3N1yN2)’ (22)

con Ny y N;, niimeros molares de las componentes 1 y 2, respectivamente, sujetos
a la restriccion Ny + Ny = N = const. Asi, podemos definir

B = [ — K2, (23)

con 1 y p2 los potenciales quimicos de los componentes 1 y 2, respectivamente. En
términos de la Ec. (23) la ecuacién de la energia queda

dU =TdS — pdV + pdNy,
es decir
U=U(S,V,Np). (24)

La dimensién del espacio de Weinhold queda dada por la Ec. (10); es decir, r = 3.
Elegimos como variables intensivas independientes a

au
R = (—) =il
BS VN,

au
R=(37)  =-» 2
av SN (25

y usamos los siguientes coeficientes de respuesta

cur(l) rr(®)  eer(f)
i) ) b

_i(%) \y_i(?.ﬂ) B oM
T=N \or =™\ p "M \ou )

Los subindices que acompaifian a los simbolos anteriores significaran las variables
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que se mantienen constantes en la derivada correspondiente. Por ejemplo,

aS
Cou=T (_")
alj,,.

Las magnitudes de los vectores involucrados son

T

1/2
|T| N (m> ) l - pl = (VﬂS,Nl)_Uza |F‘| = (NI’SS,V)_]/Z:
1

’

c 1/2 )
s1=(%22) ", M=wan, M= (nor )

¥ los productos internos se muestran en la Tabla II. Algunos resultados inmediatos
¥ ya conocidos son,

a) desigualdad de Schwarz para [T) y |S)
(T1S) < T 181,
de donde
. ( Cou )1/2
= L B, )
y por lo tanto

CV.M < Cpus (28)

b) dngulo entre vectores

_ {=plV) _ (Bsnw, 12
cos by = ) Vi = " ,

_{SI1) _ (Cun, 1/%
cos st = IS|IT] ~ \ C,, '

De la Ec. (17) tenemos que | — p) es ortogonal a |S) y |[V) ortogonal & 1),
entonces ¢

cos? 0_pv = cos? Os.T,
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IT) |- p) [1) IS) V) |Ny)
5 g 1 1
T 1 0 0
) Cv N, Vasn, Nirsv
i 1 1
— = 0 1 0
|=n) Ty, VBs,w, MNV¥sy
8 1 1
0 0 1
) Qv N, VEs Nibsyv
() I'r by
k 1 PM WM P
1) 0 0 T T T
|V} 0 1 0 Vap‘,, _VﬁT,,u VET.p
|N1) 0 0 1 Nl'Yp,u —N!WT,LG Nl‘ST,p
TaBLA II. Producto interno de los vectores involucrados.
de donde obtenemos
Bsn _ Cvm, .
—_— = =" (29)
Br.u Cr,u

relacién bien conocida para las compresibilidades adiabatica e isotérmica y los calo-
res especificos. Aplicando la desigualdad del triangulo, se obtienen resultados menos

conocidos,
1T+ p| < |T| + |l

que puede expresarse por

1 1 9 1/2 T 1/2 i
—1/2
Cv.n ki Mésy % Nyysy (CV,N) + (Madsy )™
de donde obtenemos
1 =1i/3
(%) (30)
Nyys,v NiCy o bsy

o bien,
(31)

1/2

()"
A Cv.nbsyv

Otra desigualdad proveniente de la del triangulo se obtiene para |S) y |V)

1S+ VI< S|+ VI,
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es decir,

Orn % Vibrut2Va,

1/2 c. A\ /2
P 1/2
> <(Z2)" +wann

1/2
gy < (%) (32)

La matriz de Gram para este sistema queda dada por

if g 1 1
Cviny Vagy,  Nibsy
T 1 1
e | - _ 33
Fvn,  VBsw, N¥sy (33)
iy 1 1

vy, VEsy,  Nibsy
y de la condicién de simetria de esta matriz [7], obtenemos las relaciones
_FV,NI - TV&S,N] H
ov,y = TNiysyy, (34)
VEsn = —Mysy.

La matriz de Gram conjugada esta dada por [7)

Gou  _Trw o1y

G T T T
=1 ¥auy VBr, VEry |°

My =Nipr, Nidry

por las condiciones de simetria llegamos a las relaciones

TVpu =-Tr,,
TNI'Yp,ﬂ = ¢T.p, (36)
—NI‘QL‘T‘# = VET';,.

Las relaciones (28) y (29) son claramente relevantes desde el punto de vista
conceptual. Las relaciones (34) y (36) nos dan las relaciones de Maxwell para el
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sistema. Las desigualdades (30), (31) v (32) no son de interpretacién directa, sin
embargo, sustituyendo las definiciones de las coeficientes de respuesta dadas por
(26), podemos ver que la desigualdad (32) es compatible con la ecuacion (7.65) de
la Ref. [3]; es decir

TV

C[! = (’P = ‘[iT“L

6. Conclusiones

Il método geométrico que propuso F. Weinhold para la termodindmica de equilibrio
resulta un instrumento muy poderoso para el cileulo de relaciones termodindmicas,
pues parte de establecer un isomorfismo entre los estados de equilibrio y el espacio
cuclideano, disponiendo asi de todo el formalismo del algebra lineal para cailculos
termodinamicos. Sin embargo, el valor practico del método dismuye al aumentar
el nimero de grados de libertad, ante la proliferacién de relaciones derivadas de
propiedades matematicas del espacio vectorial resultante. Para el caso de la mezcla
binaria homogénea se recuperan de una manera simple relaciones tan conocidas
como las ecuaciones (28) y (29), y se obtienen, mediante un procedimiento simple
tambi¢n, relaciones no tan usuales, tales como las ecnaciones (30)-(36).
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Abstract. The metric geometry of F. Weinhold for equilibrium ther-
modynamics is introduced. In this context, a binary homogeneous mix-
ture is analyzed. Some well known thermodynamics relations are recu-
perated and new inequalities are obtained.





