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Resumen. Se comentan los principales resultados conocidos sobre
espacio-tiempos inmersos en E5 con fluido perfecto. Como herramienta
matemadtica se emplea el formalismo de Newman-Penrose.

PACS: 04.20.-q; 04.90.+¢

1. Introduccién

Entendemos por un 4-espacio a un espacio de cuatro dimensiones, que en general
puede ser curvo (espacio de Riemann R4). En particular, el espacio-tiempo fisico es
un 4-espacio.

Cuando un espacio de Riemann de n dimensiones R, se puede sumergir en otro
espacio plano de mayor nimero de dimensiones Ep, con m > n, entonces quiere decir
que podemos encontrar m funciones Y* = Y*(X7 ) donde Y* son las coordenadas de
E y X7 son las coordenadas de R,,.

Los espacios R, que se pueden sumergir en FE,,, se clasifican de acuerdo al si-
guiente criterio: sim—n =k > 1, R, es de clase k. Asi, pues, un Ry de clase uno sera
un espacio que se puede sumergir en otro espacio E5. Consecuentemente, un espacio-
tiempo de clase uno con fluido perfecto (no existen turbulencias ni fenémenos de
viscosidad) serd un espacio cuya curvatura es producida por un fluido perfecto y
que se puede sumergir en un espacio Es.

Ademaés de lo anterior, es necesario hacer notar que sumergir un R, en un
Erm, como los arriba definidos, geométricamente significa que dado un evento P? en
Ry, podemos escoger un sistema coordenado anclado en el evento, el cual tendrd
asociados vectores tangentes y normales a la hipersuperficie R,,.

2. Resultados importantes sobre fluidos perfectos

En el presente trabajo se emplearan la notacién y convenciones de [6b, 24, 25, 28].
Un 4-espacio de clase uno, cuya curvatura es producida por un fluido perfecto se
puede escribir, a partir de las ecuaciones de Linstein, en la forma

Gub+09ab = (E+T)Uan+T5'ub 3 u.ue =—1, (1)
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donde C es la constante cosmolégica y U;j, E y T son la velocidad, la densidad y
la presién del fluido, respectivamente. En ¢l presente trabajo analizaremos métricas
que son soluciones de (1). Sera necesario, entonces, un resumen de los principales re-
sultados sobre fluidos perfectos, de importancia para nuestro estudio. Los signientes
son los mas interesantes:

1. Szekeres [1] y Greenberg (2] probaron que no existen soluciones de (1) tipo
Petrov N con C =1 = 0.

2. Wainwright [3] ha hecho un estudio muy completo de métricas algebraica-
mente especiales que cumplen (1), tales que su vector de Debever-Penrose [4] defina
una congruencia nula geodésica, sin deformacién ni expansién., En particular, obtuvo
el interesante resultado en forma de

TEOREMA. La dnica solucién algebraicamente especial de (1) con
tipo Petrov distinto de (0 con T = 0, cuya congruencie nula re-
petida s geodésica, sin rotacion ni deformacion es la métrica de

Godel [3), (2)

y se puede probar que dicha métrica no es de clase uno [6a,b, 7).

3. Wainwright [8] y Carminati-Wainwright [9] han realizado un analisis muy
detallado de soluciones de (1), tipo Petrov D con T' = 0.

4. La tinica solucién tipo Petrov III que se conoce de (1) con €' =0, fue obtenida
por Allnut [10] donde la correspondiente congruencia nula repetida es geodésica, no
rota pero si se deforma y se expande.

5\ Bonnor-Davidson [11] hallaron una solucién de (1) tipo Petrov Il con Eh= 1L
La congruencia principal repetida es geodésica, no se deforma ni rota pero si se
expande.

6. Usando la técnica de inmersién, Stephani [12, 13] determiné todas las solucio-
nes de las ecuaciones de Einstein para fluido perfecto de clase uno, tipo Petrov 0 y
aceleracién cero de la materia. Afirma que todo Ry tipo Petrov 0 con fluido perfecto
es de clase uno, lo cual es falso [14]. Tal afirmacién es correcta cuando (£ — C) #0.

7. Barnes [15] utilizé la ecuacién de Gauss, que mas adelante comentamos, para
obtener los tipos Petrov compatibles con los tipos Churchill-Plebafiski [16, 17] para
los tensores de Ricci y segunda forma fundamental, de donde obtuvo el siguiente

TeoreEMA. Todo fluido perfecto de clase uno es tipo Petrov 0 o
D y by sélo puede ser [L(111)] o [11(11)] respectivamente. (3)

Ademas de escribir de manera explicita tales métricas, (3) implica que no es ne-
cesario pedir el tipo D. Por tanto las mencionadas soluciones de Allnut y Bonnor-
Davidson no son sumergibles en Fs. También es inmediato el teorema demostrado
por Pokariyal [18]

TEOREMA. Cualquier espacio-tiempo de clase uno para el cual los
divisores elementales de b;j son reales, pero no simples, no admite
distribucion de fluido perfecto. (4)
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8. Krishna Rao [19] estudié (1) con C = 0 y probo los teoremas

TEOREMA. Todo fluido perfecto inmerso en Es y con simetria
esférica es lipo Petrov 0 o D, (3)

TEOREMA. Todo fluido perfecto tipo Petrov 0 con simetria esférica
es de clase uno (6)

TEOREMA. Todo fluido perfecto con simetria esférica y ecuacion
de estado E = 3T es tipo Petrov 0 de clase uno. (M)

La solucién interior de Schwarzschild es sumergible en Es debido a (4); y Tikekar [20]
obtuvo una métrica que cumple con (7).
9. Szekeres [7] probé los teoremas

TEOREMA. Si By con fluido perfecto es de clase uno entonces el
flutdo no debe rotar. (8)

TEOREMA. Si Fy estd inmerso en Ej con fluido perfecto y presion
cero (T'=0) entonces el espacio-tiempo es de Friedman (tipo Pe-
trov 0). (9)

En particular, estos resultados impiden que la métrica de Godel (fluido perfecto con
rotacién y presién cero, tipo Petrov D) sea de clase uno.

Goldman-Rosen [21] han utilizado fluidos perfectos inmersos en Es para cons-
truir modelos cosmolégicos en relatividad general. Por tltimo, es importante hacer
notar que hasta la fecha nadie ha publicado una métrica tipo Petrov I, I o III de
clase uno.

3. Las ecuaciones de Gauss y Codazzi

Las ecuaciones que gobiernan la inmersién de un Ry en un pseudoeuclidiano son
Bijke = e(bitbjc — bichji), ecuacién de Gauss (10)
bk = bik.d, ecuacién de Codazzi (11)

donde e = +1 es el indicador de la normal a Rj.

Ademas, la ecuacién de Gauss genera una identidad vélida para todo Ry de
clase uno

- K,
R™ y Rjmpa = ~ g Mateas (12)

siendo "Rjmgt definido como el dual simple del tensor de Riemann, Rjmqr; K2 esel
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invariante de Lanczos en términos del doble dual *R**™ como Ky = 'R*ijkaijkm
y el tensor de Levi-ilivita ¢, definido por medio de los simbolos de Levi-Civita

COMO Nijkm = —/—g€ijkm €ON
1  si(ijkm) es permutacion par de (1234)
€ijkm = § —1 si (ijkm) es permutacién impar de (1234)
0  en los demas casos

y g es el determinante del tensor métrico.

La proyeccién de (12) sobre la tétrada nula da como resultado las ecuaciones
de Collinson [22] tipo Newman-Penrose [23], las cuales son comentadas en [6b], en
términos de las cantidades 1, y @45 ¥ sus complejos conjugados Ya ¥ bap respecti-
vamente.

4. Fluidos perfectos de clase uno

Nuestro interés, ahora, es estudiar R4 con fluido perfecto de clase uno. Mostra-
remos, usando el formalismo de tétradas nulas, qué tipo de espacios pueden ser
de clase uno. Asi pues, de lo expuesto en la Sec. 3, se puede deducir que basta
construir una tétrada real ortonormal para estudiar R4 con fluido perfecto. En
efecto, tomemos una tétrada ortonormal con e(4)y = up esto es, el vector unitario
temporal coincidente con la velocidad del fluido. Entonces, definimos la tétrada nula
de Newman-Penrose en la forma

"= %(emr ~ieg))
= %(6(4) +eg )4), (13)
e %(%f ~ e ):

siendo m" el complejo conjugado de m” e = \/—1. Proyectando ahora (1) sobre (13)
obtenemos

R=—E+3T +4C, oo =¢n=2¢n=—5(E+T)#0, (14)

siendo cero las restantes ¢y de las identidades de Collinson en [6b].

Hemos supuesto (£ +T') # 0, pues de lo contrario 4 se convierte en un espacio
de Einstein, coincidiendo con el modelo de DeSitter para clase uno [6a,b, 7].

Al sustituir (13) en las identidades de Collinson [6a,b] obtenemos que las con-
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diciones para el tensor de curvatura son

Yo =14, V1=—v3, 2=, (15a)
B R
o1 + (¢‘2 # '6") =0, (15b)
Yo ( P2 + 1};) +,2 =0, (15¢)
R
REE (¢‘2 + — ) Yotho + 241y = 0. (15d)

Si suponemos 1 # 0, entonces de (15b) y 1 (15¢) = 0 obtenemos

Y1y — (?/)2 + %) ( —tg + 1R2) =0. (16)

Por otro lado el complejo con]ugado de (15b) y la cantidad (15¢) implican ot =
- (1;,2 + & ) o (=2 + 12) + 1/;1 = 0, que al multiplicarse miembro a miembro
y con (16) da.n

2
Yotbo + (u‘)z + %) =0, (7)

que es una relacién de la forma a® + b* = 0, con a y b reales, y por tanto a = b = 0,
es decir 1y = ¥y + %— = 0, que sustituyendo en (15) resulta ¢; = 0 en contradiccién
con nuestra hipotesis. Consecuentemente, ¥; = 13 = 0 y las relaciones (15¢, d) nos
quedan

R

!.bu( ¢2+12

) 0, 3¢2(¢2+R) sty =0, (18)

de donde se obtienen las posibilidades:
(A) vo = 0, entonces por (15a) 14 =0 y (18)

U (%!'Jz + ?) =0 (19)

elacion obtenida por Krishna Rao [19] para fluidos perfectos con simetria esférica;
qui no hemos empleado simetria alguna.
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De (19) resultan dos opciones:

(Ai) 32 = 0, por tanto, Ry es tipo Petrov 0
(Aii) by # 0, por tanto, ¥, = —& #0, siendo Ry tipo Petrov D. (20)

(B) 3 # 0, entonces de (15a, 18)

" R

fiac= 1 il e s = 21
Yy =t #0, ot 16 #0, s > (21)

de donde, empleando el algoritmo presentado en [24] para determinar el tipo Petrov
mediante el formalismo de Newman-Penrose [25], se concluye que Ry es tipo D.

Como (20, 21) son las tinicas posibilidades para un fluido perfecto, hemos obte-
nido el teorema

TEOREMA. Todo fluido perfecto (con o sin constante cosmoldgica)
de clase uno es tipo D o conformalmente plano, (22)

demostrado por Barnes [15] mediante la clasificacion de Churchill-Plebanski [16, 17,
26, 27] de bae ¥ Rij, la cual, como puede observarse, no fue necesario usar.
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