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Resumen. Se determinan superpotenciales para el 4-potencial y el
tensor de Faraday del campo electromagnético producido por una carga
puntual en movimiento arbitrario. Nuestro método también proporciona
una construccién alternativa del potencial de Weert [13].

PACS: 03.30+p; 03.50.-z; 03.50.De

1. Introduccién

El problema del movimiento de una particula cargada en el espacio de Minkowski es
un tema de activa investigacién porque aiin no se ha contestado sin ambigiiedades a
la pregunta: ;qué ecuacién de movimiento toma en cuenta la interaccion de la carga
puntual con el campo electromagnético que ella misma genera? Muchos investiga-
dores aceptan que dicha ecuacion es la encontrada por Dirac [8] (véase también la
Ref. [19]), sin embargo, éste obtiene su ecuacién eliminando los términos divergentes
mediante la renormalizacién de la masa; otros deducen esta ecuacién modificando
el tensor de Maxwell T de Liénard-Wiechert para evitar asi los infinitos en la
posicién de la carga. Todos los métodos publicados para deducir la ecuacién de
Lorentz-Dirac poseen alguna deficiencia: suposiciones ad hoc [2,3,4,5], renormali-
zacién de masa [8,19], modificaciones arbitrarias de T [7], etc. En nuestra opinién,
antes de intentar deducir la ecuacién de movimiento de una carga, debemos conocer
mas sobre la estructura de la solucién de Liénard-Wiechert y pensamos que el con-
cepto de superpotencial puede [vednse los comentarios que siguen a (3.b)] aportar
nueva informacién sobre el campo electromagnético radiado por la particula. Aqui
radica nuestro interés en superpotenciales (que se discuten en la Sec. 3) para el
4-potencial y los tensores de Faraday y Maxwell. El concepto de superpotencial fue
creado por Freud [11,20]: él obtuvo un superpotencial para el pseudotensor canénico
de energia y momento gravitacional de Einstein, introduciendo asi la idea de que,
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cuando la divergencia de “algo” es cero, entonces debe existir un potencial que
genere ese “algo” (al respecto, consiltese el reciente trabajo de Illge [12]). En la
Sec. 3 construimos superpotenciales para A¢ y F% de Liénard-Wiechert.

Asi, (2.c,d) seran inmediatas a partir de la existencia de esos potenciales. Por
otro lado, la inquietud por entender la dinamica de la carga conduce en forma
natural a considerar el empleo de las coordenadas de Newman-Unti [1,22] (NU) que
toman en cuenta el movimiento de la carga.

En este trabajo, usando las coordenadas de NU obtendremos superpotenciales
para el cuadripotencial del campo electromagnético y para los tensores de Faraday
y Maxwell (parte acotada) de Liénard-Wiechert.

2. Coordenadas de Newman-Unti

Newman-Unti [1] construyeron un sistema de coordenadas que se adapta notable-
mente al estudio de situaciones fisicas donde los campos correspondientes (por ejem-
plo, el campo electromagnético), dependen de efectos retardados y de la trayectoria
¢*(u) de una particula, es decir, el estado de movimiento de una masa puntual
participa explicitamente en la construccién de este sistema de coordenadas. Estas
coordenadas de NU pueden adaptarse a espacio-tiempos curvos asintéticamente pla-
nos a partir de lo cual Newman et al. [2,3,4,5] han propuesto un nuevo método de
analisis del problema del movimiento en relatividad general.

En el espacio de Minkowski, lo méas comin es usar el sistema coordenado
(z,9,2,t) (velocidad de la luz = 1), lo que conduce al elemento de linea

ds® = de® + dy? + d2* - di®. (l.a)

La métrica en estas coordenadas adquiere gran simplicidad, sin embargo, esto
no implica que otros objetos (por ejemplo el tensor de Faraday) tengan también
expresiones simples en dichas coordenadas. La idea basica de NU [1] consiste en
construir un nuevo sistema coordenado, que denotaremos por (z!,z%, 2% = r 2% =
u), de manera que se simplifique la expresién para el campo de Liénard-Wiechert
aurique se sacrifique la simplicidad de la métrica (1.a).

Tomemos una curva arbitraria tipo-tiempo ¢*(u) en el espacio de Minkowski
(que después haremos coincidir con la trayectoria de una carga puntual), donde u es
el tiempo propio correspondiente a esa linea de universo; las coordenadas (z, y, zyt)

y (z',2%,r,u) se relacionan entre si por las expresiones (1,6] (: = v/-1)

_ r(n +17) _ 2 ir(n — 1)
z=q (u)+ 23./2101 y“‘?(“)'f'"w
r(ng — 1) r(nq +1

2= ¢+ g t=g*(u) + T+ L) (1.b)

23/2p
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donde n = z! + iz%, un punto sobre una cantidad denota su derivada respecto a u
y una barra su conjugada compleja y r es la distancia retardada [7,15] del evento
(z,y,2,t) a la trayectoria ¢*(u). Nétese que en la funcién p esta involucrada la 4
velocidad ¢°, es decir, las coordenadas de NU ya poseen intrinsecamente informacion
sobre el movimiento de la particula.

Al sustituir (1.b) en (1.a), la métrica obtiene la forma

) . 2p 2

ds* = ggpdz"dzr’ = s—dndy — 2drdu — [ 1 - —r du (1.c)

2p p

o sea,
L0 0 0
2
_ 0 32 0 0

- ; 1.d
(9ab) 0 6 0 = (1.d)

0 0 -1 —(1-2tr)

Evidentemente, (1.c) es mas complicada que (1.a), sin embargo, mas adcante
veremos que esto introduce una simplificacién en las expresiones del campo electro-
magnético radiado por una carga puntual. Obsérvese que en (l.c,d) aparece p, lo
que significa que la aceleracion ¢® de la particula interviene en la construccion de la
métrica del espacio-tiempo.

A continuacién mostramos algunos resultados que son de gran utilidad al cons-
truir superpotenciales.

Como en las ecuaciones que gobiernan a los superpotenciales aparecen derivadas
covariantes, entonces es necesario conocer los simbolos de Christoffel diferentes de
cero, estos resultan ser

140 1
I 1 _p2_ P 1_1p2_
[y=-Typ=T3= —;%, [3=T3= =
10

2 P r

1-\1:15 =-Tj1 =Ty = —5—3J2a Fl% = Fzg = _2p2
4

Tf=Ti=-Tgd=Ts= S (L.e)
rl__?p_zié pﬂ__‘zl_a 4
4 r ozl \p/)’ . r dz2 \p
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FI:%:IJ%:*Q_pz (1_71};) [‘42=3?“ (;) —T;—;.

Es importante notar que I',} depende de p, es decir, aparece la superaceleracién (7]
¢*(u) de gran relevancia en la ecuacién de Lorentz-Dirac [8] que describe el movi-
miento de particulas clasicas cargadas que toma en cuenta la reaccién de radiacién.

Por otra parte, como el tensor de curvatura correspondiente a (1.e) debe anu-
larse puesto que el espacio de Minkowski es plano (no consideramos la presencia de
gravitacién), entonces obtenemos las siguientes identidades para p

1&d8)
= = e =0,
an |7 an \p

0 1@] 1

o poa) = 52 .

8p

* (p\ b
42~—+(~)+-=0
Panan \p) " p

que nos seran de gran utilidad cuando construyamos el superpotencial para el tensor
de Faraday.

El campo de Liénard-Wiechert es el campo electromagnético producido por una
carga puntual e en la relatividad especial. Es complicado escribir dicho campo en
forma explicita [9] componente a componente en coordenadas (z,y,z2,t), sin em-
bargo, si se usan las coordenadas de NU (z!, 2%, r, u) se obtienen expresiones simples
para los correspondientes 4—potencial A€ y tensor de Faraday Fab = _ pba [1,10]

(49) = e (0,0, 2 %) (2.0)

y % = ( excepto por

o Sop B {15
r?2 gzl \p)’

p o 2t 8 (B) (2.8)
r? 9z \p

34 €

F Sl

que satisfacen la condicién de Lorentz ( ; denota derivada covariante)

A% =0, (2.¢)
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y las ecuaciones de Maxwell en el vacio,
Fab;b = 0. (Zd)

De la ecuacion (2.b) es claro que, en ausencia de aceleracion ((jb =0= p=0)sdlo
subsiste el término tipo Coulomb —e/r?. Enfatizamos que (2.a,b) son validas no
importa qué tan complicado sea el movimiento de la carga.

3. Superpotenciales para A°y [

Cuando hablamos de superpotencial (o potencial para ser mas breves) pensamos
en un objeto tensorial que al diferenciarse da origen a otro tensor que cumple
con una ley de conservacién (ecuacién de continuidad); pensamos entonces que el
superpotencial construido es en este sentido mas basico, mas primitivo, revelando
parte de la estructura oculta del campo a que da origen, en nuestro caso el de
Liénard-Wiechert. Como antecedente recordemos que en electrodindmica, Weert [13]
utilizé coordenadas minkowskianas para obtener el superpotencial

Kijr=—Kjir
B B

de la parte acotada [14,15,22] (es decir, aquella que predomina cerca de la carga)
T i del tensor de Maxwell asociado al campo de Liénard-Wiechert
B

T = Kb (3.a)

B B i)

lo que hace evidente la ley de conservacion fuera de la linea de universo

T® =0. (3.b)

B

La relacion (3.a) es muy util porque ahorra muchos calculos al determinar los flujos
de energia y momento a través de hipersuperficies (por ejemplo tubos de Dirac [8] o
de Bhabha [16])-Synge [7]) lo que es basico para la deduccién de la ecuacién de movi-
miento de la carga. Ademas, K ;;, puede interpretarse fisicamente como la densidad

de momento angular intrinseco del campo electromagnético radiado [15,17].

Nuestro objetivo es construir superpotenciales para el 4-potencial y el tensor
de Faraday, para elio procedemos como sigue:
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1. Superpotencial para A®

Buscamos un tensor antisimétrico W% tal que
b b
A=W, (4.a)

de esta manera la ecuacién (2.c) se transforma en una identidad. Si en (4.a) damos
valores al indice b y empleamos las Ecs. (1.e, 2a) resulta un sistema de ecuaciones
que admite la solucién (no tinica)

Whe =9 excepto W3 = —W* = —g. (4.0)

Si sustituimos este resultado en (4.a), obtenemos el cuadripotencial A¢ dado en la
ecuacion (2.a), es decir Web genera el 4-potencial; entonces podemos escribir en
forma tensorial

W = = (*ke - vk?), (4.c)

F44

donde v° es la 4-velocidad de la particula y k€ es el vector nulo que une al punto de
observacién fuera de la trayectoria con el respectivo evento retardado. La expresion
(4.c) es valida en cualquier sistema coordenado, por ejemplo, en coordenadas de NU

(v°) = (0,0, 1‘2,1) . (k) = (0,0,r,0) (4.d)
que al sustituir en la ecuacion (4.c) implica directamente (4.b).
2. Superpotencial para F*

Debemos encontrar un superpotencial K ;;, = — K j;; tal que
F F
Fab — Ip{ucb;c (5(])

y se satisfagan asi de manera inmediata las ecuaciones de Maxwell. Si en (5.a)
damos valores a la pareja de indices [ab] y utilizamos las Ecs. (1.e, 2.b) obtenemos
que K %¢ =0 excepto

F

KMl _ 13 _ s _ 223_1’
F F F T

K32 g3 _ 8 _ 2@@ (5.b)
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Haciendo uso de las propiedades (1.f) puede verificarse de inmediato que se satisface
la relacién (5.a). En forma tensorial podemos escribir las expresiones (5.b) como

Ko = —e|[(M® 4+ M*)(am® 4+ am®) + 2(av®
F

+ ad®)n® 4 2(av® + E\rﬁ“b}lc] (Be)

donde hemos empleado la tétrada nula de Newman-Penrose [18]

(0,0, —% + Er, l)
P

(mz:) = f—j(i,—l,O,D), (16)

i dp (5.d)
)= 07011701 o=
(n) = (0,0,1,0) -~
v = ntmb — nbmt Ut = med — mbie
M® = m®mb — mPm® + nb — 1bn®.

No dgbemos olvidar que la expresién (5.c) no es unica puesto que es posible construir
un superpotencial K 44, que dé un tensor de Faraday idénticamente cero
F

o= Ko, (6.a)
F
en efecto, las ecuaciones (l.e, 6.a) implican K = ( excepto [usando nueva-
7 o
mente (5.d)]
-~ p3 -~ p3 -
B =P esdecir: K% =—L_(M®+ M®)nc, (6.b)
F rl F 2r®

asi que al resultado (5.c) puede agregarsele la ecuacién (6.b) sin alterar el tensor
obtenido en (5.a).

Los resultados expresados en las Ecs. (4,5,6) son nuestra principal aportacion,
ignoramos si estos generadores tienen algin significado fisico como K ,;r, 0 si son
de utilidad practica en determinados cdlculos, sin embargo, creemosaque estos re-
sultados arrojan nueva luz sobre la estructura del potencial electromagnético y de
las ecuaciones de Maxwell.

Otro de nuestros objetivos es demostrar que las coordenadas de NU y relaciones
semejantes a las expresadas en las Ecs. (4.a, 5.a) permiten, siguiendo este método,
construir el superpotencial K .3, de Weert [13]; este autor empled las coordenadas

B
(x,y,2,t) pero no indicé el procedimiento para su obtencion. Las componentes, en
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las coordenadas de Nu,.de la parte acotada (14,15,22] T, del tensor de Maxwell
B

estan dadas por

i 2 "%PB. 718 _ _2(2113i B)
B B o B rt 9zl \ p,
§.2,7 3 . )
,1.33:_2613 (i‘ P ’ TM:,(— (T.G)
B R I 258

que en base a las Ecs. (l.e, 3.a) implican que

K131 _ e _ Zonf :
i B 21 B 2

2.9 . 2eip? ¢ )
Jrae 72:21 4 . K2 = lti ‘d-) L
& rd o Or! P B rd e \p

0, en forma tensorial

2

5 e . -
I abe — = ( pibme 4 1:“bmf) +
= 7o

S

' -~

3

-
[uv“b + ot — r(.-‘\l“b - J\J“")]n‘. (7.c)
A

r

donde

. 0 fip
= Yp— - T
v ..rpa?} (p) (7.d)

lo que coincide con el resultado de Weert [13].

4. Conclusiones

En coordenadas minkowskianas se conoce [15,21] una expresién para el superpoten-
cial K% pero queda en términos de integrales sobre la linea de universo de la carga,

esto es, es de cardcter no local, en otras palabras: el aspecto radiativo de K . lo

R
hace depender de la historia pasada del electrén. Por otro lado, hemos visto que las
coordenadas de NU llevan intrinsecamente informacién sobre el movimiento de la

particula, es muy posible entonces que en estas coordenadas la expresion para i\ 4,

R
que genera al campo radiado, sea muy simple y no contenga explicitamente integra-
les sobre la trayectoria, es decir, que las propiedades no locales del superpotencial
queden inmersas en el propio sistema de coordenadas.
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Proponemos entonces el siguiente problema:

En coordenadas de NU construir un superpotencial K g para la
R

parte radiativa [14] T w, (8.a)
i

es decir, obtener un superpotencial con la propiedad

Tnb s JE rwb;C. (8.b)
i R
de donde es inmediata la ley de conservacion T“b_b =l
B .7 .
Las componentes en coordenadas de NU de Ty son [véase (7.d))
R
2¢? _
T® —0 excepto TH="—ww (8.c)
% i 72

que junto con las Ecs. (1.e, 8.b) conducen a un sistema de ecuaciones diferenciales
que, por ahora, no hemos tenido éxito en resolver.
Cabe aclarar que la expresion en coordenadas de NU para K g4 no se puede

obtener a partir de la correspondiente expresion minkowskiana debRido a la presencia
de las integrales ya mencionadas.

Agradecemos al drbitro la cuidadosa lectura de nuestro trabajo y sus multiples
observaciones, que mejoraron la presentacion de las ideas y resultados.
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Abstract. Superpotentials for the 4-potential and Iaraday’s tensor
of electromagnetic field due to an arbitrarily moving point charge are
found. Our method also gives an alternative construction of the Weert s
potential [13].





