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Resumen, Se determinan superpotcllcialcs para el 4-potencial y el
tensor de Faraday del campo electromagnético producido por una carga
puntual en movimiento arbitrario. Nuestro método también proporciona
una f()l\struccióll alternativa del potl'ncial de Wcert [13J.

PACS: 03.30+Pi 03.50..zj 03.50.De

L Introducción

El problema del movimiento de tina partícula cargada en el espacio de 1.1inkowskies
un tema de activa investigación porque .nín no se ha contestado sin ambigüedades a
la pregunta: ¿qué ecuación de movimiento toma en cuenta la interacción de la carga
puntual con el campo electromagnético que ella misma genera? ~Iuchos investiga-
dores aceptan que dicha ecuación es la encontrada por Dirac [8] (véase también la
Ref. [19]), sin embargo, éste obtiene su ecuación eliminando los términos divergentes
mediante la renormalización de la masa; otros deducen esta ecuación modificando
el tensor de !\laxwell Tflb de Liénard- \Viechert para evitar así los infinitos en la
posición de la carga. Todos los métodos publicados para deducir la ecuación de
Lorcntz-Dirac poseen alguna deficiencia: suposiciones ad hoc [2,3,4,5], renormali.
zación de masa [8,19], modificaciones arbitrarias de Tab [7], etc. En nuestra opinión,
antes de intentar deducir la ecuación de movimiento de una carga, debemos cunocer
más sobre la estructura de la solución de Liénard- \Viechert y pensamos que el con.
cepto de superpotencia! puede Iveánse los comentarios que siguen a (3.b)] aportar
nueva información sobre el campo electromagnético radiado por la partícula. Aquí
radica nuestro interés en superpotencia les (que se discuten en la Sec. 3) para el
4-potencial y los tensores de Faraday y ~laxwe11.E! concepto de superpotencia! fue
creado por Frcud (11,20J:él obtuvo un superpotencial para el pseudotensor canónico
de energía y momento gravitacional de Einstein, introduciendo así la idea de que,
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cuando la divergencia de "algo" es cero, .entonces dcbe existir un potcncial que
genere ese "algo" (al respecto, conslÍltese el reciente trabajo de IIlge [12]). En la
Seco 3 construimos superpotenciales para AC y Fab de Liénard.\Viechert.

Así, (2.c, d) serán inmediatas a partir de la existencia de esos potenciales. Por
otro lado, la inquietud por entender la dinámica de la carga conduce en forma
natural a considerar el empleo de las coordenadas de Newman.Unti {I,22J (NU) que
toman en cuenta el movimiento de la carga.

En este trabajo, usando las coordenadas de NU obtendremos supcrpotenciales
para el cuadripotencial del campo electromagnético y para los tensores de Faraday
y Maxwell (parte acotada) de Liénard-Wiechert.

2. Coordenadas de Newman-Unti

Newman-Unti [1] construyeron un sistema de coordenadas que se adapta notable-
mente al estudio de situaciones físicas donde los campos correspondientes (por ejem-
plo, el campo electromagnético), dependen de efectos retardados y de la trayecloria
qb(u) de una partícula, es decir, el estado de movimiento de una masa puntual
participa explícitamente en la construcción de este sistema de coordenadas. Estas
coordenadas de NU pueden adaptarse a espacio-tiempos curvos asintóticamente pIa-
nos a partir de lo cual Newman el al. [2,3,4,5j han propuesto un nuevo método de
análisis del problema del movimiento en relatividad general.

En el espacio de Minkowski, lo más común es usar el sistema coordenado
(x, y, z, t) (velocidad de la luz = 1), lo que conduce al elemento de línea

(La)

La métrica en estas coordenadas adquiere gran simplicidad, sin embargo, esto
no implica que otros objetos (por ejemplo el tensor de Faraday) tengan también
expresiones simples en dichas coordenadas. La idea básica de NU [1] consiste en
construir un nuevo sistema coordenado, que denotaremos por (xI,x2,x3 = r,x4 =
u), de manera que se simplifique la expresión para el campo de Liénard-Wiechert
auñque se sacrifique la simplicidad de la métrica (l.a).

Tomemos una curva arbitraria tipo-tiempo qb(u) en el espacio de Minkowski
(que después haremos coincidir con la trayectoria de una carga puntual), donde u es
el tiempo propio correspondiente a esa línea de universo; las coordenadas (x, y, z, t)
y (xI,x2,r,u) se relacionan entre sí por las expresiones [1,6] (i = J=1)

1 r(~+~)
x=q(u)+ 3/"

2 P

_ 3() r(~11- 1)
z - q u + 3/2 '2 p

y = q'(u) + ir(~ - ~)
23/'p

t = q'(u) + r(l¡ii + 1)
23/'p

(Lb)
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donde 11= xl + ix2, un punto sobre una cantidad denota su derivada respecto a u
y una barra su conjugada compleja y l' es la distancia retardada [7,15] del ('vcnto
(x,y,z,t) a la trayectoria qb(u), Nótese que'Cn la función p está involucrada la 4-
velocidad qa, es decir, las coordenadas de ~u ya poseen intrínsecamente información
sobre el movimiento de la partícula.

Al sustituir (l.b) en (La), la métrica obtiene la forma

2 a b r
2

ds = 9abdx dx = -, d'ldi¡ - 2drdu -
2p ( 2;') ,1 - pr du' (Le)

o sea,

o
O
O
O

O O

O
O
-1

O 1-1
-(1-2~r)

(l.d)

Evidentemente, (l.e) es más complicada que (l.a), sin embargo, más ad("!ante
veremos que esto introduce una simplificación ell las expresiones del campo electro-
magnético radiado por una carga puntual. Obsérvese que en (Le, d) aparece p, lo
que significa que la aceleración ¡¡b de la partícula interviene en la construcción de la
métrica del espacio-tiempo.

A continuación mostramos algunos resultados que son de gran utilidad al cons-
truir superpotenciales.

Como en las ecuaciones que gobiernan a los superpotellciales aparecen derivadas
covariantes, entonces es necesario conocer los símbolos de Christoffel diferentes de
cero, estos resultan ser

1 " , 1 8p
f" = -122 = f" = --<>1'pvx

1 , ,l8p
f12 = -f" = f22 = --o-;,pvx

f 1 = _ 2p' ~ (r.)
44 r Bx1 p ,

3 8 (;,)
f 14 = -r 8x' p ,

[" f' 1
13 = 23 = -r

1,' 1" r
11 = 22 =-,2p

f ' = _ 2p' ~ (E)
44 r Bx2 p

3 8 (1')r24 = -1'8x2 P

(Le)
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r ti = I'A = --;. (1 - ,.e)
21'- l'

Es importante notar que r4l depende de p, es decir, aparece la superaceleración [7]
qb(u) de gran relevancia en la ecuación de Lorentz.Dirac (8) que describe el movi-
miento de partículas clásicas cargadas que toma en cuenta la.reacción de radiación.

Por otra partc, como el tensor de curvatura correspondiente a (l.e) debe anu-
larse puesto que el espacio de Minkowski es plano (no consideramos la presencia de
gravitación), entonces obtenemos las siguientes identidades para p

(l.f)

que nos serán de gran utilidad cuando construyamos el superpotencial para el tensor
de Faraday.

El campo de Liénard. \Viechert es el campo electromagnético producido por UIla
carga puntual e en la relatividad especial. Es complicado escribir dicho campo en
forma explícita [9] componente ti. componente en coordenadas (x,y,z, t), sin em-
bargo, si se usan las coordenadas de ro; U (xl, x2 , T, u) se obtienen expresiones simples
para los correspondientes 4-potcTlcial AC y tensor de Faraday Fab = _Fba (1,10]

(2.a)

y Fab = Oexcepto por

(2.b)

que satisfacen la condición de Lorentz (; denota derivada covariante)

(2.c)
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y las ecuaciones de Maxwell en el vacío,

F"'" = O. (2.d)

De la ecuación (2.b) es claro que, en ausencia de aceleración (ji = O=> p = O) sólo
subsiste el término tipo Coulomb _c/r2. Enfatizamos que (2.a, b) son válidas no
importa qué tan complicado sea el movimiento 'de la carga.

3. Superpotencia les para AC y Fab

Cuando hablamos de superpotencial (o potencial para ser más breves) pensamos
en un objeto tensorial que al diferenciarse da origen a otro tensor que cumple
con una ley de conservación (ecuación de continuidad); pensamos entonces que el
superpotencial construido es en este sentido más básico, más primitivo, revelando
parte de la estructura oculta del campo a que da origen, en nuestro caso el de
Liénard-Wiechert. Como antecedente recordemos que en electrodinámica, Weert [131
utilizó coordenadas minkowskianas pa.ra obtener el superpotencial

J( ¡jr = - [( jir
• •

de la parte acotada {14,15,22](es decir, aquella que predomina cerca de la carga)
T ir del tensor de Maxwell asociado al campo de Liénard-Wiechert•

Tab = J(a)b .
B B;)

lo que hace evidente la ley de conservación Juera de la línea de universo

(3.a)

(3.b)

La relación (3.a) es muy útil porque ahorra muchos cálculos al determinar los flujos
de energía y momento a través de hipersuperficies (por ejemplo tubos de Dirac [8)o
de Bhabha [16J-Synge [7]) 10que es básico para la deducción de la ecuación de movi.
miento de la carga. Además, J( i)r puede interpretarse físicamente como la densidad

•de momento angular intrínseco del campo electromagnético radiado [15,17).

Nuestro objetivo es construir supcrpotencialcs para el 4-potencial y el tensor
de Faraday, para elio procedemos como sigue:
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J. Superpotencial pum Ab

Buscarnos un tensor antisimétrico H,bc tal que

(4.a)

de esta manera la ecuación (2.c) se transforma en una idcntidad. Si en (4.a) damos
valores al índice b y empleamos las Ecs. (l.e, 2a) resulta un sistema de ecuaciones
que admite la solución (no única)

excepto IV" = _11'.13 = -=.
2

(4.b)

Si sustituimos este resultado en (4.a), obtenemos el cuadripotcncial AC dado en la
ecuación (2.a), es decir lVab genera el .I-potencial; entonces podemos escribir en
forma tensorial

(4.c)

donde ve es la 4-velocidad de la partícula y I..'c es el vector nulo qlle une al punto de
observación fuera de la trayectoria con el respectivo eveuto retardado. La expresión
(4.e) es válida en cualquier sistema coordenado, por ejemplo, en coordenadas de KV

(k') = (0,0"',0) (4.d)

que al sustituir en la ecuación (4.e) implica directamente (4.b).

2. Superpotencial pum Fab

Debemos encontrar un superpotencial 1\ ¡jr = - J( jir tal que
F F

Fab = J(aeb
F jC

(5.a)

y se satisfagan así de manera inmediata las ecuaciones de Maxwcll. Si en (5.a)
damos valores a la pareja de índices [ab] y utilizamos las Ecs. (l.e, 2.b) obtenemos
que 1\ abe = Oexcepto

F

f{341

F

f{ 342 ==,. (5.b)
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Haciendo uso de las propiedades (1.f) puede verificarse de inmediato que se satisface
la relación (5.a). En forma tensorial podemos escribir las expresiones (5.b) como

~abe = -e [(.Uab + ,Üab)(amc + ame) + 2(avah

+ avab)ne + 2(ovah + avah)le]

donde hemos empicado la tétrada nula de Newman-Penrose [l8]

(5.c)

(m') = E(i,-I,O,O),
r

(n') = (0,0,1,0),

(1') = (o,o,-~+~r,l)
i iJp

a= ---
r iJ,}

(5.d)

No df\bemos olvidar que la expresión (5.e) no es única puesto que es posible construir
un superpotencial k ahe que dé un tensor oc Faraday idénticamente cero

F

0- ¡{ab, (G.a)
- f' ;h'

en efecto, las ecuaciones (l.e, 6.a) implican ¡{ahe = O excepto [usando nueva-
F

mente (5.d)]

3k 343 - E...
f' - r2'

(G.b)

así que al resultado (5.e) puede agregársde la ecuación (6.b) sin alterar el tensor
obtenido en (5.a).

Los resultados expresados en las Ecs. (4,5,6) son nuestra principal aportación,
ignoramos si estos generadores tienen algún significado físico como [( ¡jr. o si son

B
de utilidad práctica en determinados cálculos, sin embargo, creemos que estos rc-
sultados arrojan nueva luz sobre la estructura del potencial electromagnético y de
las ecuaciones de Maxwell.

Otro de nuestros objetivos es demostrar que las coordenadas de NU y relaciones
semejantes a las expresadas en las Ecs. (4.a, S.a) permiten, siguiendo este método,
construir el superpotencial [( abe de \Veert [13];este autor empicó las coordenadas

B
(x,y,z,t) pero no indicó el procedimiento para su obtención. Las c0Iuponentes, en



est.án dadas por
lil~ coordenildils de )/U, de la parte <Icotada [14,1:),22] 'fur del t.e]]sor c/<' ~Iitxwell

"

1'11 = T22 =

" "

., .,
(':1'~

0'

(7.a)

que en base a las Ecs. (l.e, :La) illlplicall que

0, eH forllla tt'lIsorial

(7.b)

/\' abe =
" (7.c)

donde

. iJ (,;)
IJ = 2/1' {h, p

lo que coincide COIIel resultado de \Veert [13].

4. Conclusiones

(7.d)

En coordenadas Illillko\vskiillla.S S(' COlloce [1.S,21J Illlit ('xprcsián para el superpoten-
cial f{abe pero qucda CII térllliuos dc' integrales sohre la línea de universo de la carga,

R
esto es, es de c¡¡rilclC'r no local, 1'11 otras palabras; el aspecto radiativo de /\' abe lo

"hace depelldel" de la historia pasada del electrón. Por otro lado, hemos visto que las
t:oordcnadas dc :.;u lIevilll illtríllseC<llIll'llte infol"lll<lCi()\Isobn: el movimiento de la
pilrtícula, es IHUYposible entolln~s que l']] ('stas coordenadas la expresión para 1\' libe

Ilque genera al campo radiado, sea IIlUYsimple y 110 conlC'nga explícitamente integra-
les sobre la trayectoria, es decir, qlll~ las propiedacks no locales del superpotencial
queden inmersas <'n el propio sistema de' coordenadas.
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l)roponelllOS entonces el siguiente problelna:

Hl1 ('oonll'lfld(ls de XU cOll ..•tnJi,' 1111 superpotcncwl f{ abe pam la
Il

/J(L1Ú mdiu/it'(/ [14) T(lb.
Il

l'S (!l-eir, o!>!t'Il('1' UI] superpotencial COIl la propiedad

TUI. = J' ueb
\ 'C'

It lt'

di' dOll(k cs illlllt'diata la ley de conservación 'j'flb'b = O.
Il •

Las componcntes en coordenadi\~ de Ntl de Tab son [véase (7.d)j
Il

(S.a)

(S./')

'j' ab = O excepto
Il

(S.e)

qllc junto COIIlas Ecs. (I.e, S.b) conducell a un sistema de ecuaciones difercllciak-s
(I'll', por ;dlOra, 110hemos tenido éxito en resolver.

Cab(' aclarar que la expresión ('JI coordenadas de Ntl para f{ abe no se puede
Il

ohtc]lt'r a part.ir dl'la cOlTespondient(' expresión lIIinkowskiana debido a la presencia
d(, las integrales ya, mencionada,s.

Agra<1ccclpoS al árbitro la Cllid<ldos<\ h'clur;\ dc lIuestro trabajo y sus múltiples
obscrvaciollcs, que mejoraron la ¡He's"lItación de las ideas y resultados.
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Abstracto Superpotentials for the .1~potl'llti¡¡1 ,lllll 1.'¡.¡ra<!;lY'stl'IlSor
of clectromagnetic field due to an arhitrarily lIIovill¡.!;poillt Ch<1l"gl' tUl'
fOllud. Our method 'lIso givcs an aitcfIlatiH' ('tl!lstl"llcliOll uf tlip \Vpprl .
potcutial P:I].




