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Resumen. ~(' indica cómo los polillolllios ¡¡<;ociados dl~ La~lIcrre pue-
den f('pTPSt'lltarse Ill('diall!p ciprIa intl'~ral sobre los polinomios de Her.
mill:'. !,:stl' hecho pf'fmitp d"lf'flllillar 1'11fOfma silllpl(~ d,'mentos de ma-
triz para los l'stados cu;inticos dl'l osrilarior annólliro unidimensional y
tambi(~1l p"fmill;' obtE'llef la p;Hle radial de la función de onda para el
potf'llria,1 £1(' ).Iors('.

PACS: 02.90.+pj 03.65.FtI

1. Introducción

Emplearemos la notación y cOBvenciones dI' [1]. En 1<1literatura no h(,lllo~ localizado
uIIa relación direct.a entre los polinomios di' L<lgllf'fff' 1.,11(.:::)y de IIt'rlllitl: l/n(x),
:\q\lí indicamos CÓlllO¡ti illtegrar los 11", 1'011"lIIos oht.ener los 1'111, y post(~riorlllent('
aplicamos este result.ado a. dos problemas de inter('s ('I1 mcctÍnica cuántica.. En efecto,
SI :: 2: O entollCf'S ('S simpl(: probar (no lo han'lllos aquí) que

11 :;::: O, 1. 2, .. ( 1)

POI ejemplo. si 11 = U. ent.onces Lo( -z) = 1, si 11 = 1 resulta 1, 1 (-=) = 1 + .:;
¡tSl 1.1(=) = 1 - z, si 1/ = :! obtenemos 1.,'2(-:;) = 4(2 + ,1.:;+ :;'2) por lo tanto,
1.''2(::) = ~(2 - ,1::+ :;'2), de, en esta forma puedl'lI-gcnerarsc los polinomios de
:,(Igllerrc a partir dI: los de lIcrmit.e. Es claro qUl' (1) constituye IIlla representación
illlt'gral para los 1'11'

A partir df' la Er, (1) es inmf"diata 1<1('xpn'sic)Tl integral correspondiente para
los polinomios asociados de Laguerrc (m 2: 11, Z > O)

(2)
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Si en (2) hacemos TI = m recuperamos (1). No afirmamos que (2) sea más eficaz
computacional mente que la fórmula de Rodrigues; lo que sí opinamos es que (2)
parece ser de gran utilidad en diversas aplicaciones dc mecánica cuántica. Esto lo
mostraremos en Ia.spróximas dos s('ccionC'Sal calcular elementos de matriz para el
oscilador armónico (OA) y al resoh'cr la ecuación de Schrodinger para el potencial
de Morse.

2. Elementos de matriz para el oscilador armónico unidimensional

En la literatura. 12.3J encontramos que ha habido necesidad de elaborar métodos
especiales para evaluar integrales entre estados cuánticos del OAj aquí mostraremos
que (2) es muy útil en este tipo de cálculos, evitando así el uso de alguna técnica
especial. Para tal fin, empleamos unidades naturales de manera que la constante de
Planck h, la masa y la frecuencia del OA son iguales a uno.

Las funciones de onda normalizadas del OA están dadas por

[
1 ] 1/' "1jI,,(x); 0" 1 r= e--'- H,,(x),

_ n.v1i"
n = 0,1,2, .... (3)

Por otro lado, calcular los elementos de matriz del OA pa.ra la función exponencial
significa determinar la integral

(4.a)

donde, es un parámetro arbitrario independiente de x tal que, 2: O. Es evidente
que (4.a) es simétrica en m y n, así que sin pérdida de generalidad aceptaremos
m 2: n. Entonces al sustituir (3) en (4.a) y utilizar (2) es inmediato que

(4.b)

lo cual coincide con las expresiones reportadas en la literatura [2,3]. En [2]se prueba
que una vez obtenidos los elementos (4.b) entonces es sencillo deducir los elementos
para las funciones xl. k = O.1,2, ... ; o para la función gaussiana e--yz2, etc.

Es interesante seilalar, antes de finalizar esta sección, que en virtud de la
ecuación que define a los L: (cons¡'¡Jtese [1], pág. 781), es posible demostrar que
la función (para m y n dados)

(5.a)
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cumple la ecuación diferencial

d' J 1 dJ l 4 t'- +-- - -(¡ +4 1 +4A)J = O,
di' 1di 41'

(5.b)

donde A = (m - n)' y T = m + n + I. es decir, (4.b) es una solución de (5.b). La
Ec. (5.b) coincide con (2.5) de [2J encontrada con el teorema hiperviriaJ.

3. Función de onda de Morse

El principal objetivo de esta sección consiste en prohar que al estar calculando
(4.a) [cuyo rcsultado fue (-1.b)] simultáneamente estamos resolviendo la ecuación
de Schrodinger para la parte radial de la función de onda asociada al potencial de
Morse [4,5,6,71, Morse [4) propuso la función

(6)

corno una aproximaci()lI al potencial illternuc1ear de una molécula diatómica, donde
D es la energía de disociación (a.<¡íque D tiene que ver con la profundidad del
pozo de potencial), ro es la separación nuclear de equilibrio y a es un parámetro
asociado con el ancho del pozo de manera que 'la V2i5 da la frecuencia de PNlueñasor
vibraciones clásicas respecto a 7'0. Si hacernos el cambio de variable ti = r - ro y
empleamos unidades naturales entonces la correspondiente ecuación de Schrodinger
nos queda (tI! = función de onda radial de ~1orse)

M

d'
-ljI +2 [E- D(c"" -2e-")] ljI=0,
dUZ M M

donde a su vez realizarnos el cambio de variable independiente

(7.a)

i=H, f{ = ~V2i5,
a

(7.b)

nótese que la constante [( > O no necesariamente es un entero, así (7,a) adquiere la
forma

J' 1 d 1 (4 ., 32£)-ljI +--ljI - -, 1 +4[,,0- - ljI= O,
d"'(2 M "'( d"'( M .1"'(~ a2 11.1

(7.c)

¡que resulta tener la misma estructura que (5.b) para los elementos de matriz del
oscilador armónico (OA)!
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Por lo tanto, al comparar (5.b) con (7.e) tenemos la asociación

m + n + 1 = f{,
o ,
a- 2 a " 2En= --(m - n) = --(1\ - 2n - 1),S S (S.a)

esto indica que no podemos tener n = m porque entonces la energía valdría cero,
lo cual no es posible para estados ligados, en consecuencia (n + m) > O Y así (8.a)
implica }{ > 1 que es precisamente la condición para tener un espectro discreto de
energía (vúase ['1] pago 60). Además. como En :f O Y f( > 1 entonces (8.a) implica
(/\ - 2n - 1) > O, es decir,

0::;211<(/\-1); (S.&)
esto significa que n toma un número finito de valores enteros: el valor mínimo de n

. . 1 d b b /{-Ies cero y su maXlmo va or no e e re asar _,_.

Las Ecs. (5.b, 7.e) son homogéneas, asi que q, es proporcional a (5.a) dada por

"(4.b), en consecuencia

con

(
&' ) '/'_ a n. b/2 _; b

~n(r) - l'(f{ _ n) q e Ln(q), (S.e)

b = m-n = f( - 2n - 1, (S.d)

y donde ya hemos efectuado la normalización Jooo 1f~(r)dr = 1. Con (S.e) queda
resuelta la Ecuación de Schrodinger para la parte radial correspondiente al potencial
de Morse. Para concluir esta sección es conveniente hacer las siguientes observacio-
nes:

i) En la SeCo 2 las cantidades m y n toman valores enteros porque estan asociados
a los niveles de energía del OA, sin emb<trgo, en esta sección sólo n resultó entero,
en efecto, de (S. a) tenemos m = 1\' - n - 1 Y como 1\' no necesariamente es entero
[véase (7.b)1 entonces en general m no será entero, y esto a su vez, por (B.d) implica
que b no tornará valores enteros.

El hecho de que m y b no sean enteros no invalida las expresiones (~ 4.b, 8.e)
porque éstas tienen perfecto sentido si ernpl(~amos derivadas fraccionarias.(4,8], por
ejemplo, para tudo m real tiene sentido definir

(9)

y sólo cuando m = 0, 1,2, ... la expresión (9) conduce a los polinomios de Hermite.
Así, (9) puede utilizarse en (2) para dar sentido a U;:-n para toda m real, lo mismo
puede hacerse en (4.b, S.e).

ii) En las Sccs. 1 y 2 empleamos z ;::: O y "'t ;::: O, sin embargo, un análisis
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cuidadoso muestra la validez de las expresiones cuando z < O Y I es imaginario
[véa.<;e(7.b)l, por esto es que podemos comparar (7.c) con (5.b) y llegar a la expresión
correcta (8.e).

iii) En virtud de (2. 8.e) es inmediato que

(-1 )b/2 [ ab ] 1/2100 2.
'/1 .(r) = • '- 'ft!' _ ) e-x -,,jTqx Ih+.(x)H.(x)dx,
M 2 V Ti n. \ n -00

( lO)

la cual constituye una representación integral de la función de onda de ~lorse.
Agradecemos al ~1. en C. Antonio Hi\"cra F., del Departamento de ~1atemáticas.

Escuela Superior de Física y ~latcmáticas, IPN, el habernos informado de la Ref. [8].
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Abstract. \Ve sho\\' that tlle associtltcd Laguerre polynomials roay be
represented by a c('rtain integral 0\"('[ tile Hermite polynomials. This
fact allows determining in a simple way the rnatrix elements of the
onedim(,llsional harmonic oscillator. and also the radial part oftlle wave
fllllrtioll for tlle ~I()rsf' potelltial.




