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Resumen. La investigacién de fenémenos fisicos con comportamiento
cadtico ha sido muy intensa en la iltima década y ha dado lugar a
nuevos tecnicismos y a la revisién de conceptos aparentemente inambi-
guos. Aun cuando las contribuciones han sido en varias areas, una gran
porcion de la comunidad cientifica no estd enterada de estos avances
que quizd deberfan estar integrados ya en los programas de estudios de
licenciatura y posgrado. El propésito de este articulo es el de presentar
las caracteristicas fundamentales del Caos determinista utilizando dos
sistemas cuya dindmica estd regida por las leyes de Newton. Con el
Acelerador de Fermi (o pelota que rebota en plataforma oscilante), se
ejemplifica la ruta al caos a través de bifurcaciones, se discute su univer-
salidad y se asocian ideas con el mapa logistico de Feigenbaum y con el
concepto de dimensién fractal. Con el columpio forzado periédicamente,
mostramos en forma gréfica los fenémenos de telarafias estocisticas y
difusién en el espacio fase con simetrias pentagonales (cuasicristales).
Los dos modelos nos sirven para evidenciar la gran sensibilidad que
tienen los sistemas cadticos a variaciones de sus condiciones iniciales.
Discutimos el concepto de integrabilidad y distinguimos entre predicti-
bilidad y determinismo; entre desorden ¥ caos. Con base en el conjunto
de grdficas presentadas, especulamos sobre la complejidad del universo y
su posible relacién con algoritmos sumamente simples pero no-lineales.

PACS: 03.20.+i

1. Introduccién

Probablemente el titulo de este articulo dé la impresion de que el tema a tratar es
sobre una posible existencia de desorden o falta de determinismo en las leyes de
Newton. Esta impresién se debe a que usualmente se utiliza la palabra caos como
sinénimo de desorden y se considera que éste se produce a través de acciones no
planeadas. Por tanto, se piensa en el caos como algo desordenado e indeterminado
© azaroso. Sin embargo, el estudio de sistemas cadticos desde los anos 60 nos ha
ensenado a distinguir entre desorden y caos, entre predictibilidad y determinismo
y a entender que en el caos determinista también existe un orden pero este es un
orden sin periodicidad. El objetivo de este articulo es el de mostrar que precisa-
mente en teorias fisicas tan deterministas, como lo son el conjunto de las leyes de
Newton, se presenta el caos. Por el hecho de ser determinista, se le denota como
caos determinista y no trataremos el caos originado por ruido o por interaciones
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azarosas. En lugar de dar ahora las definiciones formales de caos, determinsmo,
etc., presentaremos estos conceptos concretamente utilizando dos modelos fisicos
que son facilmente descritos por las leyes de Newton y cuyo anélisis sera pedagdgico
a nivel profesional. El primero, conocido en la literatura especializada como el
Acelerador de Fermi, consiste simplemente en una pelota que rebota sobre una
plataforma oscilante. El nombre de Acelerador de Fermi se debe a que Enrico Fermi
en 1949 propuso, como mecanismo para explicar el origen de los rayos césmicos un
modelo anélogo al de una pelota que colisiona elasticamente con una plataforma
osicilante [1]. Si bien la dinamica de este modelo da un comportamiento cadtico
muy interesante [2], nos restringiremos a la descripcién del mismo modelos pero con
rebotes ineldsticos. Este sistema, que llamaremos Acelerador de Fermi inelastico,
ha sido estudiado por varios autores y bautizado con diversos nombres [3-7]. Este
se presta bastante bien para entender el caos (determinista) a través de la ruta de
bifurcaciones y es un ejemplo de la universalidad de ésta, descubierta hace pocos
afios por Feigenbaum [8]. El segundo sistema es el de un resorte al que se le perturba
periédicamente. Este sistema ha servido como paradigma para el descubrimiento
de una gran variedad de caracteristicas cadticas generales [9,10,11]. Sin embargo,
nos limitaremos a presentar solamente algunas que son particulares de éste como
son las “telarafias estocasticas” y el “cubrimiento del espacio fase con simetrias
pentagonales”. Esta iltima es interesante puesto que ain recientemente se pen-
saba que no era posible cubrir el espacio con pentigonos regulares. Sin embargo,
el descubrimiento de cuasicristales [12] y el mosaico de Penrose [13] ha echado
abajo esta creencia. En la Sec. 2 analizamos el acelerador de Fermi y en la Sec. 3
el resorte perturbado haciendo uso de la computadora y graficas que, ademas de
mostrarnos las caracteristicas arriba mencionadas, nos sugieren que quiza la gran
complejidad observada en sistemas fisicos y biolégicos debe su origen a algoritmos
realmente sencillos pero, que por el hecho de ser cadticos, manifiestan estructuras
extremadamente complicadas.

2. Acelerador de Fermi ineldstico y el mapa logistico

De acuerdo con la segunda ley de Newton, Fuerza aplicada = masa por aceleracion,
la ecuacién de movimiento de una particula de masa M en el campo gravitacional
de la tierra es

d*y

Mg=M——
g Mdgt,

(1)

donde g = 9.8 m/seg? es la aceleracién gravitacional en la superficie de la tierra y
Y es la posicién de la particula, medida desde el punto de referencia escogido. El
lado izquierdo de (1) indica que la iinica fuerza que actia sobre la particula es la
gravedad. Es decir, se toma el caso en que no hay ni friccién ni ningiin otro tipo de
interaccion de la particula; es simplemente caida libre. La segunda ley de Newton nos
da una descripcién totalmente determinista, puesto que la trayectoria de la particula
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estd completamente determinada por las fuerzas que sobre ella actian, que en este
caso es solamente la fuerza gravitacional. Al integrar dos veces la Ec. (1), se obtiene
su trayectoria

Y(t) =Y(0) + V(0)t — Lgt2, (2)

donde Y'(0) y V(0) son, respectivamente, la posicién y la velocidad de la particula
a tiempo cero.

Ahora tomemos el caso en que la particula cae por gravedad sobre una plata-
forma de masa infinita. Si la plataforma estuviera fija y los rebotes fueran eldsticos,
entonces la pelota subiria hasta la altura original y volveria a chocar con la plata-
forma con la misma velocidad que la primera vez, y esto se repetiria ad infinitum.
Su trayectoria sigue siendo descrita por la ecuacién (2) y para cada bajada Y (0)
y V(0) son las mismas condiciones iniciales que cuando se solté por primera vez.
Para cada subida Y(0) y V(0) toman los valores Y(t*) y —V/(t*) de la posicién y
velocidad de la particula, respectivamente, con la que chocé después de un tiempo
t = t* de haberla soltado de la altura inicial. Nétese que se cambia el signo de
V' puesto que la pelota cambia de direccién. Esta situacién (plataforma inmévil)
obviamente no es muy interesante pues el movimiento es aburridamente regular.
También sabemos lo que pasa cuando la plataforma sigue inmévil pero los rebotes
son inelasticos. Si la inelasticidad la describimos por un coeficiente de inelasticidad
K(0 < K < 1), entonces la Ec. (2) sigue determinando la trayectoria de la particula
siempre y cuando reemplacemos V(0) por —KV/(t*). Este movimiento tampoco
es interesante pues sabemos que eventualmente la pelota dejara de rebotar y por
lo tanto podemos predecir su estado final. Es importante notar aqui que aun en
estas situaciones triviales no podemos describir la trayectoria de la particula sin
tener que refijar las condiciones iniciales para cada subida y bajada. Es decir, no
podemos obtener una ecuacién integrable. O sea, una ecuacién que proporcione, en
este caso particular, la posicién y la velocidad de la pelota a tiempo arbitrario ¢
sin tener que especificar toda la secuencia de condiciones iniciales anteriores. Sin
embargo, en estos dos casos, aun cuando no contemos con una descripcién integrable,
el comportamiento es claramente predecible, por lo tanto, no caético puesto que en
el primer caso el movimiento es periédico y en el segundo la pelota eventualmente
dejara de rebotar.

Por otro lado, el modelo del Acelerador de Fermi inelastico, AFI, consiste en
dejar que la plataforma se mueva, oscilando con una forma bien determinada. Se
pueden considerar varias formas de oscilacién; sin embargo, las caracteristicas fun-
damentales que aqui enfatizaremos no dependen de la forma escogida. Supongamos
que el movimiento de la plataforma estd dado por su posicién Yo (1):

Y,(1) = Asen(wt), (3)
donde A es la amplitud maxima de oscilacién y w su frecuencia angular. Supongamos

que al tiempo t = 0 dejamos caer la pelota desde una altura H. A ¢ = 0 la plataforma
esta, de acuerdo con la Ec. (3), a una altura cero en nuestras coordenadas. Para
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encontrar el tiempo del choque inicial, tg, debemos de igualar las Ecs. (2) y (3),
H+V(0)t — %gta = Asen(wty). (4)

La solucién de esta ecuacién nos da el tiempo en que ocurrié el choque inicial. Es
una ecuacién trascendental y una forma de obtener su solucién es la de graficar
ambos lados de la ecuacién y el punto donde intersectan las dos curvas nos da el
tiempo t;. Claro que si queremos saber donde se encuentra la pelota a un tiempo
dado, después de varias colisiones con la plataforma, no seria muy practico tener que
hacer este tipo de grificas para cada cambio de condiciones iniciales (cada rebote).
Afortunadamente, con ayuda de la computadora y con un algoritmo que encuentre
el tiempo entre choque y choque podemos determinar la posicién a cualquier tiempo
que queramos. Si el piston se mueve de acuerdo con la Ec. (3), entonces la velocidad
con la que rebota la pelota en la colisién n + 1 estd dada por

Vag1 = =K (Vo — gta) + (1 + K)Vp(wita + ¢n), (5)
Vo(wtn + ¢n) = Aw cos(wtn + dn), = 0200 (6)

donde V, es la velocidad con la que salié en el rebote anterior; t, es el intervalo de
tietpo entre los rebotes n y n+ 1 [El cual se calcula resolviendo la Ec. (3)]; ¢n es la
fase de la plataforma en la enésima colision y V}, es la velocidad de la plataforma al
tiempo del choque n+ 1. El primer término de la Ec. (5) corresponde al impulso que
recibe la pelota al chocar ineldsticamente con una plataforma inmovil, y el segundo,
al impulso que recibe debido al movimiento de la plataforma. El analisis de este
modelo ya se ha hecho [7,14] y es bien interesante, sin embargo, da lugar a ciertas
complicaciones numéricas que se pueden evitar considerando una version simplifi-
cada que mantenga las caracteristicas esengciales cadticas que aqui queremos senalar.
La simplificacién consiste en dejar a la plataforma inmévil pero hacerla que imparta
un impulso como si estuviera moviéndose. Este modelo se puede considerar como
una versién simplificada del modelo exacto arriba mencionado o bien, como modelo
de otro sistema. Por ejemplo, este ultimo puede ser el de una particula cargada
que recibe un impulso sinusoidal de un campo eléctrico a una distancia dada. De
hecho un modelo semejante se ha aplicado al estudio de la dindmica de un electron
en un pozo cuantico en ciertos semiconductores [15]. Independientemente de sus
aplicaciones, prosigamos a considerar este modelo (aproximado) al cual seguiremos
refiriéndolo como AFI y escojamos la siguiente forma explicita para la velocidad
efectiva de la plataforma (o pistén):

Vp(t) = V(1 + cos(wt)), (7
donde V es una constante con unidades de velocidad y w es la frecuencia angular
de oscilacion del pistén. Esta forma simplifica mucho la computacion en virtud de
que nunca da lugar a velocidades negativas y los resultados que aqui mostraremos
son facilmente reproducibles con una computadora personal. Ya que la plataforma
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FIGURA 1. Diagrama cualitativo de rebotes en el oscilador de Fermi ineldstico. La linea sélida
(punteada) representa la evolucion temporal de la velocidad del pistén (la altura y
colisién de la pelota,

no se mueve, entonces el tiempo de vuelo entre la colisién n v la colisién n + 1 es,
claramente,

i} (8)

Es decir, con la plataforma inmévil podemos calcular t,, sin necesidad de resolver
ecuaciones trascendentales. La evolucién del sistema estd determinada inambigua-
mente por los valores Vy y #). Conociendo éstos, podemos encontrar V; y #; y
asi sucesivamente para cualquier nimero de rebote. El tiempo entre rebotes y las
respectivas fases, ¢, v d,41, del pistén cumplen la relacién ¢,41 = ¢, + wt,. Ya
que cualquier valor de ¢, se puede normalizar al rango (0, 27), es conveniente hacer
la descripcién del movimiento en términos de (Va, n) en lugar de (Vaytn). Usando
las Ecs. (5), (7) y (8), la dinamica del sistema est4 dada por el mapeo [3]

Vas1 = KV, + (14 K)V(1 + sin(¢)) i

Pnt1 = P + 20Vn+],

donde a = wV /g es la aceleracién normalizada del piston.

i Qué clase de comportamiento se puede esperar de este sistema? ;movimiento
periddico o irregular?, ; Existen valores de w (0 V) para los cuales se pueda predecir,
por ejemplo, la fase del pistén a un nimero de rebote dado? La Fig. 1 esquematiza
una posible trayectoria de la pelota (linea punteada). La onda representa la evo-
lucién temporal de la velocidad. Por un lado, la inelasticidad del rebote disminuye
la velocidad de salida de la particula; por el otro, el impulso que recibe la vuelve
a mandar a volar. Es de esperarse entonces que para ciertas condiciones (valores
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FiGURA 2. Diagrama cualitativo de rebotes periddicos.
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FIGURA 3. Diagrama de bifurcacién (Fase vs. Aceleracién) para el acelerador de Fermi ineldstico.
ap = 3.14, a; = 3.196, ay = 3.360, az = 3.398 y a., = 3.418. Aqui se grafica sélo el
rebote nimero 301.

de w,V y K) y después de un niimero de rebotes transitorios, todos los rebotes
subsecuentes se sucedan en la misma fase del pistén (vedse la Fig. 2). ;Qué tipos de
movimientos resultarian fuera de estas condiciones de periodicidad? Para obtener
un panorama de los diferentes tipos de comportamiento es 1itil conocer cémo cambia
én al variar la frecuencia w (o la amplitud V) del impulso.

Observemos la Fig. 3, que resulta al iterar el mapa de la Ec. (9) 301 veces
con una computadora personal donde se grafica la fase ¢, para el rebote n = 301
en funcién de la aceleracién normalizada @ = wV/g. En este diagrama se pueden
identificar 4 regiones distintas. La primera (I) nos indica que el rebote nimero 301
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Figura 4. Condiciones de ciclo limite-2 con a=3.18, ¢, = 105° y ¢ = 136.

se da aproximadamente en la misma fase para valores de o entre a = a; y o = a;.
Alrededor de o = oy, esta linea se bifurca dando lugar a 2 ramas discontinuas,
lo que indica que para ciertos valores de a en esta region (II) el bote se da en la
fase correspondiente a la rama superior y para otros valores de a, en la fase de
la rama inferior. Similarmente, alrededor de o = @z, estas dos ramas se bifurcan
y se pueden distinguir 4 ramas punteadas en la regién III. En la region IV no
se aprecia ningin patrén obvio de puntos, excepto que todos caen dentro de un
cono. Si se hubiera graficado el rebote nimero 302, su regién I correspondiente
coincidiria exactamente con la region I de la Fig. 3. Su regién Il seria similar al
del rebote niimero 301 con la diferencia de que los espacios en blanco en las dos
ramas de la Fig. 3 estarian ocupados y viceversa. Para el rebote niemro 303 y para
todos los rebotes impares subsecuentes, los puntos correspondientes a sus regiones
I y II coincidirian exactamente con los de la regién I y II de la Fig. 3. De estas
observaciones deducimos que el movimiento asociado con la region I es del tipo
ilustrado en la Fig. 2, donde la fase del rebote es periédico. A este movimiento se
le conoce como (16] ciclo limite-1 puesto que después de las iteraciones transientes
del mapa, la variable en cuestién alcanza un valor limite que se repite ciclicamente
con periodo 1 (aqui se manifiesta dandose la misma fase cada ciclo del pistén). Al
aumentar a dentro de la regién I, la fase del rebote aumenta ligeramente y sigue
siendo del tipo ciclo limite-1, ;. Sin embargo, cuando o se sale de este rango el
ciclo C; deja de ser estable Yy se convierte en ciclo limite-2, Cs.

El movimiento asociado con esta region se ilustra en la Fig. 4. También es
periodico con las dos fases del rebote repitiéndose cada dos periodos de oscilacién del
piston. De la misma manera que Cy, Cy también pierde su estabilidad al aumentar a
lo suficiente y a su vez da lugar al movimiento de ciclo limite-4. Bl ciclo 'y aparece
en la regién I1I de la Fig. 3 y las regiones I, Il y III de esta gréfica serian idénticas
a las correspondientes a los rebotes 305, 309, 313, etc. Este proceso de bifurcacién,
conocido como doblamiento de periodo [17] se repite, creandose, al aumentar a, los
ciclos Cg, Cys, Csa, . . .. Este mecanismo se puede apreciar mejor en la Fig. 5, donde
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FIGURA 5. Diagrama de bifurcacién. Aqui se grafican los rebotes 301 al 316. Los valores de alfa
son los mismos de la Fig. 3.

la tinica diferencia con la Fig. 3 es que en la Fig. 5 se grafican 16 rebotes (del 301 al
316) en vez de s6lo el 301 de la Fig. 3. Aqui podemos distinguir los ciclos limites C1,
(5, Cy y Cy, notando que sus rangos de estabilidad correspondientes disminuyen tan
réapido al aumentar @ que es practicamente imposible distinguir (en esta gréfica) los
ciclos posteriores al Cg. Consecuentemente, el ciclo Cys estd muy préximo al Co,
el cual, siendo el ciclo limite de periodo infinito, es inestable. Esto significa que,
para el valor de a correspondiente a C, nunca se repite la misma secuencia de
fases de rebote (¢, $ni1s Put2,---) ¥ por lo tanto, ésta es aparentemente azarosa.
Distinguimos la palabra aparentemente porque por azarosa queremos decir que la
secuencia es, ademas de impredecible, también irreproducible, en contraste con la
secuencia que obtenemos con el mapeo [Ec. (9)] que es reproducible tantas veces se
quiera y esto se debe a que la evolucién esta dada por un mapeo determinista. Que
no se pueda predecir la fase del rebote en la regién C no significa que no pueda
ser determinada. La fase ¢, se determina inambiguamente al iterar el mapeo; sin
embargo, no la podemos conocer de antemano (predecir) sin haber calculado todas
y cada una de las fases y velocidades anteriores.

Por lo tanto, aunque nuestro sistema sea determinista su dindmica es de tipo
reqular o periddica (e.g., regiones I, II y III) para ciertos pardmetros y cadtica para
otros. Al comportamiento aparentemente azaroso, ilustrado aqui por el AFI, se le
identifica como caos determinista y al proceso de doblamiento de periodo de C; a
Co se le conoce también como la ruta al caos de Feigenbaum [16-21].

Con el entendimiento que la regién cadtica esta asociada con un ciclo limite
de periodo infinito, Coo, ahora ya se puede justificar la aseveracién que en el caos
(determinista) existe orden, excepto que sin periodicidad (o regularidad).

En los dltimos afos se han descubierto muchos sistemas fisicos, bioldgicos,
quimicos, y aun econdmicos [20] que manifiestan el mismo comportamiento que
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FIGURA 6. Iteraciones del mapa logistico. X vs. R; n = 301-316.

el AFI, no sélo cualitativo sino también (para ciertas cantidades que definiremos
después) cuantitativo. Es decir, la ruta al caos de Feigenabaum es, en ciertas con-
diciones, universal. Esta universalidad fue descubierta hace pocos afios por Michael
Feigenbaum (8] al estudiar el llamado mapa logistico:

Xn=1 = RXn(l - X,). (10)

Xn puede tener cualquier valor entre cero yunoy R es el parametro “no-lineal” que
cumple el mismo objetivo que el parametro o (la aceleracién) en el acelerador de
Fermi. El mapa logistico es obviamente determinista y sin embargo, dada su simpli-
cidad, es sorprendentemente cadtico. Incidentalmente, esta iteracién es utilizada por
ecologistas para el estudio de poblaciones de insectos. Con éste, el ecologista trata
de entender la relacién entre la magnitud de la poblacién en la generacién n + 1 yla
de la generacién n. Referimos al lector a la literatura [20], donde se discuten varias
aplicaciones del mapa logistico.

La Fig. 6 muestra lo que resulta al iterar este mapa como funcién de R. Aqui,
igual que en la Fig. 5, se grafica X,, de n = 300 a 316 en funcién de R. Nétese la gran
semejanza entre estas dos graficas. La universalidad que se menciona arriba consiste
en que para cualquier sistema disipativo cuya ruta al caos sea por doblamiento de
periodo, existen ciertas cantidades que tienen el mismo valor, independientemente
de los detalles particulares que diferencien, a los diversos sistemas [16-21]. Dos de
estas cantidades, conocidas como constantes de Feigenbaum (e.g., [16]) son

6 = 4.6692016091 . .. (11)
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FiGura 7. Diagrama cualitativo de la ruta al caos por bifurcaciones mostrando las distancias que
se utilizan para el calculo de las constantes universales de Feigenbaum.

v

a = 2.5029078750... (12)

Estas constantes son tales que

Riya — Rip
= lim ————
& Jim R — R (13)
y
—d
a = lim —, (14)

donde d; y R; tienen el significado sefialado en la Fig. 7.

Estos valores se pueden checar facilmente para el sistema caps afi midiéndolos di-
rectamente de la Fig 5. Nuestros valores estimados son § = 4.47F.05 y a = 2.48F.05,
los cuales concuerdan muy bien con (11) y (12) considerando que solamente usamos
las primeras bifurcaciones pues la escala de la grafica no permite distinguir ciclos
superiores al Cg. Esta universalidad es muy valiosa puesto que permite predecir,
para los sistemas que presentan este tipo de bifurcaciones, a qué valor del pardmetro
no-lineal pertinente del sistema se observaran las diferentes regiones de sstabilidad
(periodicidad) y de caos. En particular es muy 1til en problemas de {urbulencia
(véase, e.g., [1T y 18]). El lector podra encontrar otras caracteristicas interesantes
tratadas ampliamente en las referencias [16-20]. Nétese que aun cuando la univer-
salidad haya sido descubierta [8] para una clase de mapeos unidimensionales [e.g.,
la Ec. (10)], ésta también se cumple para sistemas dinamicos disipativos de mayor
dimensionaldiad [. e.g., mapa (9)]. La razon es, a grandes razgos, que la disipacién
reduce la dimensionaldiad del sistema (la justificacién formal se encuentra en [21]).
Por ejemplo, nuestro sistema consta de 2 grados de libertad (la velocidad y la fase)
y como las condiciones iniciales Vj y ¢g pueden tener cualquier valor, el nimero
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FiGURA 8. Ejemplos del oscilador arménico simple.

infinito de combinaciones Vy y ¢ cubren un espacio (fase) de dos dimensiones. Sin
embargo, como hemos visto por medio de las Figs. 3 y 5, en la regién del ciclo C,
cualquier condicién inicial evoluciona hasta alcanzar una fase estable ¢n. Esta fase
estable estd claramente asociada con una velocidad V, estable también y las dos
variables representan un punto fijo en el espacio fase. Ya que este punto representa
el sistema en C) y un punto tiene dimensién cero, entonces el sistema redujo su
dimensionalidad de dos a cero. Similarmente, en la regién C; el sistema es atraido a
2 puntos; en la C'y, a cuatro puntos y asi sucesivamente. Ahora bien, si el sistema en
C'y es de dimensién cero y también lo es cuando estd en Cy, Cy y Cs, puesto que son
puntos notablemente aislados, jcual es su dimensién cuando se encuentra en ool
La respuesta es: aproximadamente 0.5. El célculo de este resultado [22] se basa en
la definicion de dimension fractal; concepto introducido por B. Mandelbrot [23] y
generalizado, principalmente por Hentschel y Procaccia [24]. Aunque este concepto
es muy interesante y extremadamente relevante para la caracterizaciéon de siste-
mas caéticos disipativos [25], por razones de espacio y para los propositos de este
articulo, nos limitaremos a dar las referencias ya citadas y a remarcar que en efecto
nuestro sistema AFI y en muchos otros estudiados de dimensiones mayores [16-21]
la reduccién de dimensionalidad se lleva a cabo produciendo mapeos practicamente
con un solo grado de libertad.

3. Perturbaciones periddicas en el oscilador arménico

Consideremos la ecuacién de movimiento de una particula de masa m ligada a un
resorte con constante de elasticidad C (Fig. 8A). De acuerdo con la segunda ley de
Newton y suponiendo que el resorte ejerce una fuerza sobre la particula proporcional
a su desplazamiento del equilibrio (ley de Hooke), entonces

mX = —CyX (15)
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rige la dindmica de la masa m. Su solucién es de la forma

q 1/2
X(t) = Acos(Wot + 6), Wo =+ (—-We?) , (16)

donde A es la amplitud maxima de oscilaciéon; Wy la frecuencia angular y ¢ es
una fase que se ajusta para satisfacer las condiciones iniciales X(0) y V(0), donde
V(0) es la velocidad de la masa m al tiempo cero. Cabe mencionar que la Ec. (15)
describe una gran variedad de problemas en la fisica. Por ejemplo, esta ecuacion
describe el movimiento de un péndulo (o columpio) cuando sus oscilaciones son con
angulos pequenios (Fig. 8B). En este caso Wy = +(g/1)!/? donde g es la aceleracién
de la gravedad, I es el largo de la cuerda y X = 0 es el angulo entre la vertical y la
cuerda. Entonces, resulta conveniente reescribir la Ec. (15) como

X =-WiX. (17)

En general, esta ecuacién puede describir la dinamica de cualquier sistema {uni-
dimensional, en este caso) cerca de su punto de equilibrio. A este tipo de movi-
miento se le conoce como oscilador armdnico simple (o lineal, OAL). Se convierte en
arménico y no lineal en el caso tipificado por el péndulo, si se relaja la condicién
de oscilaciones pequefias. La importancia de los sistemas armdnicos va mds alld
de sus aplicaciones practicas. De hecho se puede demostrar que cualquier sistema
integrable de n dimensiones con frecuencias constantes, obedece la misma dindmica
que un conjunto de N péndulos desacoplados (véase por ejemplo [19]). Vemos que
el resorte (o cualquier sistema modelado por un OAL) es claramente integrable pues
la solucién (16) nos permite conocer la posicion de la particula a cualquier tiempo
que queramos con sélo sustituir el valor de t en esta expresion.

Ahora perturbemos al OAL, descrito por la Ec. (17), en la forma especificada
por la ecuacién siguiente

-

» I 2
X = —WEX - o sen(koX) 3 0 (Ji . n) CoT=2 )
n

donde § es la funcién delta de Dirac y Y., representa la sumatoria sobre n, el
cual es un nimero entero. La Ec. (18) rige el comportamiento de un OAL que es
perturbado por una secuencia periddica de “patadas”. La amplitud de cada una
esté determinada por la constante (adimensional) K y por el factor sen(koX). Si
Wy representara la frecuencia ciclotrénica y ko el vector de onda, comuin para un
nimero muy grande de ondas planas, todas de magnitud proporcional a K, enton-
ces esta ecuacion describiria la dinamica de una particula cargada en un campo
magnético uniforme y perturbado por un paquete de un nimero grande de ondas
planas [26]. Este es el sistema analizado por Chernikov y colaboradores en varios
articulos [27] y cuyo mapeo también es estudiado por Pina y Cantoral [28] usando
el poderoso concepto de lineas de simetria. Para los propdsitos de este articulo, no
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nos interesaremos en los aspectos particulares de su aplicacién y nos limitaremos a
abstraer tan sélo algunos aspectos basicos del caos determinista.

Para empezar, notemos que la ecuacién de movimiento (18) no es integrable
por las mismas razones, y esencialmente en el mismo sentido, que en los modelos
discutidos en la seccién anterior. Sin embargo, podemos estudiar su dindmica por
medio de mapeos. Para este sistema en particular, el mapa se obtiene con base
en las siguientes observaciones. En primer lugar, mientras ¢ sea diferente de T (o
multiplos enteros de T'), la Ec. (18) se reduce, via la propiedad de la funcién delta
de Dirac, a la ecuacién del OAL. Asi que, entre patada y patada, el movimiento es
integrable. En segundo lugar, es posible determinar inambiguamente las condicio-
nes iniciales después de cada patada, calculando el impulso que éstas dan al OAL.
Del analisis cuidadoso de estas dos consideraciones se deduce (véase e.g., [26]) el
siguiente mapeo, M,,

K
Uny1 = [U,, + —sen Vn] cosa + V, sena
a
M. : (19)
K
Va1 = — [Un 4+ = g Vn] sena + V, cosa
a

Aqui, usando la notacién de Chernikov et al.,

ki X
Uy = We y

Vi i (20)

son, respectivamente, la velocidad y posicion (normalizadas) del OAL perturbado
justamente antes de la n-ésima patada.

El movimiento de este OAL-P (OAL-perturbado) es, ademas de no integrable,
caético bajo ciertas condiciones. Para apreciar esta aseveracién y evitando entrar
en detalles técnicos, observemos primeramente las Figs. 94 y 9B. Para obtenerlas,
usamos una resonancia muy particular,

Wo 1

A 21

w 5 @)
y una magnitud de patada K = .7. esta seleccién de parametros se escogié por

razones que seran claras después. Primero recalquemos que los parametros que pro-
ducen las Figs. 9A y 9B son exactamente iguales y que sus condiciones iniciales,
(Vo,Up), son casi las mismas para ambas; Uy es igual y Vj difiere en una centésima
solamente. Sin embargo, el patrén que producen es notablemente diferente, aparte
de que usamos escalas diferentes para graficar. Si inspeccionamos éstas lo suficiente,
notamos que las hojas de la Fig. 9A estdn contenidas en la “telarafia” de la Fig. 9B.
con este nombre Chernikov y asociados bautizaron este tipo de disefio o patrén.
Su nombre completo es telararia estocdstica. En lo que se refiere a este articulo y
al de Chernikov, el significado de estocastico es sinénimo de caético. El uso de la
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FIGURA 9a. Iteraciones del mapa M, con K = .7, Wo/W = 1/5y (Vulp) = (57.51,19).

s

FiGURA 9B. Iteraciones del mapa M, con (Vg,Up) = (57.50,19) y los mismos parametros de la
Fig. 9a. La escala es diferente a la de la Fig. 9a.

palabra telarana la sugiere la apariencia de la Fig. 9B. Lo cadtico se manifiesta en dos
formas. La primera es que la secuencia de aparicién de los puntos que forman estas
telarafias es impredecible; parece azarosa. La segunda, que también es imposible
predecir el patrén que resulta al hacer una pequeria variacion de las condiciones
iniciales (Up, Vo). Los parametros que se escogieron para producir estas figuras son
algo especiales. En general, la simetria en el espacio fase esta dada por la razén
Wy /W. Si ésta es igual a p/q, donde p v ¢ son enteros, el resorte esta en resonancia
con la perturbacién y su simetria en el espacio fase es g. Para valores de K y ¢ dados,
el patrén generado por las iteraciones del mapa M, depende de las condiciones inicia-
les. Estos patrones en el espacio fase pueden ser de varios tipos [29]. Algunos son: 1) ¢
puntos distribuidos simétricamente (con simetria g). En este caso, cada punto en la
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Ficura 9c. Iteraciones del mapa M con las mismas condiciones iniciales, parametros y escala de
la Fig. 9a. La flecha marca la condicion inicial (Up, Vp).

iteracion coincide con alguno de estos ¢ puntos y la dindmica es regular (periédica);
2) generacién de un nimero ¢ de hojas, desconectadas unas de las otras. La Fig. 9a
es un ejemplo de este caso y 3) redes que cubren el espacio fase al ir aumentando
el nimero de iteraciones. La telarana de la Fig. 9B es de este tipo y el cubrimiento
notiene simetria translacional. Hasta hace poco, los estudiantes de fisica aprendian
que rolamente ciertas simetrias (o figuras) podian llenar el espacio y los pentiagonos
no lo podrian hacer porque no habria simetria translacional. Penrose (13] fue el
primero en descubrir que el espacio si se podia cubrir con pentagonos si se relaja la
condicion de simetria translacional. Esta forma de llenar espacios esta intimamente
ligada con el descubrimiento reciente [12] de simetrias cuasicristalinas en la fisica del
estado sélido. La razén de haber escogido los parametros y las condiciones iniciales
de la Fig. 9B es la de producir difusion estocdstica de las trayectorias que se obtienen
al iterar el mapa M,. Este fenémeno consiste en que, a diferencia de las trayectorias
de tipos 1 y 2 mencionados arriba, el punto inicial se difunde sin limites en el espacio
fase, con la simetria de la resonancia y de forma caética. Solamente si las condiciones
iniciales caen sobre la separatriz del sistema promediado, habra difusion estocastica.
El concepto de separatriz es facil de entender si tomamos como ejemplo de sistema
el péndulo. La dinamica del péndulo se divide en dos tipos [19,30): movimientos
de libraciones y rotaciones. En libracion, el péndulo oscila simétricamente entre un
angulo dado, 8, y —0 sin dar la vuelta completa (Fig. 8B). Cuando el péndulo tiene
suficiente energia cinética, el péndulo hace rotaciones alrededor del punto donde
esta anclado. La situacién intermedia entre estos dos movimientos corrésponde a
la separatriz. Esta es muy inestable puesto que una perturbacién, por pequena que
sea, puede poner al péndulo en rotacién o en libracién.

Los parametros y las condiciones iniciales de las Figs. 9B y 9C son exactamente
iguales y solamente difieren en la escala del graficado. Estos pardmetros y condicio-
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FIGURA 11. Iteraciones del mapa M con los mismos parametros de la Fig. 10 pero con (Vo,Uo) =
(55, 18.9995).

nes iniciales son tales que la difusién ilimitada debiera ocurrir. El punto inicial estd
marcado en la Fig. 9C y al iterar el mapa, este punto se difunde estocasticamente,
supuestamente por todo el espacio fase. Destacamos supuestamente porque nuestros
experimentos numéricos [29] si muestran la difusién estocastica pero ésta es acotada
debido a la propagacién de errores numéricos inherentes en la computacion de la
iteracién. El patrén de la Fig. 9C se acompleté con 100 000 iteraciones y atin después
de iterar otro tanto el patrén no se difundié mas. Computadoras mas rapidas y con
mayor precisién, seguramente, aumentarian el rango de difusién pero para que haya
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FiGura 12. Iteraciones del mapa M, con los mismso parametros de la Fig. 10 pero con (Vp, Ug) =
(55,18.99).

FIGURA 13. Iteraciones del mapa M con los mismos parametros de la Fig. 10 pero con (V, Up) =
(55, 18.995).

difusién ilimitada se necesitaria una computadora con infinita precisién, la cual no
existe.

Ahora comentaremos sobre el siguiente conjunto de Figs. 10-13. Estas, para
propésitos de comparaciones fueron terminadas en el mismo nimero (arbitrario) de
iteraciones (n = 3269) y pertenecen al mismo sistema, puesto que en todas Wo /W =
p/g = 1/5y K = 5. Lo que se varia de figura a figura son las CIs (condiciones
iniciales): (Vp, Up). Observamos que si las condiciones del sistema al momento de
la primera patada son alteradas ligeramente, el comportamiepto es notablemente
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diferente. La diferencia en el valor inicial de U es de 5 x 10™* entre las Figs. 10
y 11 y de 5 x 1072 entre las Figs. 12 y 13. Este comportamiento es caracteristica
fundamental de los sistemas cadticos. De hecho, para un sistema caético condiciones
iniciales cercanas divergen erponencialmente (véase e.g., [16]). Por un lado, esto
quiere decir que si sélo vemos el resultado final después de muchas iteraciones, y
si la precisién de nuestros aparatos para determinar las Cls es menor que 10™* (en
este ejemplo), entonces pareceria que el mismo sistema, en las mismas condiciones,
produce resultados cualitativamente diferentes. Los resultados parecerian aleatortos
(azarosos). Por otro lado, aun teniendo precisiéon suficiente y habiendo obtenido
resultados previos para ciertas Cls, al variar ligeramente éstas no podriamos predecir
la evolucién ni la forma final del patrén. Es decir, no podemnos predecir el futuro de
un sistema cadtico determinista. Para saber el resultado final, tenemos que calcular
todos y cada uno de los pasos intermedios; no hay atajos.

Quiero fnalizar especulando, con base en la apariencia compleja de figuras como
las que aqui se presentan, que posiblemente muchas de las estructuras que observa-
mos en el universo (e.g. formacién de galaxias, estructuras celulares, crecimiento de
cristales, y en general, todas las formas que vemos en nuestro alrededor) son produ-
cidas por algoritmos muy simples como son el mapeo M, o el logistico, mostrados
aqui.
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Abstract. The investigation of chaotic behavior in physical pheno-
mena has been very intense during the last decade and it has given
rise to some new technical jargon and to the revision of apparently
unambiguous concepts. Even though the contributions have been on
various fields, there is still a large portion of scientists who are not
aware of these advances, which perhaps should already be included in
the undergraduate and graduate programs. The purpose of this article
is to present the basic characteristics of deterministic chaos, employing
as paradigms two systems whose dynamics are described by Newton’s
Laws. The Fermi Accelerator (or bouncing ball) exemplifies the route to
Chaos through bifurcation. We discuss its universality and its relation
with the logistic map of Feigenbaum and with the concept of fractal
dimensions. With the periodically Forced Harmonic Oscillator we show
graphically the phenomena of stochastic webs and of phase-space diffu-
sion with pentagonal symmetric (cuasicrystals). The two models serve
as evidence that chaotic systems are extremely sensitive to initial con-
ditions. We discuss the concept of integrability and distinguish between
predictability, and determinism; and between disorder and chaos. Based
on the set of graphs presented we speculate about the complexity of
the universe and its possible relation with very simple but non-linear
algorithms.





