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Resumen. La in\'l'stigación de fenómenos físicos con comportamiento
caótico ha sido muy intensa en la líltima década y ha dado lugar a
nuevos tecllicismos y a la revisión de conceptos aparentemente ¡lIambi-
guos. Aun cllando las contribuciones han sido en varias áreas. una gran
porción de la comuuidad ci{'f1tífica uo {'stá enterada de estos avances
que quizá deberían ('star integrados ya en los programas de estudios de
lic(,lIciatura y posgrado. El propósito de ('ste artículo es el de presentar
las características fUlldamelltales del Caos determinista utilizando dos
sistemas cuya dinámica está regid<t por las leyes de N('wton. Con el
Acel('rador de Fermi (o p<'1ota (1'1<' rebota en plataforma oscilante), se
ejemplifica la ruta al caos a través de bifur,ariones, se discute su univer-
salidad y se asocian ideas con el lIlilpa logístico d(, Feigenbaum y con el
concepto de dimensión fractal. Con el columpio forzado p('riódicalllente,
mostramos en forma gráfira los fenómenos de tc,larañas estocásticas y
difusión eu el L'spario fase ron simetrías IH'lttagollales (cuasicristales).
Los dos mudelos !lOS sil'vCIl para ('videnciar la gran sellsibilid<td que
ticuen los sistemas raótiros a variaciones de sus rOlldiciolles iniri,lles.
Discutimus d fOlIrepto de illtegrabilidad y distinguimos cutre predicti-
bilidad y del('rminismo; ('litre desordell y caos. Con base en el conjunto
de gráficas presentadas. especulamos sobre la complejidad del universo y
su posible relación con algoritmos Sllmamente simples pero no-lineales.

PACS, 03.20.+i

1. Introducción

Probablemente el título de este artículo dé la impresión de que el tema a tratar es
sobre ulla posible existencia de desorden o falta de determinismo en las leyes de
Newtoll. Esta impresión se debe a que usualmente se utiliza la palabra caos como
sinónimo de desorden y se considera que éste se produce a través de acciones no
planeadas. Por tanto, se piensa en el caos ,omo algo desordenado e indeterminado
o azaroso. Sin embargo, el estudio de sistemas caóticos desde los aúos 60 nos ha
enseñado a distinguir entre desorden y caos, entre predictibilidad y determinismo
y a cntcnder que en el caos deterlllinista t.alllbit~1I existe un orden pero este es un
orden sin periodicidad. El objetivo de este artículo es el de mostrar que precisa-
mente en teorías físicas taH deterministas, como lo son el conjunto de las leyes de
Newtoll, se presenta el caos. Por el hecho de ser determinista, se le denota como
caos detennilli.sta y no trataremos el caos originado por ruidQ o por interaciones
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azarosas. En lugar de dar ahora las definiciones formales de caos, determinsmo,
etc., presentaremos estos conceptos concretamente utilizando dos modelos físicos
que son fácilmente descritos por las leyes de Newton y cuyo análisis será pedagógico
a nivel profesional. El primero, conocido en la literatura especializada como el
Acelerador de Fermi, consiste simplemente en una pelota que rebota sobre una
plataforma oscilante. El nombre de Acelerador de Fermi se debe a que Enrico F'erOli
en 1949 propuso, como mecanismo para explicar el origen de los rayos cósmicos un
modelo análogo al de una pelota que colisiona elásticamente con una plataforma
osicilante [1]. Si bien la dinámica de este modelo da un comportamiento caótico
muy int'..'resantc 12]' nos restringiremos a la descripción del mismo modelos pero con
rebotes inelásticos. Este sistema, que llamaremos Acelerador de Fenni inelástico,
ha sido estudiado por varios autores y bautizado con diversos nombres (:1-7]. Este
se presta bastante bien para entender el caos (determinista) a través de la ruta de
bifurcaciones y es un ejemplo de la universalidad de ésta, descubierta hace pocos
aiios por Feigenbaulll l8]. El segundo sistema es el de un resorte al que se le perturba
periódicamente. Este sistema ba servido como paradigma para el descubrimiento
de una gran variedad de características caóticas generales [9,10,111. Sill embargo,
nos limitaremos a presentar solamenl.e algunas que son particulares de éste como
son las "telarailas estocásticas" y el "cubrimiento del espacio fa~c COII simetrías
pentagonales". Esta última es interesante puesto que aún recientemente se pen-
saba que no era posible cubrir el espacio con pentágonos regulares. Sin embargo,
el descubrimiento de cuasicristales il2] y el mosaico de Pencose [1a] ha echado
abajo esta creencia. En la SeCo2 analizamos el acelerador de Fermi y en la SeCo:J
el resorte perturbado haciendo uso de la computadora y gráficas que, ademA...•.de
mostrarnos las características arriba mencionadas, nos sugieren que quizá la gran
complejidad observada en sistemas físicos y biológicos debe su origen a algoritmos
realmente sencillos pero, que por el hecho de ser caóticos, manifiestan estructuras
extremadamente complicaJ3.':i.

2. Acelerador de Fermi ¡nelástico y el mapa logístico

De acuerdo con la segunda ley de Newton, Fuerza aplicada = masa por aceleración,
la ecuación de movimiento de ulla partícula de masa AJ en el campo gravitacional
de la tierra es

d'Y
,\fg = Al-Jo,

-{
(1 )

donde 9 = 9.8 rn/seg2 es la aceleración gra\'itacional en la superficie de la tierra y
y es la posición de la partícula, medida desde el punto de referencia escogido. El
lado izquierdo de (1) indica que la única fuerza que actúa sobre la partícula es la
gravedad. Es decir, se toma el caso en que no hay ni fricción ni ningún otro tipo de
interacción de la partícula; es simplemente caída libre. La segunda ley de Newton nos
da una descripción totalmente determlnista. puesto que la trayectoria de la partícula
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está completamente determinada por las fuerzas que sobre ella actúan, que en este
caso es solamente la fuerza gravitacional. Al integrar dos veces la Ee. (1), se obtiene
su trayectoria

Y(t) = Y(O) + V(O)t - tgt', (2)

donde Y(O) y V(O) son, respectivamente, la posición y la velocidad de la partícula
a tiempo cero.

Ahora tomemos el caso en que la partícula cae por gravedad sobre una plata-
forma de masa infinita. Si la plataforma estuviera fija y los rebotes fueran elásticos,
entonces la pelota subiría hasta la altura original y volvería a chocar con la plata-
forma con la misma velocidad que la primera vez, y esto se repetiría ad infinitum.
Su trayectorÍa sigue siendo descrita por la ecuación (2) y para cada bajada Y(O)
y V(O) son las mismas condiciones iniciales que cuando se soltó por primera vez.
Para cada subida Y(O) y V(O) toman los valores Y(t') y -V(t') de la posición y
velocidad de la partícula, respectivamente, con la que chocó después de un tiempo
t = 1* de haberla soltado de la altura inicial. Nótese que se cambia el signo de
V puesto que la pelota cambia de dirección. Esta situación (plataforma inmóvil)
obviamente no es muy interesante pues el movimiento es aburridamente regular.
También sabemos lo que pasa cuando la plataforma sigue inmóvil pero los rebotes
son inelásticos. Si la inelasticidad la describimos por un coeficiente de inelasticidad
/((0 < /( ::::;1), entonces la Ec. (2) sigue determinando la trayectoria de la partícula
siempre y cuando reemplacemos V(O) por -I\V(t.). Este movimiento tampoco
es interesante pues sabemos que eventualmente la pelota dejará de rebelar y por
lo tanto podemos predecir su estado finaL Es importante notar aquí que aun en
estas situaciones triviales no podemos describir la trayectoria de la partícula sin
tener que refijar las condiciones iniciales para cada subida y bajada. Es decir, no
podemos obtener una ecuación integrable. O sea, una ecuación que proporcione, en
este caso particular, la posición y la velocidad de la pelota a tiempo arbitrario t
sin tener que especificar toda la secuencia de condiciones iniciales anteriores. Sin
embargo, en estos dos casos, aun cuando no contemos con una descripción integrable,
el comportamiento es claramente predecible, por lo tanto, no caótico puesto que en
el primer caso el movimiento es periódico y en el segundo la pelota eventualmente
dejará de rebotar.

Por otro lado, el modelo del Acelerador de Fermi inelástico, AFI, consiste en
dejar que la plataforma se mueva, oscilando con una forma bien determinada. Se
pueden considerar varias formas de oscilación; sin embargo, las características fun-
damentales que aquí enfatizaremos no dependen de la forma escogida. Supongamos
que el movimiento de la plataforma está dado por su posición Yp(t):

Yp(i) = A sen(wt), (3)

donde A es la amplitud máxima de oscilación y w su frecuencia angular. Supongamos
que al tiempo t = O dejamos caer la pelota desde una altura JI. A t = O la plataforma
está, de acuerdo con la Ec. (3), a una altura cero en nuestras coordenadas. Para
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encontrar el tiempo del choque inicial. lo, debemos de igualar las Ecs. (2) y (3),

II + \l(O)to - !9t5 = .Isen(wto). (4 )

La solución de esta ecuación nos da el tiempo en que ocurrió el choque inicic:t1.Es
una ecuación tmscendental y una forma de obtener su soluóón es la de gralicar
ambos lados de la ecuación y el punto donde intersectan las dos curvas nos da el
tiempo ti. Claro que si queremos saber dónde se encuentra la pelota a un tiempo
dado, después de varias colisiones con la plataforma, no sería muy práctico tener que
hacer este tipo de gráficas para cada cambio de condiciones iniciales (cada rebote).
Afortunadamente, con ayuda de la computadora y con un algoritmo que encuentre
el tiempo entre choque y choque podemos determinar la posición a cualquier tiempo
que queramos. Si el pistón se mueve de acuerdo con la Ec. (3), entonces la velocidad
con la que rebota la pelota en la colisión n + 1 está dada por

V,,+l = -I\(V" - gt") + (1 + ií)V,,(wt" + <;1>,,), (5 )

Vp(wt" + <;1>,,) = Awcos(wt" + <;1>,,), n=O,l,2 ... (6)

donde Vn es la velocidad con la que salió en el rebote anterior; t'l es el intervalo de
tiempo entre los rebotes n y n+ 1 [El cual se calcula resolviendo la Ec. (:3)]; <P'l es la
fase de la plataforma en la enésima colisión y Vp es la velocidad de la plataforma al
tiempo del choque n + 1. El primer término de la Ec. (5) corresponde al impulso que
recibe la pelota al chocar inelásticamente con una plataforma inmóvil, y el segundo,
al impulso que recibe debido al movimiento de la plataforma. El análisis de este
modelo ya se ha hecho {7,14jy es bien interesante, sin embargo, da lugar a ciertas
complicaciones numéricas que se pueden evitar considerando una versión simplifi-
cada que mantenga las características esen,cialescaóticas que aquí queremos señalar.
La simplificación consiste en dejar a la plataforma inmóvil pero hacerla que imparta
un impulso como si estuviera moviéndos~. Este modelo se puede considerar como
una versión simplificada del modelo exacto arriba mencionado o bien, como modelo
de otro sistema. Por ejemplo, este último puede ser el de una partícula cargada
que recibe un impulso sinusoidal de un campo eléctrico a ulla distancia dada. De
hecho un modelo semejante se ha aplicado al estudio de la dinámica de un electrón
en un pozo cuántico en ciertos semiconductores [15]. Independientemente de sus
aplicaciones, prosigamos a considerar este modelo (aproximado) al cual seguiremos
refiriéndolo como AFI y escojamos la siguiente forma explícita para la velocidad
efectiva de la. pla.taforma (o pistón):

Vp(t) = V(l + cos(wt)), (7)

donde V es una constante con unidades de velocidad y w es la frecuencia allgular
de oscilación del pistón. Esta forma simplifica mucho la computación en virtud de
que nunca da lugar a velocidades negativas y los resultados que aquí mostraremos
soo fácilmente reproducibles con una computadora personal. Ya quc la plataforma
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FIGURA l. Diagrama cualitati\'o de rdlOtes ('11 el oscilador de fermi inelástico. La línea sólida
(punteada) represt'nta la evolución t.emporal de la velocidad del pistón (la altura y
('olisión de la pelota.

110 se mueve. enlollc(,s el tiempo ele vudo entre la colisión n y la colisión n + 1 es,
claralllente,

t'l =
9

(8)

Es decir, con la plataforma inmóvil podemos calcular t
ll
sin necesidad de resolver

ecuaciones trascendentales. La evolución del sistema está determinada inambigua.
mente por los valores Vo y too Conociendo ('Stos, podemos encontrar Vi y tI Y
así sucesivamente para cualquier número de rebote. El tiempo entre rebotes y las
resJwctivas fa.')es,1J'1 y ~1I+1, del pistón cumplen la relación 1Jn+l = 1Jn + wi

n
. Ya

que cualquier valor de 1Jn se puede normalizar al rango (0,211"), es conveniente hacer
la descripción dellllovimiento en t(~rminosde (V'I,1>n) en lugar de (\1,11 in). Usando
las Ees. (5), (7) Y (8), la dinámica del sistema está dada por el mapeo [31

\1,.+1 = /{I" + (1 + lí)V(1 + sin(",,,))
(9)

donde o = wV/g es la aceleración normalizada del pistón.
¿Qué clase de comportamiento se puede esperar de este sistema? ¿movimiento

periódico o irregular'!, ¿Existen valores de w (o V) para los cuales se pueda predecir,
por ejemplo, la fase del pistón a un Illímero de rebote dado? La Fig. 1 esquematiza
una posible trayectoria de la pelota (línea puntt.ada). La onda representa la evo~
lución temporal de la velocidad. Por un lado, la illelasticidad del rebote disminuye
la velocidad de salida de la partícula; por el otro, el impulso que recibe la vuelve
a mandar a volar. Es de ('Sperarse entonces que para ciertas condiciones (valores
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FIGURA2, Diagrama cualitativo de rebotes periódicos.
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FIGURA3, Diagrama de bifurcación (Fa.'il~1'5. Aceleración) para el acelerador de Fermi illelástico.
00 = 3.14, UI = 3.196, (12 = :l.:WO,U3 = 3.398 y 000 = 3.418. Aquí se grafica sólo el
rebote número 301.

de w, V y l\) y después de un m'lmero de rebotes transitorios, todos los rebotes
subsecuentes se sucedan en la misma fase del pistón (veáse la Fig. 2). ¿Qué tipos de
movimientos resultarían fuera de estas concl.icionesde periodicidad? Para obtener
un panorama de los diferentes tipos de comportamiento es útil conocer cómo cambia
4>nal variar la frecuencia w (o la amplitud V) del impulso.

Observemos la Fig. 3, que resulta al iterar el mapa de la Ec. (9) 301 veces
con una computadora personal donde se grafiea la fase </I,t para el rebote n = 301
en función de la aceleración normalizada {}= wV/g. En este diagrama se pueden
ident.ificar 4 regiones distintas. La primera (l) nos indica que el rebote número 301
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FIGURA 4. Condiciones de ciclo Iímite-2 con a == 3.18, 4J(l= 105° Y ~~ = 136.

se da aproximadamente en la misma fase para valores de ft entre o = 01 yo = a2_
Alrededor de o = o}, esta línea se bifurca dando lugar a 2 ramas discontinuas,
lo que indica que para ciertos valores de o en esta regióll (11) el bote se da en la
fase correspondiente a la rama superior y para otros valores de a, en la fase de
la rama inferior. Similarmente, alrededor de Q = 02, {'stas dos ramas se bifurcan
y se pueden distinguir 4 ramas punteadas en la región JlI. En la región IV no
se aprecia ningún patrón obvio de puntos, excepto que todos caen dentro de un
calla. Si se hubiera graficado el rebote número 302, su región I correspondiente
coincidiría exactamente con la región 1 de la Fig. 3. Su región JI sería similar al
del rebote número 301 con la diferencia de que los espacios en blanco en las dos
ramas de la Fig. 3 estarían ocupados y viceversa. Para el rebote núemro 303 y para
todos los rebotes impares subsecuentes, los puntos correspondientes a sus regiones
I y II coincidirían exactamente con los de la región 1 y 11 de la Fig. 3. De estas
observaciones deducimos que el movimiento asociado con la región 1 es del tipo
ilustrado en la Fig. 2, donde la fase del rebote es periódico. A este movimiento se
le conoce como {16J ciclo límite.l puesto que después de las iteraciones transientes
del mapal la variaLle en cuestión alcanza. un valor límite que se repite cíclicamente
con período 1 (aquí se manifiesta dándose la misma fase cada ciclo del pistón). Al
aumentar o dentro de la región 11 la fase del rebote aumenta ligeramente y sigue
siendo del tipo ciclo Iímite.ll Cl. Sin emhargo, cllando o: se sale de este rango el
ciclo CI deja de ser estable y se convierte en ciclo Iímite-2, C2.

El movimiento asociado con esta región se ilustra en la Fig. 4. También es
periódico con las dos fa<iesdel rebote repitiéndose cada dos períodos de oscilación del
pistón. De la misma manera que GI, C2 también pierde su estabilidad al aumentar Q

lo suficiente y él. su vez da lugar al movimiento de ciclo Iírnite-4. El ciclo C
4

aparece
en la región 111de la Fig.;J y las regiones 1, II Y 111de esta gráfica serían idénticas
a las correspondientes a los rebotes 30,5, 309, 313, etc. Este proceso de bifurcación,
conocido COIIIO doblamiclllo de pe1'Íodo [17J se repite, creándose, al aumentar o, los
ciclos Cs, C16, CJ21 .... Este mecanismo se puede apreciar mejor en la Fig. 5, donde
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PIGURA 5. Diagrama de hifurcaciólI. Aquí se grafican I~ rebotes 301 al 316. Los valores de aira

son los mismos de la Fig. 3.

la única diferencia con la Fig. :J es que en la Fig. 5 se grafican 16 rebotes (del 301 al
:U6) en vez de sólo cl301 de la Fig.:L Aquí podemos dist.inguir los ciclos límites GI,
C2, C4 y CjI" notando que sus rangos de estabilidad correspondientes disminuyen tan
rápido al aumentar n que es prácticamente imposible distinguir (en esta gráfica) los
ciclos posteriores al C8. Consccuentcmentc, el ciclo Gl6 está muy próximo al Goo,
el cual, siendo el ciclo limitc de período infinito, es inestable. Esto significa que,
para el valor de o correspondiente a Goo, nunca se repite la misma secuencia de
fases de rebote (4)'1' 4>n+l, 4>,,+2, ... ) y por lo tanto, ésta es aparentemente azarosa.
Distinguimos la palabra aparentemente porque por azarosa queremos decir que la
secuencia es, además de impredecible, también irrcproduciblc, en contraste con la
secuencia que obtenemos con el mareo [Ec. (9)] que es reproducible tantas veces se
quiera y esto se debe a que la evolución está dada por un mapeo determinista. Que
no se pueda predecir la fase del rebote en la región Coo no significa que no pueda
ser determinada. La fase 4>"se determina inambiguamente al iterar el mareo; sin
embargo, no la podemos conocer de antemano (predecir) sin haber calculado todas
y cada una de las fases y velocidades anteriores.

Por lo tanto, aunque nuestro sistema sea determinista su dinámica es de tipo
regular o periódica (e.g., regiones J, 11Y 111)para ciertos parámetros y caótica para
otros. Al comportamiento aparentemente azaroso, ilustrado aquí por el AFI, se le
identifica como caos dete.rminista y al proceso de doblamiento de período de el a
Goose le conoce también como la ruta al caos de Fcigenbaum [16-21].

Con el entendimiento que la región caótica esta asociada con un ciclo límite
de período infinito, Coo, ahora ya se puede justificar la aseveración que en el caos
(determinista) existe orden, excepto que sin periodicidad (o regularidad).

En los últimos años se han descubierto muchos sistemas físicos, biológicos,
químicos, y aun económicos [20] que manifiestan el mismo comportamiento que
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FIGURA 6. Iteraciones del mapa logístico. X t'.,. R; n;;: 301-316.

el AFI, no sólo cualitativo sino también (para ciertas cantidades que definiremos
después) cuantitativo. Es decir, la ruta al caos de FeigcllabaulTl es, en ciertas con-
diciones, uuivcr'sal. Esta universalidad fue descubierta hOlcepocos años por Michael
Feigenhaum [8Jal estudiar el llamado mapa logi.;;/ico:

X.=l ~ RX.(1 - X.J. ( 10)

Xr¡ puede tener cualquier valor entre cero y uno y /l es el parámetro "no-lineal" que
cumple el mismo objetivo que el parámetro o (la aceleración) en el acelerador de
Fenni. El mapa logístico es obviamente determinista y sin embargo, dada su simpli-
cidad, es sorprendentemente caótico. Incidentalmente, esta iteración es utilizada por
ecologistas para el f...'Studiode poblaciones de insectos. Con éste, el ecologista trata
de entender la relación entre la magnitud de la población en la generación n + 1 Yla
de la generación n. Referimos al lector a la literatura [20]' donde se discuten varias
aplicaciones del mapa logístico.

La Fig. 6 muestra lo que resulta al iterar este mapa como función de R. Aquí,
igual que en la Fig. 5, se grafica X" de n = :lOO a :116en función de R. Nótese la gran
semejanza enlre estas dos gráficas. La universalidad que se menciona arriba consiste
en que para cualquier sistema disipativo cuya ruta al caos sea por doblamiento de
período, existen ciertas cantidades que tienen el mismo valor, independientemente
de los detalles particulares que diferencien, a los diversos sistemas [16-21]. Dos de
estas cantidades, conocidas como constantes de FeigcnhauIn (e.g., [16J) son

y

6 ~ 4.6692016091 ... (11 )
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x

FIGURA 7. Diagrama cualitativo Je la ruta al caos por bifurcaciones mostranJo las dislancias que
se utilizall para el cálculo Jt; las constantes universales de Feip;ellbaum.

n = 2.5029078750 ...

Estas constantes son tales que

y

. -di
Q:= hm --,

1-00 d¡+l

( 12)

(13 )

( 14)

donde di Y Ri tienen el significado señalado en la Fig. 7.
Estos valores se pueden checar fácilmente para el sistema caps afi midiéndolos di-

rectamente de la Fig 5. Nuestros valores estimados son b = 4.47=f.05 y u = 2.4S=f.05,
los cuales concuerdan muy bien con (11) Y (12) considerando que solamcnte usamos
las primeras bifurcaciones pues la escala de la gráfica no pcrmite distinguir ciclos
superiores al Cg. Esta universalidad es muy valiosa puesto que permite predecú',
para los sistemas que presentan este tipo de bifurcaciones, a qué valor del parámetro
no-lineal pertinente del sistema se observará.n las diferentes regiones de ~tabilidad
(periodicidad) y de caos. En particular es muy lltil en problemas de turbulencia
(véase, e.g., [17 y 18]). El ledor podrá encontrar otras características inteft.'Santes
tratadas ampliamente en las referencias (16-20]. Nótese que aun cuando la lIniv(~r-
salidad haya sido descubierta [S} para una clase de mapeos unidimensionales le.g.,
la Ec. (10)], ésta también se cUlllple para sistemas dinámicos disi¡Jfltivos de mayor'
dimensionaldiad [. e.g., mapa (9)). La razón es, a grallde~ razgos, que la disipación
reduce la dimensionaldiad del sistema (la justificacióll formal se encuentra en [21J).
Por ejemplo, nuestro sistema cOlista de 2 grados de libertad (la velocidad y la fase)
y como las condiciones iniciales Vo y 1>0 pueden tener cualquier va.lor, el número
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x m
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FIGURA 8. Ejemplos del oscilador armónico simple.

infinito de combinaciones Vo y 4>0cubren un espacio (fase) de dos dimensiones. Sin
embargo, como hemos visto por medio de las Figs. 3 y 5, en la región del ciclo el
cualquier condición inicial evoluciona hasta alcanzar una fase estable (j;¡n- Esta fase
estable está claramente asociada con una velocidad l~, estable también y las dos
variables representan un punto fijo en el espacio fase. Y.l que este punto representa
el sistema en el y un punto tiene dimensión cero, entonces el sistema redujo su
dimensionalidad de dos a cero. Similarmente, en la región Cz el sistema es atraído a
2 puntosj en la C4, a cuatro puntos y así sucesivamente. Ahora bien, si el sistema en
Cl es de dimensión cero y también lo es cuando está en CZ1 C4 y C8, puesto que son
puntos notablemente aislados, ¿cllál es su dimensión cuando se encuentra en C=?
La respuesta es: aproximadamente 0.5. El cálculo de este resultado [22] se basa en
la definición de dimensión fractal; concepto introducido por B. J\Iandelbrot [23] y
generalizado, principalmente por Hentschcl y Procaccia [24]. Aunque este concepto
es muy interesante y extremadamente relevante pard la caracterización de siste-
mas caóticos disipativos {25j, por razones de espacio y para los propósitos de este
artículo, nos limitaremos a dar las referencias ya citadas y a remarCar que en efecto
nuestro sistema AFI y en muchos otros estudiados de dimensiones mayores [16-21]
la reducción de dimensionalidad se lleva a caho produciendo mapcos prácticamente
con un solo grado de libertad.

3. Perturbaciones periódicas en el oscilador armónico

Consideremos la. ecuación de movimiento ele una. partícula de masa m ligada a un
resorte con constante de elasticidad C('I (Fig. 8'\). De acuerdo con la segunda ley de
Newton y suponiendo que el resorte ejerce una fuerza sobre la partícula proporcional
a su desplazamiento del equilibrio (ley de 1I00kc), ('ntonces

(15)
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rige la dinámica de la masa m. Su solución es de la forma

X(I) = Acos(Wol + 4», (16)

donde A es la amplitud máXima de oscilación; H'o la frecuencia angular y 4> es
una fase que se ajusta para satisfacer las condiciones iniciales X(O) y V(OL donde
V(O) es la velocidad de la masa m al tiempo cero. Cabe mencionar que la Ec. (15)
describe una gran variedad de problemas en la física. Por ejemplo, esta ecuación
describe el movimiento de un péndulo (o columpio) cuando sus oscilaciones son con
ángulos pequeños (Fig. So). En este caso Wo = +(9/1)1/2 donde 9 es la aceleración
de la gravedad, 1 es el largo de la cucrda y X = O es el ángulo entre la vertical y la
cuerda. Entonces, resulta conveniente reescribir la Ec. (15) como

( 17)

En general, esta ecuación puede describir la dinámica de cualquicr sistema (uni-
dimensional, en este caso) cerca de su punto de equilibrio. A este tipo de movi-
miento se le conoce corno oscilador armónico simple (o lineal, OAL). Se convierte en
armónico y no lineal en el caso tipific<tdopor el péndulo, si se relaja la condición
de oscilaciones pequeiia.<;.La importancia de los sistemas armónicos va más allá
de sus aplicaciones prácticas. Oc hecho se puede demostrar que cualqllie1. sislema
inlegmble de n dimensiones con jncllfllcias constantes, obedece la misma dinámica
que un conjunto de A' péndulos desacoplados (véase por ejemplo [19]). Vemos que
el resorte (o cualquier sistema modelado por un OAL) es claramente integrable pues
la 30lución (16) nos permite conocer la posici()n de la partícula a cualquier tiempo
que queramos con sólo sustituir el valor de t en esta expresión.

Ahora perturbemos al OAL, descrito por la Ec. (17), en la forma especificada
por la ecuación siguiente

(lS)

donde 8 es la [unción delta de Dir~c y Lll l"epH'scnta la sumatoria sobre n, el
cual es un número entero. La Ec. (18) rige el comportamient.o de 1111OAL que es
perturbado por una secuencia periódica de "pat<tdas". La amplitud de cada una
está determinada por la constante (adinH'nsional) f{ y por el factor sen(koX). Si
"'0 representara la frecuencia ciclotrónica y /.:0 el vector de onda, común para un
número muy grande de ondas planas, todas de magnitud proporcional a K, enton-
ces esta ecuación describiría la dinámica, de una p<trtícula cargada en un campo
magnético uniforme y perturbado por un paquete de \lB ntÍmcro grande de oudas
planas [26]. Este es el sistema analizado por Chernikov y colaboradores en varios
artículos [27] y cuyo mapeo tambi(?1les estudiado por Piüa y Cantoral [28] usando
el poderoso concepto de líneas de simclría. Para los propósitos de este artículo, no



Caos cn ltJ Mccánica de Newton 327

nos interesaremos en los aspectos particulares de :m aplicación y nos limitaremos a
abstracr tan sólo algunos aspectos básicos del caos determinista.

Para empezar, notemos que la ecuación de movimiento (18) no es integrable
por las mismas razones, y esencialmente en el mismo sentido, que en los modelos
discutidos en la sección anterior. Sin embargo, podemos estudiar su dinámica por
medio de mapcos. Para este sistema en particular, el mapa se obtiene con ba..<;e
en las siguientes observaciones. En primer lugar, mientras t sea diferente de T (o
múltiplos enteros de T), la Ec. (18) se reduce, via la propiedad de la función delta
de Dirac, a la ecuación del DAL.Así que, entre patada y patada, el movimiento es
integrable. En segundo lugar, es posible determinar inambiguamente las condicio-
nes iniciales después de cada patada, calculando el impulso que éstas dan al DAL.
Del análisis cuidadoso de estas dos consideraciones se deduce (véase e.g., [26]) el
siguiente mapeo, .Ala,

(19 )

= [U" + ~ sen V,,] cas a + V" sen a¡U,,+l

iUa :

Vn+1 =

Aquí, usando la notación de Chernikov el al.,

k.X
IV.

y V" = -k.X, (20)

son, respectivamente, la velocidad y posición (normalizadas) del OALperturbado
justamente antes de la n-ésima patada.

El movimiento de este OAL-P(DAL-perturbado) es, además de no integrable,
caótico bajo ciertas condiciones. Para apreciar esta aseveración y evitando entrar
en detalles técnicos, observemos primeramente las Figs. 9A y 90. Para obtenerlas,
usamos tina resonancia muy particular,

IV. 1
W=S' (21)

y una magnitud de patada [{ = .7. esta selección de parámetros se escoglO por
razones que serán claras después. Primero recalquemos que los parámetros que pro-
ducen las Figs. 9A y 9n son exactamente iguales y que sus condiciones iniciales,
(Vo, Uo), son casi las mismas para ambas; Uo es igual y Vo difiere en una centésima
solamente. Sin embargo, el patrón que producen es notablemente diferente, aparte
de que usarnos escalas diferentes para graficar. Si inspeccionamos éstas lo suficiente,
notamos que las hojas de la Fig. 9" están contenidas en la "telaraña" de la Fig. 98.
con este nombre Chernikov y asociados bautizaron este tipo de diseño o patrón.
Su nombre completo es te/amña estocástica. En lo que se refiere a este artículo y
al de Chernikov, el significado de estocástico es sinónimo de caótico. El uso de la
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FIGURA 9A. Iteraciones del mapa M" con I{ = .7, Wo/~1l = 1/5 Y (VoUol = (57.51, 19).

FIGURA 98. Iteraciones del mapa Al" con (Vo,Uo) = (57.50,19) Y los mismos parámetros de la
Fig. 9A. La escala es diferente a la de la Fig. 9A.

palabra telaraña la sugiere la apariencia de la Fig. 9B. Lo caótico sc manifiesta cn dos
formas. La primera es que la secuencia de aparición de los puntos que forman e~ta.s
telarañas es impredecible; parece azarosa. La segunda, qlle también cs imposible
predecir el patrón que resulta al hacer l/na pequáirl vm;ación de las corldiciones
iniciales (Vo, Vol. Los parámetros que se escogieron para producir estas figuras son
algo especiales. En general, la simetría en el espacio fase está dada. por la razón
Wo/~V. Si ésta es igual a p/q, donde p y q son enteros, el resorte está en resonancia
con la perturbación y su simetría en el espacio fase es q. Para valores de I{ y q dados,
el patrón generado por las iteraciones del mapa j"fa depende de las condiciones inicia-
les. Estos patrones en el espacio fase pueden ser de varios tipos [29]. Algunos son: 1) q
puntos distribuidos simétricamente (con simetría q). En ('Ste caso, cada punto cn la
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FIGURA 9c. Iteraciones del mapa /lI con las misma..'l condiciones iniciales, parametros:lo' escaJa dt'
la Fig. 9A. La flecha marra la condi("ión inicial (Ua, \'0).

iteración coincide con alguno de estos q puntos y la dinámica es regular (periódica);
2) generación de un número q de hoja<;,desconectadas unas de las otras. La Fig. 9A
es un ejemplo de este caso y 3) redes <¡uecubren el espacio fase al ir aumentando
el número de iteraciones. La telaraña de la Fig. 9B ('s de este tipo y el cubrimiento
notiene simetría translacional. Hasta ha('c poco, los estudiantes de física aprendían
que folamente ciertas simetrías (o figuras) podían llenar el espacio y los pentágonos
no lo podrían hacer porque no habría simetría transla('iollal. Penrose [13] fue el
primero en descubrir que el espacio sí se podía nl!Jfir con pentágonos si Se relaja la
condición de simetría translacion¡\l. Esta forma de llenar espacios está íntimamente
ligada con el descubrimiento recient.e [12]de simetrías cuasicristalinas en la física del
estado sólido. La razón de haher escogido los porállletros y las condiciones iniciales
de la Fig. 90 es la de producir difltsió1I fs!orás!ira de loStrayectorias que se obtienen
al iterar e! mapa .Ma. Este fCllómenoconsiste en (1'1(',a diferencia de las trayectorias
de tipos 1 y 2 mencionados arriba, el plinto inicial se difunde sin límites en el espacio
fase, con la simetría de la resolla licia y de forma caótica. Solamente si las condiciones
iniciales caen sobre la sepamlri: del sisl.f'lIlaprolllcdiado. habrá difusión estocástica.
El concepto de separatriz es fácil de (,lIt(~ncler:-;i tOJllillllOScomo cjemplo de sistema
el péndulo. La dinámica del péndulo s(' divide (-'11 dos tipos 119,30]: m~villlientos
de lib,'aciones y miaciones. En libración, el péndulo oscila silllétricalllent~ entre un
ángulo dado, O, y -O sin dar la vuelta wlllpleta (Fig. 811).Cuando el péndulo tiene
suficiente energía cinética, el 1)(~J1dl1lohace rotaciones alrededor de! pU'1to donde
está anclado. La situación intermedia entre est.os dos movimientos cort~sponde a
la separatriz. Esta es muy incstable ¡>llt"stoque una pert.urbación, por pe(Íueña que
sea, puede poner al péndulo en rotación o <'11 libración.

Los parámetros y las condiciones iniciales de las Figs. 9B y 9c son exactamente
iguales y solamente difieren l'1l la ('_'Koladel graficado. Est.os pa.rámetros y condicio-
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FIGURA10. Iteraciones del mapa M •• con [{ = 5, Wo/W = l/54 Y (Vo,Uo) = (55, 19).

FIGURA11. Iteraciones del mapa M con Io.~mismos parámetroo de la Fig. 10 pero con (Vo,Uo) =
(55,18.9995).

nes iniciales son tales que la difusión ilimitada debiera ocurrir. El punto inicial está
marcado en la Fig. 9c y al iterar el mapa, este punto se difunde estocásticamente,
supuestamente por todo el espacio fase. Destacamos supue.stamente porque nuestros
experimentos numéricos [29]sí muestran la difusión estocástica pero ésta es acotada
debido a la propagación de errores numéricos inherentes en la computación de la
iteración. El patrón de la Fig. 9c se acompletó con 100000 iteraciones y aún después
de iterar otro tanto el patrón no se difundió más. Computadoras más rápidas y con
mayor precisión, seguramente, aumenfilrían el rango de difusión pero para que haya



Caos en In ,\lccárlica de Xewton 331

FIGURA 12. Iteraciones del mapa Al" con los mismso parámetros de la Fig 10 pero con (Vo, Uo):::::
(55,18.99).

FiGURA 13. Iteraciones del mapa M con los mismos parámetros de la Fig. 10 pero con (Vo, Uo):::::
(55,18.995).

difusión ilimitada se necesitaría una computadora con infinita precisión, la cual no
existe.

Ahora comentaremos sobre el siguiente conjunto de Figs. 10-13. Estas, para
propósitos de comparaciones fueron terminadas en el mismo número (arbitrario) de
iteraciones (n = 3269) Ypertenecen al mismo sistema, puesto que en todas Wo/~V ::::;
p/q = 1/5 Y [( = 5. Lo que se varía de figura a figura son las eIs (condiciones
iniciales): (Vo• Uo). Observarnos quc si la'i condiciones del sistema al momento de
la primera patada son alterada'! ligeramente, el comportamiepto es notablemente
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diferente. La diferencia en el valor inicial de U es de 5 x 10-4 entre las Figs. 10
y 11 Y de .5x 10-3 entre las Figs. 12 y 1:3.Este comportamiento es característica
fundamental de los sistemas caóticos. De hecho, para un sistema caótico condiciones
iniciales cercanas divergen exponencialmente (véase e.g., (16]). Por un lado, esto
quiere decir que si sólo vemos el resultado final después de muchas iteraciones, y
si la precisión de nuestros aparatos para determinar las CIs es menor que 10-4 (en
este ejemplo), entonces parecería. que el mismo sistema, en las mismas condiciones,
produce resultados cualitativamente diferf'ntes. 1.05 resultados parecerían aleatorios
(azarosos). Por otro lado, aun teniendo precisión suficiente y habiendo obtenido
resultados previos para ciertas CIS, al variar ligeramente éstas no podríamos predecir
la evolución ni la forma final del patrón. Es decir, no podemos predecir el futuro de
un sistema caótico determinista. Para saber el resultado final, tenemos que calcular
todos y cada uno de los pasos intermedios; no hay atajos.

Quiero fnalizar especulando, con base en la apariencia compleja de figuras como
las que aquí se presentan, que posiblemente muchas de las estructuras que observa-
mos en el universo (t.9. formación de galaxias, estructuras celulares, crecimiento de
cristales, y en general, todas la" formas que vemos en nuestro alrededor) son produ-
cidas por algoritmos muy simples como son el mapeo Affl o el logístico, mostrados
aquí.
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Abstraet. The illvestigation of chaotic behavior in physical pheno-
mena has been ver)' intense during the last decade and it has given
rise to sorne new techuira! jargon and to the revision of apparentl)'
unambiguous collcepts. Even though lhe contributions have been on
various fields, there is still a large portion of scientists who are not
aware of these advances, which perhaps should aIread)' be included in
the undergraduate and graduate programs. The purpose of this article
is to present the basic characteristics of deterministic chaos, employing
as paradigms two systems whose dynamics are described by Newton's
Laws. The Fermi Accelerator (or bouncing ball) exemplifies the route to
Chaos through bifurcation. \Ve discuss its universality and its relation
with the logistic mal' of Feigenbaum and with the concept of fractal
dimensions. With the periodically Forred lIarmonic Oscillator we show
graphically the phenornena of stochastic webs and of phase-space diffu.
sioll with pentagonal symmetric (cua.sicrystals). The two rnodels serve
as evidence that ch,lOtic systems are extremely sensitive to initial COH-

ditiolls. \Ve discuss the concept of integrability and distinguish between
predictability, and detcrminism; and between disorder and chaos. Based
on the set of graphs presented we speculate about the complexity of
the universe and its possible relation with very simple but non-linear
algorithms.




