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Resumen. Se desarrolla un método alternativo para resolver las ecua-
ciones quirales con simetría SL(2,R) que conduce a la solución N.
solitónica, utilizando el Ansatz de Neugebauer. Se aplica esta solución
para N = 1 Y se obtiene la transformación de Ba.cklund de las ecua.
ciones quirales. La aplicación de esta transformación a las ecuaciones
de Ernst, partiendo de una solución de espacio plano da la solución de
Kerr.NUT. El método puede ser utilizado para resolver las ecuaciones de
Einstein en el espacio-tiempo y generalizado para resolver las ecuaciones
n-dimensionales de Einstein.

PACS: 04.20.q; 04.20.jb

1. Introducción

El objetivo de este trabajo es presentar un método alternativo para dar solución a
las ecuaciones quirales

(1 )

donde 9 = g(p, () es una matriz 2 x 2 simétrica del grupo S L(2, R) que sólo depende
de dos parámetros, p y ( (z = p + i( Y i su complejo conjugado). Estas ecuaciones
aparecen en relatividad general y nosotros nos proponemos dar una solución a las
ecuaciones de Einstein utilizando este método. Las ecuaciones (1) para el caso en que
9 es una función simplemente} son la ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas.
Haciendo 4J = In y, se obtiene

(PQ\,.),I + (pQ\,,),. = o.

Este no es el primer intento de resolver las ecuaciones (1). Maison [1] fue el
primero en encontrar un problema lineal equivalente a (1). Pero fueron Belinsky y
Sacharov [2] los primeros en encontrar una solución solitónica de (1) proponiendo
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un ingenioso método que después ha sido usado exhaustivamente para encontrar
soluciones axialsimétricas, cilíndricas, etc. de las ecaciones de Einstein.

Los primeros en encontrar una transformación tipo Backlund a las ecuaciones
de Einstein fueron Harrison !31e independientemente Neugebauer {4J.Este último
"generó" del vacío, a través de una transformación de este tipo, la solución de
Kerr-NUT.

Otros métodos para generar soluciones de las ecuaciones de Einstein han sido
desarrollados. Sin embargo Cosgrove 15}e independientemente Kramer [6], demos-
traron la equivalencia entre todos ellos.

En este contexto seria difícil justificar otro método más que también sea equi-
valente a todos ellos. Sin embargo, el anzatz de Neugebauer [4]' a pesar de ser
empleado en este trabajo sólo para resolver las ecuaciones de Einstein, puede ser
generalizado a cualquier dimensión y ya ha sido utilizado para resolver las ecuaciones
(1) para cuando g es un elemento del grupo SU(N) [71. Por otro lado, el ¡¡nzatz
ha sido empleado para resolver un sinnúmero de problemas. Incluso en relatividad
general se ha utilizado para resolver las ecuaciones de Ernst [8], las de Einstein con
simetría axial [4], las de Ernst con campo electromagnético [9], las de Kaluza.Klein
en el espacio de potenciales PO] y puede ser generalizado para las ecuaciones de
Kaluza.Klein en el espacio tiempo 5-dimensional. Además, se ha utilizado en la
resolución de la ecuación de Sinus-Gordon, Korteweg de Vries [IIj, cte.

Este trabajo está organizado de la siguiente forma. En la Sec. 2 se da el problema
equivalente lineal a (1) Y se analizan sus consecuencias. La Sec. 3 y 4 describen al
Anzatz de Neugebauer, que es la herramienta básica para la resolución del problema
y finalmente eon la Seco6 damos un ejemplo del empleo del método desarrollado aquí
para resol w'erlas ecuaciones de Ernst.

2. El problema equivalente lineal

En las coordenadas canónicas de \Veyl, el detg = _p2. En este caso las Ecs. (1)
son equivalentes a las condiciones de integrabilidad de la matriz 4> definida en el
problema lineal

4> •• = ~(l + ))A4>

4>" = !(1 + D B4>
(
k_¡i)'!2

,\.- --
.- k + iz (2)

en donde la matriz 2 x 2 4>= 4>P, z, z) es normalizada según

4>(1) =g, (3)

para ,\ = 1 (k -. ooL k es un parámetro (espectral) constante y A = g,zg-l
y B = g,.g-l En la Ec. (3) ya hemos usado la notación 4>('\) = 4>(,\,z, i) para
simplificar la escritura.
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Las Ecs. (2) nos permiten escoger 4>(>.) de tal manera que

.p(-l) = E = diag(l, 1). (4 )

La simetría del grupo al que pertenece 9 será entonces reflejada a las matrices A y
B. Se puede ver que

(5a)

(5b)

(una T denota matriz transpuesta).
Entonces podemos formular el siguiente teorema:

TEOREMA 1. Una matriz 2 x 2 ,p con las condiciones

o) 4J,,4>-1 (4J,i4>-I) es función matricial lineal en). (respectivamente en 1/)..) en la
forma (2);

a) .p(A) = .p(lj\);
b) 4>( _.\).p(.\)T = g;

c) .p(-l) = E;

es equivalente al problema lineal (2) conjuntamente con (:1) y (5).

Demostración. Es fácil ver que las condiciones o), a), b) y e) se siguen del problema
lineal (2) y las relaciones (3) y (5).

Supongamos ahora válidas las relaciones o), a), b) y e). De o) y a) obtenemos

.p" = .p,,(lj\) = ~(l+ .\)f1.p(lj\) = ~(l+ .\)M(.\),

esto implica A = !J. De las relaciones o) y b) se sigue

La comparación de los términos del mismo grado en ). nos muestra que para .\ 1:
A = gATg-1 'j para .\0, se obtiene ~A = 9"g-1 - 4gATg-1, es decir A = g"g-I Y
la relación (5{') para A. Análogamente se obtienen las mismas propiedades para B.
Las relaciones b) y e) implican (:l).

Con la ayuda de la fórmula

tr(fJ"lr') = (In det fJ)" (6 )

podemos obtencr un sistema de ecuaciones diferencialcs para el det 4>. De (2) se
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sIgue que

1
(lndet<¡l), = -(1 +A), 2p

(lndet<¡l),. = 2~ (1 + D.
La solución de este sistema con la normalización (3) es

A - 1
det <¡I(A)= -2il,.--

A + 1

en donde A= A(k) está dado en (2).

3. El anzatz de Neugebauer

(7)

(8)

El método que empicamos aquí presupone el conocimiento de una solución de las
Ecs. (1). Si esto es así, podemos obtener por integración de (2) la respectiva matriz
4>0que corresponde entonces a la solución 90 de (1). La matriz 4>0satisface entonces
las condiciones o), a). b) y e) del Teorema 1. La condición o) se cumple también
por otra matriz 4>tal que

q, = T<¡Io, (9)

donde la matriz 2 x 2 de transformación T = T(>., z, z) es escencialmcnte una matriz
polinomial en >. (o >.-1)

T(A) = h(k,=)(Vo + v,r' + + VnAn) = h1'(A)

= q(k,z)(l'n + 1;,_,A + + VoAn) = qT(A), ( 10)

en donde las matrices )/¡, i = O.... , n, sólo dependen de z y z, Yi = )'¡(z. z) y las
funciones h y q están dadas como

h(k, =) = a(k)(k _ i=)"/2

q(k,z) = a(k)(k + iz),,/2
(11 )

siendo o(k) un factor que depende sólo de k.
El Anzatz solitónieo (9) fue introducido junto con (lO) y (11) por G. Neuge-

oauer [.1,9J.
Es fácil ver de las Ecs. (8) y (9) que

det T(A) = 1 ( 12)
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y también que la condición (4) implica que

T(-I)=E. (13 )

De esta manera se sigue el siguiente teorema.

TEOREMA 2. Las condiciones o), a), b) y e) del Teorema 1 son equivalentes a las
condiciones

o') T(.\) tiene la forma polinomial (10);
a') T(.\) = T(I/Á);
b ') T( -.\)goT(.\¡T = g;
e') T(-l) = E

para la matriz de transformación Ten (9).

Demostración. En la referencia [9] se demostró que la condición o ') es equivalente a
la condición o) del Teorema L Es posible incluso demostrar esto en el caso en que 9
sea de dimensión arbitraria (pero finita). La equivalencia entre las condiciones a'),
b ') Y e ') con las condiciones a), b) y e) se sigue fácilmente.

La constante a(k) en (11) se puede escoger de tal manera que las funciones h
y 9 sean igual a 1 para). == :f::l. En este caso se tiene que las funciones enfrcntl: de
los polinomios (10) cumplen la relación

q(.\) = h(l/Á). ( 14)

Si sustituimos esta condición en la condición a ') del Toorema 2 encontramos
que

( 15)

Con ayuda de la ecuación (15) podemos entonces escribir explícitamente la
matriz T(.\):

( 16)

Si sustituimos la expresión (16) en la condición (l;~) (h(k,z) == 1 para ,\ == -1)
encontramos que el grado de las matrices polinomiak-s 'i'().) y 'i'(,\) (h-he s(~rnece.
sariamf'nte par, es decir n = 2N.

La ecuación de trallsformción (9) para>' = 1 (y utilizando la normalización (3)
para t:P y t:Po) ohtiene la forma

9 = T(I)go ( 17)

con la cual podemos generar, de una solución conocida 90, con ayuda de la rna-
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triz de transformación t (es decir, de las matrices Yi) una nueva solución de las
ecuaciones (1).

4. La función det TP)

En esta sección vamos a analizar el comportamiento del polinomio det t( >') y de
sus raíces. Para esto, debemos escribir las condiciones a') y b') del teorema [IJ en
función de las matrices T(>') y TP). Si hacemos esto, la expresión h(k,i)q(k,z) se
cancela y obtenemos

(18)

(aquí se usa la notación T'P) = T(I/ >.)T). El lado izquierdo de la ecuación (18) es
una matriz polinomial en A. Esto implica que la expresión

(

ZN ) 1/2
(detT(->')detT'p))1/2 _ g(>.' _ >.1)(>.' _ ~¡')

debe ser también un polinomio en >.. Las raíces >'1 en (19) se determinan por

(19 )

detTp,) =0; >.,=>'([{,), [{,=cte., k=I, ... ,2n. (20)

Es conveniente escribir las raíces >'1 en la forma siguiente

, { k = 0,2,4, ... ,2(N - 1)
>'k+i = A¡

i = 1,2
(21)

Para que la &. (19) se cumpla, debe tenerse entonces alguna de las posibilidades

-----1 ,-----1
A~ = (A~) , A, = (A~) ,

A~= :i:A~,

\' (A')-IJ¡=:i: 2 .

(22a)

(22b)

(22c)

Sin embargo, no todas ellas nos darán una solución no trivial de las ecuaciones (1).
Por otro lado, podemos escribir la matriz t en las raíces >'1 como

(23)

ya que en este caso det .p(>.,) = O y por tanto, .p(>.,)C, = O. Si introducimos el
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vector

(21)

(el subíndice se refiere a la raíz \d podemos escribir (23) corno T(AI,; )Pk = O.Con
ayuda del problema lineal (2) no es difícil demostrar que el vector el,; puede ser
escogido como un vector constante. EntollcL'Slas ecuaciones (23) son UIl sistcma de
2N ecuaciones lineales para las componcntes dc la matriz T(>') con la forma (16).
Estas ecuaciones forman, conjuntamente con las ecuaciones (13) Y (17), 1111 sistema
¡nhomogéneo de ecuaciones lineales para las componentes 91lv de la matriz 9.

Las componentes del vector Pk no son indcpcndientes. Las relacioncs a') y b ')
del Teorema 1 evaluadas en las raíces "f se escriben como

7'(A;); 1'(l/A~'),

1'( -A; )go'Í'(AW ; O,

(25a' )

(25b')

esto es, ellas son, conjuntamente con las relaciones (22) para las raíces ,\:' UB

conjunto de relaciones de ortogonalidad para los vectores PI,;. Esto lo veremos cla-
ramente en la siguiente sección.

5. Las transformaciones de Backlund

Ahora vamos a solucionar el sistema de ccuaciones lineales (13), (17) Y (23). Para
esto observamos primero que la matriz '[(A) puedc ser escrita en las raíces ,\7 y A~
como un producto diádico de vectores, esto es

T' ( 1') 1" \'AlJ 1 I =. A JJi,
(26)

en donde el vector PI
k es perpendicular al vector VI y el pf al vector Vl, es decir

o

(2;)

esto es PIJJg¡;l (respectivamente P1k
t
9¡;1) es perpendicular a GoVIT (res¡wctiva.

mente a goV1 t, t denota conjugación herlllitiana). Los casos en que At" = -A~ o
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Ai = -(Ai)-I dan

1'2901'1T = O,

respectivamente,

(28)

Esto es, el vector V2 es perpendicular al vector 90VIT (respectivamente al 90Vlt) o
en forma equivalente

respectivamente,

P,t -Ip'-Ol 90 2 - . (29)

---1
Los casos 1\7 = i\~ Y I\f = (i\~) conducen a soluciones triviales. Las relaciones
(29) son relaciones entre las componentes de los vectores }l/'.

Ahora ya podemos escribir la N -solución solitónica de la ecuación (1). Para esto
tomamos primero el primer renglón de la ecuación matricial (17) y conjuntamente
con (13) y (23) forman el sistema para las incógnitas gIl y gl2

-gIl + 1'11(1 )9011 + 1'12(1 )g012 = O

-g12 + 1'11(l)gOI2 + 'Í'12(1)g022 = O

1'11( -1) = 1

1'12(-1)=0

1'11(>-')P, '+- 1'12(>-,)q, = O; k = 1, ... ,2N

(30)

y los comp!'2jos conjugados de la última ecuación, además la matriz tp.) tiene la
forma especial (16). De la misma forma podemos escribir las ecuaciones para 912 y
922. El resultado se puede escribir en forma de determinantes como sigue

1 1 U
U Y.I; 1 11'

l' ).1 ;gil = - Jo JI gl2 = D Jo J¡
D /lo /ll /ln /lo nI /ln

(31)

g22 = -~ I Yo
l' ti;JI

D Ro nI nn
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en donde las matrices 1 x 2 U, V. IJ y JJ están definidas como

u = (9011,9012); 1, = ((-1)',0), (32)
V = (901',9022); J, = (0,(-1)'),

Y las matrices 4N x 2 Rj como

P)A¡J q)A ¡J

PI~n-J iil~~-J

R, = (33)
P2N A~N q2N A~N
- - n- J ii2N 5..;¡~JP'N A'N

Y el determinante D está dado por

Iln 1I ...
1" ID = Jo JI Jn , (34)

110 11, Hu

las componentes pJ y qJ de los vectores PJ cumplen con la ecuación (29) y las raíces
AJ:con las relaciones (22).

De la utilización de las fórmulas (31) en el caso N == 1 se obtiene la transfor-
mación de Uacklund de las ecuaciones (1)

)
911 = -YOII - 15(YoII/I + yOI2d,).

y" = -YoI' - i(YOI,dl + Yo"d,),

en donde el determinante d == d(5¡. 52; Ql.q}.; Al. ),2; ),1. ),2) definido <'~0Il10

-( 1 - A¡¡SI (I+A¡)ql A¡( 1+ Al )ql A'11

d=
(1-~¡)SI ~1(1 + ~¡)ql (1+~dq, ~'11 (36)
-(1 - A¡)S, (1 + A,)q, A,(1 + A,)q, A212

-(1 - ~¡)S, ~,(l+ ~,)q, (1 + ~,)q, 5..212
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hace los determinantes di, ... ,d~ de la forma

I q,
ql =-

Pi
(37)

La sustitución de las relaciones Al ;;; A2; AI)I} = A2X2 ;;; 1 y AIXI ;;; 1 conduce a
soluciones triviales (g ;;; ::i:go) de las ecuaciones (l).

El caso Al ;;; -l/X2, g012 = O nos conduce a que di ;;; d~,gOlld1
1 ;;; g022d2 Y por

supuesto a que gl2 ;;; 921.

Explícitamente los determinantes de las transformaciones son

2 ? -? -2 - - ?

d, = ,\,.\,(1 - '\¡'\¡)('\I(J - ,\¡}i + '\,(1 - ,\¡)i),
1 ,

cf, = - ,\'\' {2.\,(1 - '\¡)'\, (1 - .\1)(4+ ss) + [.\1(1 - '\1)' + ,\1(1 - .\1)] ti
1 ,

- (1 - '\1.\1)[.\,(1 - '\1)15+ '\1(1 - .\ilis]}
, -,

(1-,\¡}(1-,\¡){- ,- - ,-' ,-' }D = -,-, 11(1+ ,\¡,\) + 2,\',\1(2(qlq, + q,q¡} - ss) ,
,\',\1

(38)

donde t = q~- q~y s ;;; q/I + q~, los cuales al sustituirse en (35) nos dan una nueva
solución de las ecuaciones (1) en función de Al;;; (k)-ii/k¡ +iz)1/2 con k1 = cte.

5. Las ecuaciones de Ernst en la representación 5L(2, R)

Las ecuaciones de Ernst son de gran importancia. En relatividad general, por ejem.
plo, aparecen tanto en el espacio tiempo como en el espacio de potenciales. Si
escribimos

{
(
IV IV )

(u,v) = f_+w'f-W

(E,E)

espacio tiempo,

espacio de potenciales,

(39)

las ecuaciones de Einstein para el caso axial simétrico para la métrica de Papape-
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lrou [12]

están dadas por las ecuaciones de Ernst [13,8)

f t>u = (Vu)'

f t>v = (Vv)',

(40)

(41 )

tanto para el potencial de Ernst E como para las cantidades de la métrica J, ~V,
w, (conocidas J, W y w, la función U puede ser integrada (véase la Ref. [12J).

Es bien conocido que las ecuaciones (41) admiten un grupo de invariancia
SU(I,l) [14]. Sin embargo, esle grupo es homomorfo al grupo SL(2,Dl). Es por
eso que podemos dar una representación de estas ecuaciones también en este grupo.
Una parametrización de este grupo en términos del potencial de Ernst está dada
por {!5,16]

=!( EE -lmE)9 f -lmE 1 ' f = RcE, (12)

entonces las ecuaciones de Ernst (41) son exactamente la ecuación (1).

Si iniciamos con una solución diagonal 90 y tomamos las coordenadas de Boyer-
Lindquist T, O, eP, t definidas por

p = Vr' - 2mr + a' + ('sen O,

(=(r-m)cosO
(43 )

con m, a y e constantes, obtenemos que la transformación de Backlund se escribe

q" ~ ~[[4(-klcasO(! + il + k¡(i(! - il(r - m)] 9022,

922 = ~ [(r' + a' cas'OJE - 2k,dcos O+ (1 + cas'O)(2!tk¡ - m' B)

- (' cos' OS + (r - m)(2k,C - 2mB)] 9022,
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donde

11 = (r2 - 2mr + a2 cos OlA + sin2 O('.ltlkf + m2 A) - e2 A cos2 0,

A = '.l(q~(h+ ~q;) + tr - ss,
B=A+2(ss-tt+4),

e = i(t., - sI).

d = t.-;¡ + sI,

(H)

I qj
ql =-j

1'1

y 911 se obtielle de 912y 922 de la formula det9 = _p2.
Si observamos la matriz (42) vemos que tiene determinante igual a l. Esto no

es un problema, ya que es fácil darse cuenta que el desarrollo de la SeCo2 también
es válido para cuando det9 = ::i:l en (2). lo cual puede verse haciendo el cambio
9 - ~g y observando que la ecuación (l) permant'cc invariantc.

Como ejemplo, vamos a partir de la solución más simple conocida, E = 1, que
corresponde a espacio plano. Entollces 90 es la matriz unida-j 2 x 2. Ahora multi.
plicarnos la ecuación (2) por el vector constante G\ a ambos lados de la igualdad y
utilizamos la definición (24) de Pk. Entonces obtcnemos

(~:) = ~(1+ A,)Ao (~:) ,
.'

(1',) = ~ (1+~)Bo (1',),q, ,i 2 ~I q,

(45 )

por lo que se obtiene Pi,q¡ = cte. Si definimos q~ = q¡/Pl, q; = q2/P2, entonces la
ecuación de ortogonalidad de las Pi;'s (29) nos da

(46)

Como P¡q¡ son constantes, también lo serán s y t en (44). Si escogemos estas
constantes tal que se cumpla que: A = B, p2 A2 = -2tikf-m2 A, -2kr(t+i) = maA
y 2k,(t - 1) = itA, entonces se sigue que k¡(ts + [s) = afA y k¡i(ts - [s) + mA = O
Y la solución (44) toma la forma (9022 = 1)

9¡2 = :1 [2maAcosO - 2fA(r - m)]

922= :1 [(r2+a2cos20)A+2afAcosO+f2A(1+cos20)-f2Acos20j (47)
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Si comparamos este resultado con (42) se observa que la solución corresponde a
la solución de Kerr-NUT (17]donde £, a y m son el parámetro de NUT,de momento
angular y de masa respectivamente. A es una constante diferente de cero que se
cancela. Es decir, la aplicación más sencilla de este método nos conduce a la solución
de Kerr-NUT. El método puede ser también usado para resolver las ecuaciones de
Einstein en el espacio tiempo dadas en la referencia [18].

7. Conclusiones

La transformación de Backluod de la ecuación (1) corresponde a la solución so-
litónica más simple (N = 1) de las fórmulas (31). En el caso en que partamos de
una solución conocida en la cual 90 es diagonal, la transformación de Backlund
escrita en coordenadas de I3oyer-Linquisl (43) toma la forma (44), en donde las
funciones q¡ y Pi se obtienen integrando el sistema de ecuaciones diferenciales (45).
Las condiciones de ortogonalidad de Pk conducen a la condición

9022 + 9011 ¡ft q~= O. (48)

Partiendo de una solución conocida 90 diagonal, integrando las ecuaciones (45) y
lomando en cuenla las condiciones (48), la fórmula (44) nos da una nueva solución
de las ecuaciones (1). La solución más general para N = 1 se obtiene de la trans-
formación de Backlund (35). Las fórmulas (31) son la N-solución solitónica de las
ecuaciones (l).
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Abstract. An a.1terna.tivemethod to solve the Chira! equa.tions with
SL(2,R) symmetry is developed. One gets the N.soliton solution using
the Neugebauer Ansatz. For N = 1 one obtains the Backlund tra.ns.
forma.tion of the Chira.! equa.tions. From the a.pplication of this trans-
formation for the flat seed solution one finds the Kerr-NuT sol11tion.
This method can be a.pplied to genera.te solutions oC the n.dimensional
Einstein equations.




