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Resumen. Se desarrolla un método alternativo para resolver las ecua-
ciones quirales con simetria SL(2,R) que conduce a la solucién N-
soliténica, utilizando el Ansatz de Neugebauer. Se aplica esta solucién
para N = 1 y se obtiene la transformacién de Backlund de las ecua-
ciones quirales. La aplicacién de esta transformacién a las ecuaciones
de Ernst, partiendo de una solucién de espacio plano da la solucién de
Kerr-NuT. El método puede ser utilizado para resolver las ecuaciones de
Einstein en el espacio-tiempo y generalizado para resolver las ecuaciones
n-dimensionales de Einstein.

PACS: 04.20.q; 04.20.jb

1. Introduccién

El objetivo de este trabajo es presentar un método alternativo para dar solucién a
las ecuaciones quirales

(p9,:97 ")z + (pg,:97"),: =0, (1)

donde g = g(p, () es una matriz 2 x 2 simétrica del grupo SL(2,R) que sélo depende
de dos parametros, py ¢ (z = p+i( y Z su complejo conjugado). Estas ecuaciones
aparecen en relatividad general y nosotros nos proponemos dar una solucién a las
ecuaciones de Einstein utilizando este método. Las ecuaciones (1) para el caso en que
g es una funcién simplemente, son la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas.
Haciendo ¢ = In g, se obtiene

(pd,2) .3+ (pds): = 0.

Este no es el primer intento de resolver las ecuaciones (1). Maison [1] fue el
primero en encontrar un problema lineal equivalente a (1). Pero fueron Belinsky y
Sacharov [2] los primeros en encontrar una solucién soliténica de (1) proponiendo
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un ingenioso método que después ha sido usado exhaustivamente para encontrar
soluciones axialsimétricas, cilindricas, etc. de las ecaciones de Einstein.

Los primeros en encontrar una transformacién tipo Backlund a las ecuaciones
de Einstein fueron Harrison [3] e independientemente Neugebauer [4]. Este tltimo
“generé” del vacio, a través de una transformacién de este tipo, la solucién de
Kerr-NUT.

Otros métodos para generar soluciones de las ecuaciones de Einstein han sido
desarrollados. Sin embargo Cosgrove [5] e independientemente Kramer [6], demos-
traron la equivalencia entre todos ellos.

En este contexto seria dificil justificar otro método mas que también sea equi-
valente a todos ellos. Sin embargo, el inzatz de Neugebauer [4], a pesar de ser
empleado en este trabajo solo para resolver las ecuaciones de Einstein, puede ser
generalizado a cualquier dimensién y ya ha sido utilizado para resolver las ecuaciones
(1) para cuando g es un elemento del grupo SU(N) [7]. Por otro lado, el inzatz
ha sido empleado para resolver un sinniimero de problemas. Incluso en relatividad
general se ha utilizado para resolver las ecuaciones de Ernst [8], las de Einstein con
simetria axial (4], las de Ernst con campo electromagnético [9], las de Kaluza-Klein
en el espacio de potenciales [10] y puede ser generalizado para las ecuaciones de
Kaluza-Klein en el espacio tiempo 5-dimensional. Ademas, se ha utilizado en la
resolucion de la ecuacion de Sinus-Gordon, Korteweg de Vries [11], etc.

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma. En la Sec. 2 se da el problema
equivalente lineal a (1) y se analizan sus consecuencias. La Sec. 3 y 4 describen al
Anzatz de Neugebauer, que es la herramienta basica para la resolucién del problema
y finalmente en la Sec. 6 damos un ejemplo del empleo del método desarrollado aqui
para resolver las ecuaciones de Ernst.

2. El problema equivalente lineal

En las coordenadas candnicas de Weyl, el det g = —p?. En este caso las Ecs. (1)
son equivalentes a las condiciones de integrabilidad de la matriz ¢ definida en el
problema lineal

¢ =3(1+21)Ag =5 12
k—iz
: Xi= (k : ) 2)
3 (1 + X) B¢ ek

.

en donde la matriz 2 x 2 ¢ = ¢(), 2, Z) es normalizada segun

¢(1) =g, (3)

para A = 1 (k — o0), k es un parametro (espectral) constante y A = 929!
y B = g:97" En la Ec. (3) ya hemos usado la notacién ¢(A) = ¢(),z,2) para
simplificar la escritura.
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Las Ecs. (2) nos permiten escoger ¢(A) de tal manera que
9(~1) = E = diag(1,1). (4)

La simetria del grupo al que pertenece g sera entonces reflejada a las matrices Ay
B. Se puede ver que

A=B (5a)
AT =g7'Ag; B =g¢7'Bg (50)
(una T denota matriz transpuesta).
Entonces podemos formular el siguiente teorema:
TEOREMA 1. Una matriz 2 x 2 ¢ con las condiciones

0) .6 (¢:¢7") es funcién matricial lineal en A (respectivamente en 1/A) enla
forma (2);

a) ¢(X) = ¢(1/2);

b) ¢(—\)s(N)T =

c) ¢(-1) = E;

es equivalente al problema lineal (2) conjuntamente con (3) y (5).

g;

Demostracién. Es facil ver que las condiciones o), a), b) y ¢) se siguen del problema
lineal (2) y las relaciones (3) y (5).

Supongamos ahora vélidas las relaciones o), a), b) y c). De 0) y a) obtenemos

62 =:(1/2) = (1 + X)Be(1/X) = 3(1 4+ 1) As(N),

»

esto implica A = B. De las relaciones o) y b) se sigue
6(—2) = 21 =46 = 9.9 — §(1+ Vg AT} g6~ (V).

La comparacién de los términos del mismo grado en A nos muestra que para AL
A= gATg™' y para \°, se obtiéne 14 = g ,¢g7' — 1gATg™ es decir A=g.g7"y
la relacién (5b) para A. Anilogamente se obtienen las mismas propiedades para B.
Las relaciones b) y ¢) implican (3).

Con la ayuda de la féormula
tr(Q.07) = (Indet Q) » (6)

podemos obtener un sistema de ecuaciones diferenciales para el det ¢. De (2) se



Solitones en gravedad §-dimensional 343

sigue que
1
(Indet¢), = —(1+ 1))
2p
(lndet;ﬁ)—‘i 141 (M)
T 9 AT
La solucion de este sistema con la normalizacién (3) es
L A—1

en donde A = A(k) estd dado en (2).

3. El anzatz de Neugebauer

El método que empleamos aqui presupone el conocimiento de una solucién de las
Ecs. (1). Si esto es asi, podemos obtener por integracion de (2) la respectiva matriz
@0 que corresponde entonces a la solucién gg de (1). La matriz ¢g satisface entonces
las condiciones o), a), b} y ¢) del Teorema 1. La condicién o) se cumple también
por otra matriz ¢ tal que

¢ = T¢01 (9)

donde la matriz 2 x 2 de transformacion T' = T(, z, Z) es escencialmente una matriz
polinomial en A (o A1)

T(A) = h(k,2)(Ya + YIA™ 4+ 4 Yo2") = hT())
= q(k,z)(Yn 4 Yac1A 4 - + YoA") = ¢T(N), (10)

en donde las matrices ¥, 1 = 0,...,n, solo dependen de z y z, ¥; = ¥;(2.2) y las
funciones h y ¢ estan dadas como

h(k, z) = a(k)(k — iz)™/? -
1
qlk, z) = a(k)(k +iz)™2.

siendo a(k) un factor que depende sélo de k.

El Anzatz soliténico (9) fue introducido junto con (10) y (11) por G. Neuge-
bauer [4,9].

Es facil ver de las Ecs. (8) y (9) que

detT()) =1 (12)
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y también que la condicion (4) implica que
T(-1)=E. (13)

De esta manera se sigue el siguiente teorema.

TEOREMA 2. Las condiciones o), a), b) y ¢) del Teorema 1 son equivalentes a las
condiciones
o’) T(A) tiene la forma polinomial (10);
“') T(X) =T(1/A);
b’) T(- A)yoT()\)T
¢’) T(-1) =

para la matriz de transformacion T en (9).

Demostracion. En la referencia [9] se demostrd que la condicion o) es equivalente a
la condicién o) del Teorema 1. Es posible incluso demostrar esto en el caso en que g
sea de dimension arbitraria (pero finita). La equivalencia entre las condiciones a’),
b’) y ¢’) con las condiciones a), b) y ¢) se sigue facilmente.

La constante a(k) en (11) se puede escoger de tal manera que las funciones h
y g sean igual a 1 para A = £1. En este caso se tiene que las funciones enfrente de
los polinomios (10) cumplen la relacién

g(A) = R(1/X). (14)

Si sustituimos esta condicion en la condicién a’) del Teorema 2 encontramos
que

T()) =T(1/X) (15)

Con ayuda de la ecuacién (15) podemos entonces escribir explicitamente la

matriz T'()):
TN =Y +A 4+ A4 BA", Yo =Y (16)

Si sustituimos la expresion (16) en la condicion (13) (h(k,z) = 1 para A = —1)
encontramos que el grado de las matrices polinomiales T( )y T'(A) debe ser nece-
sariamente par, es decir n = 2N.

La ecuacién de transformeién (9) para A = 1 (y utilizando la normalizacion (3)
para ¢ y ¢g) obtiene la forma

g=T(1)g0 (17)

con la cual podemos generar, de una solucién conocida gy, con ayuda de la ma-
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triz de transformaciéon T (es decir, de las matrices Y;) una nueva solucién de las
ecuaciones (1).

4. La funcién det T(\)

En esta seccién vamos a analizar el comportamiento del polinomio det T'()) y de
sus raices. Para esto, debemos escribir las condiciones a’) y b’) del teorema. [1] en
funcién de las matrices T()) y T(/\) Si hacemos esto, la expresién h(k, z)q(k, z) se
cancela y obtenemos

T(=X\)goT*()) = (det T'()) det T*(1))/%g (18)

(aqui se usa la notacién T*(A) = T(1/A)7). El lado izquierdo de la ecuacién (18) es
una matriz polinomial en A. Esto implica que la expresién

aN 1/2
(det T(—A) det T*(1))"/? ~ (1'[(1\2 — A - 5\;2)) : (19)
k=0
debe ser también un polinomio en A. Las raices A\; en (19) se determinan por

det T(A\g) = 0; M= A(Kg), Kp=cte, k=1,...,2n. (20)

Es conveniente escribir las raices Ay en la forma siguiente

k=0,2,4,...,2(N - 1)
Aeyi = Af o (21)
t= 152

Para que la Ec. (19) se cumpla, debe tenerse entonces alguna de las posibilidades

i) —

AT=TA}) . AS=(ad) (22a)
AF = $AF (220)
AY = (A1 (22¢)

Sin embargo, no todas ellas nos daran una solucién no trivial de las ecuaciones (1).
Por otro lado, podemos escribir la matriz T' en las raices A\ como

T(Ak)do(Ae)Cr = 0 (23)

ya que en este caso det ¢(Ag) = 0 y por tanto, ¢(Az)Cr = 0. Si introducimos el
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vector
P = ({;{:) = ¢o(M)Ch, (24)

(el subindice se refiere a la raiz Ax) podemos escribir (23) como T'(A) Py = 0. Con
ayuda del problema lineal (2) no es dificil demostrar que el vector Cy puede ser
escogido como un vector constante. Entonces las ecuaciones (23) son un sistema de
2N ecuaciones lineales para las componentes de la matriz T(A) con la forma (16).
Estas ecuaciones forman, conjuntamente con las ecuaciones (13) y (17), un sistema
inhomogéneo de ecuaciones lineales para las componentes g, de la matriz g.

Las componentes del vector Py no son independientes. Las relaciones a’) y b7)
del Teorema 1 evaluadas en las raices Af se escriben como

T(AF) = T(1/ATF), (25a")
T(-A¥)goT(A})T = 0, (256')
esto es, ellas son, conjuntamente con las relaciones (22) para las raices A¥, un

conjunto de relaciones de ortogonalidad para los vectores Fi. Esto lo veremos cla-
ramente en la siguiente seccién.

5. Las transformaciones de Backlund
Ahora vamos a solucionar el sistema de ecuaciones lineales (13), (17) y (23). Para

esto observamos primero que la matriz T(A) puede ser escrita en las raices A¥ y A%
como un producto diadico de vectores, esto es

Tap(AY) = X4vp,
‘ (26)
Tap(A%) = Y4 Vas,

en donde el vector Pf es perpendicular al vector V; y el P§ al vector Vy, es decir

T
P} ¢ LW T =0,

t .
PHgy' Wit =0, (27)

£ = , % : :
esto es P]k gnl (respectivamente P}“Qo ) es perpendicular a Gy Vil (respectiva-
mente a gon’, t denota conjugacion hermitiana). Los casos en que A'f =—-ASo
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A¥ = —(A})-1 dan

VagoWi T = 0,

respectivamente,
VagaVi' = 0. (28)

Esto es, el vector V, es perpendicular al vector gngT (respectivamente al gonf) o
en forma equivalente

T
Plk gOIP;:(]s

respectivamente,

§ =
PF 7P} =0. (29)

Los casos A¥ = A5 y Af = (A%)  conducen a soluciones triviales. Las relaciones
(29) son relaciones entre las componentes de los vectores Pf.

Ahora ya podemos escribir la N-solucién soliténica de la ecuacion (1). Para esto
tomamos primero el primer renglén de la ecuacién matricial (17) y conjuntamente
con (13) y (23) forman el sistema para las incognitas g11 y g12

—g11 + Ti1(1)go11 + T12(1)go12 = 0
—g12 + Ti1(1)gor2 + Ti2(1)goz2 = 0
Tu(-1)=1 (30)
Ti2(-1) =0
Tu(Me)Pet Tiz(M)ge =0;  k=1,...,2N
y los complejos conjugados de la iltima ecuacién, ademas la matriz T()) tiene la

forma especial (16). De la misma forma podemos escribir las ecuaciones para gi2 y
g22. El resultado se puede escribir en forma de determinantes como sigue

1|V U ... U iV ¥V . ¥
m =75 do s da |G g12=p do. ah. ses W |
Ry Ry ... Ra Ry K1 ... Rn
(31)
v v v
92 =—p Iy I In |;
Ry Ry Ry
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en donde las matrices 1 x 2 U, V, I; y J; estan definidas como

U = (go11,9012);

V = (go12, 9022);

y las matrices 4N x 2 R; como

piAy’
LA™

P2N/\';N
PaNAyy’

y el determinante D esta dado por

I I
D=|Jy J
Ry R

@A’
aA?

: .
qwz\i,v

o Y "-—J
Q2NA2N

n

In
R

?

(34)

las componentes p; y g; de los vectores P; cumplen con la ecuacién (29) y las raices

Ak con las relaciones (22).

De la utilizacién de las férmulas (31) en el caso N = 1 se obtiene la transfor-

macion de Backlund de las ecuaciones (1)

g11 = —go11 — F(go11/1 + go12dz2),

12

9" = —go12 — F(go12d1 + gor2da),

922 = —gozz — F5(g012d + gozzdy),

921 = —go21 — 5(gonid + gorzdy),

en donde el determinante d = d(.Sy, 52; q1,42; A1, A2; A1, A2) definido como

—(1=XA)8  (I+A)a M1+ Mg
(1=-A)8 MI+M)a 1+ )@
—(1=23)S2  (1+A2)ez A2l +A2)ge

—(1=23)5 (1 + A2

(14 A2)q

A1
i
A272
A2¥:

(35)
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hace los determinantes d;, ..., d’2 de la forma

di = d(1,1;4),q% 1, 1; A1, A9)

dy = d(q),q3; 1,15 1,15 Ap, Ag)
i ! I lJ (] QI - ; (37)
dy = d(1,1;q1, 925 91,95 A1, A2) .

dy = d(q1; 951,15 41, qh; A1, As)

La sustitucion de las relaciones Ay = Ay; A\jA; = Agdg = 1 y A1A1 = 1 conduce a
soluciones triviales (¢ = +g¢) de las ecuaciones (1).

El caso A\; = —1/X9, go12 = 0 nos conduce a que di = dY, gon1d) = gozadz y por
supuesto a que g2 = ¢31.

Explicitamente los determinantes de las transformaciones son

2 12 FYAY RN
dz = T3 (1= MDA (1 = ADE+ M1 = Ab),
11
2 —/\%,—;?{2)«1(1 = DM = T+ 53) + R0 - X2 4+ 231 - X))

= s Af?\?)[;\.u — )tz 4 A1 — if){s]}

(1-Aho - X

R ){tt‘u+,\f;'\)+2,\15«1(2(q;q'2+q;(f,)—ss)},
£ ik |

donde t = q) — gy y s = ¢} + ¢}, los cuales al sustituirse en (35) nos dan una nueva
solucién de las ecuaciones (1) en funcién de Ay = (ky — i3/k; +12)1/2 con k; = cte.

5. Las ecuaciones de Ernst en la representacién SL(2,R)

Las ecuaciones de Ernst son de gran importancia. En relatividad general, por ejem-
plo, aparecen tanto en el espacio tiempo como en el espacio de potenciales. Si
escribimos

(W W ) -
— 4w, ——w espaclo tiempo,
(wo)y=¢ \S S

(39)
(E,E) espacio de potenciales,

las ecuaciones de Einstein para el caso axialsimétrico para la métrica de Papape-
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trou [12]
ds? = }(62” dzdz + W2 d¢?) — f(dt + wde)?, (40)
estan dadas por las ecuaciones de Ernst [13,8]

fAu = (Vu)? -
fAv= (Vo)

tanto para el potencial de Ernst E como para las cantidades de la métrica f, W,
w, (conocidas f, W y w, la funcién U puede ser integrada (véase la Ref. [12]).

Es bien conocido que las ecuaciones (41) admiten un grupo de invariancia
SU(1,1) [14]. Sin embargo, este grupo es homomorfo al grupo SL(2,R). Es por
eso que podemos dar una representacion de estas ecuaciones también en este grupo.
Una parametrizacién de este grupo en términos del potencial de Ernst estd dada
por [15,16]

1 D =
92?(—%519 I?E), f=ReE, (42)

entonces las ecuaciones de Ernst (41) son exactamente la ecuacion (1).

Si iniciamos con una solucion diagonal g y tomamos las coordenadas de Boyer-
Lindquist r, 0, ¢,t definidas por

p= V12 —2mr +a? + 2 send,
(43)
= (r—m)cos@

con m, a y £ constantes, obtenemos que la transformacién de Backlund se escribe

12 = k1m59t+t)+k1 i——ﬂf‘— ]902%

g2 = [r + a®cos’ 0)B — 2kyd cos @ + (1 + cos? 8)(2ttki — m*B)

EI'-‘ mil

~ £ cos 0B + (r — m)(2k1C — 2mB) | gumn,
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donde
H = (r* — 2mr + a® cos §) A + sin® 0(2tk} + m®A) — £2 A cos? 0,
A=2Aqd + Ta) + t - s5,
B=A+42(s5 -t +4),
C = 1(t5 — st), 4}
d =13 + 5,
g =fj—i; Q’z:i—i; s=q+d t=q -,

y g11 se obtiene de g1» y go2 de la formula det g = —p?.

51 observamos la matriz (42) vemos que tiene determinante igual a 1. Esto no
es un problema, ya que es facil darse cuenta que el desarrollo de la Sec. 2 también
es valido para cuando det g = +1 en (2), lo cual puede verse haciendo el cambio
g — :;g y observando que la ecuacién (1) permanece invariante.

Como ejemplo, vamos a partir de la solucién mas simple conocida, E = 1, que
corresponde a espacio plano. Entonces gy es la matriz unidad 2 x 2. Ahora multi-
plicamos la ecuacion (2) por el vector constante C a ambos lados de la igualdad y
utilizamos la definicién (24) de Pg. Entonces obtenemos

() =502 (%),
() =50+ x)m (%),

por lo que se obtiene p;,q; = cte. Si definimos ¢} = ¢1/p1, ¢) = g2/p2, entonces la
ecuacién de ortogonalidad de las pi’s (29) nos da

Q12 = —1. (46)

Como p,q; son constantes, también lo seran s y t en (44). Si escogemos estas
constantes tal que se cumpla que: A = B, P2A? = —2ttk?—m?A, -2k} (t+1) = maA
y 2ky(t —t) = 1£A, entonces se sigue que k¥(t5+1ts) = alAy kyi(ts —ts)+ mA =0
y la solucién (44) toma la forma (goz2 = 1)

1

g2 = [2maA cos 0 — 20A(r — m)]

g~

T - X

[(r‘2 +a%cos? 0)A + 2alAcos b + F2A(1 + cos? 8) — €2 A cos? 0] (47)
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H= (T‘2 — 9mr + a* cos? 3)A _i*A

Si comparamos este resultado con (42) se observa que la solucién corresponde a
la solucién de Kerr-NUT [17] donde ¢, a y m son el pardametro de NUT, de momento
angular y de masa respectivamente. A es una constante diferente de cero que se
cancela. Es decir, la aplicacién mas sencilla de este método nos conduce a la solucién
de Kerr-NUT. El método puede ser también usado para resolver las ecuaciones de
Einstein en el espacio tiempo dadas en la referencia [18].

7. Conclusiones

La transformacién de Backlund de la ecuacién (1) corresponde a la solucion so-
liténica mas simple (N = 1) de las férmulas (31). En el caso en que partamos de
una solucién conocida en la cual gy es diagonal, la transformacion de Backlund
escrita en coordenadas de Boyer-Linquist (43) toma la forma (44), en donde las
funciones ¢; y p; se obtienen integrando el sistema de ecuaciones diferenciales (45).
Las condiciones de ortogonalidad de py conducen a la condicién

go22 + gondigy = 0. (48)

Partiendo de una solucién conocida go diagonal, integrando las ecuaciones (45) y
tomando en cuenta las condiciones (48), la férmula (44) nos da una nueva solucién
de las ecuaciones (1). La solucién mas general para N = 1 se obtiene de la trans-
formacién de Béacklund (35). Las férmulas (31) son la N-solucién soliténica de las
ecuaciones (1).
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Abstract. An alternative method to solve the Chiral equations with
SL(2,R) symmetry is developed. One gets the N-soliton solution using
the Neugebauer Ansatz. For N = 1 one obtains the Bicklund trans-
formation of the Chiral equations. From the application of this trans-
formation for the flat seed solution one finds the Kerr-NuT solution.
This method can be applied to generate solutions of the n-dimensional
Einstein equations.





