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Resumen. Se expone la importancia de la identidad de Goenner-
Gonzilez en la inmersién de 4-espacios riemannianos de clase uno.
Esto permite dar una prueba simple de que la métrica de Gédel no es
sumergible en Es y obtener una condicién necesaria para que espacio-
tiempos tipo III puedan ser inmersos en cinco dimensiones.

PACS: 04.90+4e; 04.20.-q

1. Introduccién

El presente trabajo se refiere a la inmersién local e isométrica de un espacio-tiempo
(R4) en un espacio pseudo-euclideano (Es), es decir, de 4-espacios riemannianos
de clase uno. Los problemas de inmersién son importantes [12,31,33] en relatividad
general y en particular en ellos la identidad de Goenner [1,2]-Gonzalez [3a] es funda-
mental. Por ello, en la Sec. 2 se encuentra una breve exposicién sabre esta identidad
a fin de construir la segunda forma b;; e imponer una restriccién sobre la geometria
interna de R4. En la Sec. 3 se utilizan los resultados de la Sec. 2 para demostrar que
la métrica de Godel [17] no acepta inmersion en Fs, y ademas se enfatiza que aiin
se ignora si dicho modelo cosmolégico es sumergible en Eg. Por dltimo, en la Sec. 4
se prueba que todo R4 tipo III de clase uno carece de rigidez intrinseca [p # 0,
véase (6)], haciéndose notar que se desconoce si existen espacio-tiempos con tipos
Petrov I, II o III inmersos en Fs.

2. ldentidad de Goenner-Gonzalez

En esta seccién se expone el papel central que desempena la identidad de Goen-
ner [1,2]-Gonzdlez [3a] en la inmersién de R4 en Fs.
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Es bien conocido que el espacio-tiempo es de clase uno cuando existe el tensor
segunda forma fundamental b,. = b., y se cumple con las ecuaciones de Gauss

Racrt = C(barbct = bn!bcr) (l'a)

y Codazzi
bac;r = bar;c (1b)

donde ; denota derivada covariante, ¢ = *1 es el indicador de la normal a Ry y
Racry es el tensor de curvatura del espacio-tiempo. Asi, dada la geometria intrinseca
via el tensor métrico gqc, se construye la segunda forma bj, la cual proporciona la
geometria extrinseca de R4 respecto a Es.

Gonzalez [3a] analizé (1.a) para Ry y logré obtener la identidad (no publi-
cada) [3b]

R 1 1 1
Pbac = gRac 7l anrch - ERarqtRcrq' - §Rarq¢qu (2-0)

donde se acepta la convencién de suma sobre indices repetidos, y
= 251G 2.b
p= 5 g ( 3 )

donde R,. = Rjncj denota el tensor de Ricci, R = R®, la curvatura escalar y

R
Grg = Reg — Egrqn (2.c)

es el tensor de Einstein.
Posteriormente, Lopez [4] demostré la validez de (2.a) para el caso general de
R, inmerso en E, 41, obteniendo [4,5] una expresion muy compacta para R4 en Ej

K 1
pbnc = 4—8251“ == ERarchrqa (30')

donde K3 es el invariante de Lanczos [6,7] definido como

K; = thabijabjm1 (3b)
con
* * 1
R abjm = Inabchc’qtanm: (35)

siendo Ngper = —/—9g€aber €l tensor de Levi-Civita, se hace notar que g = det(g;;)-
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Quiza sea ttil ademas indicar que (3.a) puede obtenerse [5] a partir de (1.a), de
las identidades de Einstein [8]-Lanczos [6,7]

.Rmbcr Rabcg 6r (4.a)
Rijiim +° B'iim = Rintlin + Bintiva — Rikdim — Rjmbin
R
* ?(gikgjm = Gim8;k)s (4.6)

y del polinomio caracteristico de b;; [3,9-12]
eR K 2
(bis)* — b(bij)* — ?(bij)z ~ i~ o
con b= b",. Asi, es evidente que
Ko = —24 det(b',), (5.a)
por lo que el teorema de Thomas [3,13] el cual resulta de las identidades de Bianchi
satisfechas por el tensor de curvatura, se reduce a

Ay = 0, (4.(1}

“Cuando K, # 0 entonces (1.a) implica (1.5)" (5.)

Por otro lado, de (2.5, 3.a) es simple encontrar que

R .
Pt = *é (ﬂxg + R,mnjc:'fam“) >0, (6)

lo cual fija el signo de ¢ cuando p es distinto de cero (rigidez intrinseca). Ademas, de
esta ecuacion se observa que el valor de p sélo es funcion de la geometria intrinseca

de Ry.

Si en (3.a) se emplea el tensor de Weyl

1
Cimnj = Rimnj A

2 (ngmj + ijgin - Rmngu - R{ngn)

R
+ 5 (909mn = gingm;); (7.a)

se deduce la expresién
1Ky R* -
Pl = 5 (—12 o I )g,, + s Rin R";

R 1 n
- ERiJ - é-c,‘man 3 (7.0)

la cual es equivalente a (2.38) de Goenner [1] 0 a (3.1) de la Ref. [2].



Ry inmerso en Fs 357

R. Fuentes et al. [4], realizaron un anilisis de (3.a) para el caso p # 0, ob-
teniéndose los siguientes teoremas:

“Para una geometria dada, si p # 0 y el b;; calculado con (3.a) no
satisface (1.b) entonces dicho R4 no acepta inmersién en Es”, (8.a)

“Aceptemos que un espacio-tiempo (cuya geometria intrinseca no
conocemos explicitamente) es de clase uno. Ahora supongamos que
p # 0, por lo tanto, si resulta que el b;; de (3.a) no cumple (1.5),

entonces necesariamente p debe anularse”, (8.0)
¥
“Si un R4 inmerso en Ejs tiene p # 0 (rigidez intrinseca) y el bij
dado por (3.a) satisface las ecuaciones de Codazzi, entonces
1 1
bee = KRy — E(KR-{- 2Q)9ac, b= §(KR —44Q)
donde K y @ son constantes”. (8.c)
Las relaciones (8.c) conducen a
B = K E;., (9.a)
1
con
b R
-?jc = bjc = Zgjc, ch — ch = Igjc- (Qb)

De (1.a, 4.a) son inmediatas las identidades de Collinson: [15,16]

- K,
Nimrt B0 B g = == iages (10)

las cuales imponen condiciones sobre la geometria interna del Ry en cuestién.

En la préxima seccién emplearemos los resultados (1., 3.a, 6, 8.a) para dar una
demostracién simple de que la métrica de Gédel [17] no es sumergible en Es. En la
Sec. 4 nos apoyaremos en (1.a, 8.b,c, 9, 10) para probar que un Ry de clase uno con
tipo Petrov III debe tener p = 0, es decir, carece de rigidez intrinseca.
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3. Modelo cosmolégico de Godel

En 1949 Godel [17] hizo la hipdtesis de que el universo era un fluido perfecto inco-
herente (presién cero) con rotacién y obtuvo la métrica

ds? = do® + (dz®)?, (11.a)
donde
do? = —(dz')? — 2¢* dz'dz? — %ezz'(dﬂ)? + (dz*)?, (11.b)

la cual es tipo Petrov D [18,19] y satisface las ecuaciones de Einstein con la constante
cosmologica A

Gac *+ Aguc = _pVaVca vﬂvﬂ = -1, (] IC)

donde A = %, p = densidad = 1, (V,) = (—I,—e’d,0,0), siendo V', la 4-velocidad
del fluido, vector de Killing (V,.c + Vi, = 0) no ortogonal a una hipersuperficie.
Wainwright [20] ha dado una interesante caracterizacion de (11.a):

“La dnica solucion algebraicamente especial (tipo Petrov distinto
de 0) de las ecnaciones de Einstein (con la constante cosmoldgica
A) con fluido perfecto incoherente, cuya congruencia nula repetida
de Debever-Penrose es geodésica, sin expansién ni deformacién es
la métrica de Godel”. (12)

Consideremos ahora (11.a) en relacién a sus propiedades de inmersion. En [21]
encontramos el teorema:

“Si en un R4 existe un vector A" no nulo constante AT, =0,
entonces dicho espacio-tiempo es sumergible en E;”. (13)

Es simple probar que en (11.a) sdlo existe un vector constante que resulta ser
tipo espacio, a saber,

(A") =(0,0,1,0), ATA, =1, AT, =0, (14.a)

entonces (13) implica que:
“La métrica de Gddel acepta inmersién en £7”. (14.b)
Esta conclusién (14.5), también es inmediata [23] de (11.a) debido a que todo

R3 [vedse (11.b)] es sumergible en Eg [3,22]. Asi mismo se conoce que existen las
funciones z™(z’), r = 1,...,7 tales que (11.a¢) toma la forma pseudo-euclideana
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ds? = 23:1 c,'(dz")2 con ¢; = +1. Hasta donde sabemos, a la fecha no se han publi-
cado estas siete funciones z”. En la literatura sélo se conoce la inmersién explicita
de (11.a) en Eyo dada por Rosen [24]

1 1
2= ﬁeﬂ cos %, 2% = V2e*' ? sen 5(31 —z?)
1 4
2 z 2 7 3
2= —¢" senr 2=z
V2 ’
2 = V2e= 1% cos }é{zl + z%), 2=z! (15.a)
1
2 = V2e* /? sen E(a:l +1%), 2 =z
1 |
5 _ /3 o b L B (R, 10 _ z
2> = V2e" ' cos (" —z°), 2V = —e
) : V2

y asi (11.a) resulta en

10 -1, r=1,...,4,8,
ds’ =3 €i(dz')?, con ¢ = (15.b)
i1 1, r=25,6,17,9,10.

Veamos ahora que (11.a,b) no admite inmersién en Es. Szekeres [25] obtuvo dos
interesantes teoremas:

“Las tnicas soluciones de las ecuaciones de Einstein con materia
incoherente y de clase uno son los modelos cosmolégicos de Fried-
mann.” (16.a)

“Ninguna solucién para fluido perfecto con materia rotando puede
sumergirse en 5 dimensiones.” (16.b)

Cualesquiera de estos dos resultados impide que la métrica de Godel sea de
clase uno. Debido a que no es trivial demostrar (16.a,b), consideramos 1itil aportar
una prueba simple de que (11.a) no acepta inmersién en Es. En efecto, (3, 6, 11.a)
implican p = 1/2v/2, € = 1 y bge = 0 excepto

2
bjy = by = _£1

2
B

by = —Te" g
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by = —g 925" (17)

Sin embargo, (17) no satisface las ecuaciones de Codazzi (por ejemplo, b12.4 # b1a.2),
por lo que de (8.a) concluimos que (11.a) no es de clase uno.

Por lo tanto, subsiste la pregunta [23,26]:

“iLa solucion de Godel es sumegible en Eg?” (18)

Si la respuesta es afirmativa, entonces (11.a) es de clase dos; en caso contrario,
es de clase tres en virtud de (14.). Por ahora estamos analizando (18) mediante
el formalismo de Newman-Penrose (NP) [27], habiendo obtenido algunos resultados
parciales que reportaremos en otro trabajo.

4. Espacio-tiempo tipo Il de clase uno

En la literatura se encuentra que todos los R4 inmersos en Fj5 son de tipo Petrov
0O, N o D, no habiéndose publicado algin espacio-tiempo de tipo I, II o III [1§]
sumergido en E5. En general, métricas con estos ultimos tipos Petrov carecen de
simetrias lo cual hace dudoso que acepten inmersién en 5 dimensiones (recuérdese
que casi siempre: “mayor simetria implica menor clase de inmersién”). Por otro
lado, se sabe que el campo electromagnético [15] y los fluidos perfectos [28] generan
espacio-tiempos de clase uno con tipos Petrov O, N o D. Asi, no esta claro qué
fuentes fisicas [26] podrian originar (via las ecuaciones de Einstein) a un R4 inmerso
en Es con tipos I, 1T 6 111

Aqui utilizaremos el material de la Sec. 2 y la técnica de NP [16,19,22 27,29 30]
para obtener el resultado original:

“Todo Ry tipo Il inmerso en Ej5 debe tener p = 0.” (19)

En efecto, supongase p # 0 (rigidez intrinseca) y aceptemos que el espacio-tiempo
es tipo III. Ademads se sabe [18] que siempre existe una tétrada nula canénica tal
que ¥, = 0, r # 3 con W3 # 0, por lo que las identidades de Collinson [véase (10)]
escritas [15,16,22,32] con el formalismo de NP implican

Dgg = Py =0, P1p = — By, Bgy = Po2 = 2011,

R , R
“6*‘1’3 + 491,912, =0, Ko =2{480,° — E 4 (20(.1)

U2 = ®1y% — 20,00
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Por otro lado, dado que la versién NP [15,16,22] de (1.a) conduce a
Uy =de (‘i’az‘l’zz - 5122) i (20.5)
1 1 1

en el caso de que W4 =0 con ¥3 # 0 por (8.c, 9) se tiene

O, = Kb, (20.c)

1

Finalmente, al sustituir (20.a,c) en (20.b6) resulta W3 = 0 lo cual es una con-
tradiccién, quedando probado (19) en virtud de (8.b). Similarmente de (3.a) se
encuentra que p = 0 implica

5 K2
Rarch 1= igac (21)

lo cual representa una restriccion sobre la geometria intrinseca, es decir, (21) cons-
tituye una condicién necesaria [la inmersién es imposible si (21) no se cumple] para
que un R4 tipo lII pueda ser de clase uno.
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Abstract. The relevance of Goenner-Gonzalez identity into inmersion
of four Riemannian spaces class' one is exposed. This allows to give a
simple proof that Godel metric can not be embedded in E5 and obtain
a necessary condition for that space-times type Il may be embedded
in five dimensions.





