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Resumen. En el presente trabajo investigamos la forma en que varia
la derivada de la energia interna, calculada de un promedio estadistico.
cuando el hamiltoniano depende explicitamente de un parametro. Se
discute la posibilidad de que la derivada se pueda obtener tomando el
promedio estadistico de la derivada del operador hamiltoniano respecto
del parametro. Esta posibilidad conduciria a la existencia del teorema
de Hellman-Feynman a temperatura finita. Se demuestra que en muy
buena aproximacion a bajas temperaturas existe tal posibilidad.

PACS: 71.70.Ad

1. Introduccién

En un articulo anterior [1] se obtuvo la condicién que debe satisfacer la distribucion
del fondo en un gas de particulas para que la energia, calculada a temperatura
finita, fuera un extremo. Este representaba la generalizacién de un teorema que se
demostrd a temperatura cero en gases de particulas [2]

La existencia de las condiciones que debe de satisfacer el fondo de las particulas
justificada el uso del modelo de jalea deformable a temperatura cero y permitia el
uso de un modelo equivalente para cuando la temperatura fuera distinta de cero. La
relevancia de los modelos de jalea deformable estriba en que varios de los términos
que aparecen en la expresién para la energia se cancelan, con la consecuente simpli-
ficacion de los calculos dentro de los esquemas, por ejemplo, tipo Hartree-Fock.

La justificacién de los modelos de jalea deformable a T'= 0y T # 0 depende
en forma crucial de la validez del teorema de Hellman-Feynman a T' = 0. De igual
forma se supuso valido el equivalente a este teorema a temperatura finita. Esto es
que dado un hamiltoniano que depende de un parametro n, para derivar su promedio
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estadistico (H)T se cumple que
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La validez de esta ecuacién, hasta donde sabemos, no estad discutida en la li-
teratura. La tnica referencia que hemos encontrado que hace uso explicito de una
derivada de este tipo ha sido en un libro de Feynman [3].

En el presente trabajo hacemos ver que esta le]os de ser obvio el cumplimiento de
la ecuacién (1), pues el pa.rametro aparece en varios lugares del promedio estadistico
debido a que el operador H aparece en las exponenciales de la definicién de promedio
estadistico en el ensamble utilizado. A continuacién hacemos una discusién sobre
este punto.

Utilizando el ensamble canénico, la expresion para la energia es

S Btk
e Ph
si H = H(n), entonces E; = (i |H (n)|i) es también funcién de n; por lo tanto, la

dependencia en el pardmetro 7 esta en tres partes de la Ec. (2).
Si derivamos U respecto de 7, queda la siguiente expresién
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que podemos reescribir como
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para que se cumpla la ecuacién (1), el segundo término debe ser cero. Nétese que
cuando T' = 0 este término explota (# — oo) dando lugar a una paradoja pues la
ecuacion (1) es exacta para T' = 0.

El paréntesis cuadrado corresponde a la definicién de la correspondiente funcién
de correlacién asociada a los operadores H y dH /9y (excepto por el signo).

Por este motivo vamos a hacer una discusién sobre la validez de la ecuacién
(1) y a resolver la aparente paradoja. Para ello, en la siguiente seccién hacemos
un desarrollo en la temperatura para funciones de correlacion y en la Sec. 3 la
aplicaremos al parentesis cuadrado de la Ec. (4). El desarrollo que presentamos en
la Sec. 2, para la funcién de correlacién de un par de operadores A y B esta hecho
con el prejuicio de la aplicacién que hacemos de la ecuacién, para el teorema que
demostramos en la referencia [1]. Con este prejuicio la funcién de correlacién que
desarrollamos es aplicable cuando el operador A contiene hasta operadores de dos
particulas y el operador B hasta operadores de una particula que corresponde, como
se utiliza en la Sec. 3, a la forma de los operadores H y 8H /8. Sin embargo, se puede
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demostrar que aunque la dependencia de H en el pardmetro sea mas complicada,
las conclusiones generales respecto a la validez de la Ec. (1) se mantienen, y daria
lugar a la existencia del teorema de Hellman-Feynman a temperatura finita.

2. Desarrollo en la temperatura de una funcién de correlacién

Dados los operadores A y B se define la funcién de correlacién como
D(A, B) = (AB)r - (Ayr(B)r. (5)

Estamos interesados en hacer un desarrollo en serie como funcién de la temperatura
alrededor de T' = 0.

Por conveniencia vamos a suponer que el operador A contiene operadores hasta
de 2 particulas y que en cambio el operador B solo contiene operadores hasta de
una particula.

Entonces, de acuerdo con lo anterior, podemos escribir a los operadores de la
siguiente manera

A

A4 A 4 A2 - (6)
B

B°+ B, (7)
donde el superindice indica el tipo de operador de particula, por ejemplo,

A" = Z Avlyz---ynﬂmz-n#n&:l &:n ks a:;&ma#n = '&ﬂm (8)
son los elementos de matriz correspondientes al operador de n particulas calcula-

dos en la base ¢,(r) y a;}a, son los operadores de creacién y de aniquilacién de
particulas: si n = 0 la expresion (8) se reduce a una constante.

Sustituyendo las ecuaciones (6) y (7) en la definicién, Ec. (5), la funcién de
correlacién queda como

la cual se reduce a

[(A, B) = (A'B")r — (A)r(B")r + (A*B")r — (A*)(B)r, (10)
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en virtud de que los operadores de cero particulas no contribuyen a los valores
estadisticos, se mantienen como numeros, cancelandose exactamente las funciones
de correlacién donde intervienen.

De tal forma que la funcién de correlacion, Ec. (5), se reduce a la suma de
funciones de correlacién de orden menor, que en el producto implican operadores
de 2 y 3 particulas,

(A, B) =T(A!, B') + T(4% BY), (11)
I(A', B') = (4", B")r — (A")r(B")r, (12a)
I(A% B') = (4%, B')r — (A%)r(B")r. (125)

Sustituyendo el corespondiente operador, Ec. (8), en estas 1ltimas ecuaciones
de correlacion tenemos que para la ecuacion (12a)

P(A,B) = Y Avips Busgs ({6,808 80 ) = (8,0, ) (8,00) 7] . (13)

haciendo los desarrollos en los promedios estadisticos hasta orden cero en perturba-
ciones la funcién (13) queda como

DAY, 8") = 3 Ay Branin (1= s ) (14)
con 7, la funcién de distribucién de Fermi

1

nlq = ——-————l + e.B(EVJ_“) ]

de igual forma para la ecuacién (12b) ks

F(t‘iz, Bl) = Z Avyvapipy Brsus
+

x [(a3h 83,y Gy, ) — (&3]0,

&u;g&ma#z)jf‘ (&Z&#3>T] ) (16)

la cual después de hacer los promedios estadisticos en la misma aproximacién que
la funcién (16) toma la forma

P(Az’ -él) ~ Z [(AV1V2V3V1 — Avivguivs) Buawg
+ (Avyvguavs = Avyvaugus) Buguy | Moy (1 = 7). (17)

Para hacer el desarrollo en serie en funcién de la temperatura usamos la apro-



Equivalente del teorema de Hellman-Feynman a temperatura finita 389

ximacion de Sommerfeld para la distribucién de Fermi

2
8= ci) s (18)

e
va:e(ﬂ_fv)—@

la que sustituida en las funciones de correlacién, ecuaciones (14) y (16), y quedan-
donos con los términos hasta 42 resulta

DAY BY) % D AvyusBugy { O — ,) [1 = O(u - 61,) (19)
r?
~ 52 [ (h = )1 = 8k = ) — O(u — )8 (1 = )] },

= Fruvns { O — )00 — ;) [1 — O — 64,

2
~ 57 180 = )00 — €1y )(1 = Ot = )]
+O(u — €,)8 (b= €,) [1 = O(p — €43))]
— O — 6,)0( — )8 (1 — 1)} (20a)

FV1V21’3 = (AVIV!VBUI - Avwzvlﬁ’a)Bﬂai’: + (A*':Vzb’?l'a - AVWz"a”z)BVSVU (206)

la contribucién a temperatura cero de las funciones escalén ©(u — ¢, ) es equivalente
a integrar hasta el radio de Fermi y poner uno en el integrando de tal forma que se
cancelan todas las contribuciones 1 — ©(u — €, ), en particular esto significa que los
términos asociados a temperatura cero no contribuyen y finalmente las funciones de
correlacién (19) y (20) nos quedan

2
- S w
DA, BY) = 3 Az @ = )8 ( = €us) B (21a)

P = 2
D(4% BY) = 557 3 P = )0k — )8 (1 = ). (21)

Entonces el desarrollo en temperatura para la funcién de correlacién hasta el
término T? toma la forma

2
a & T ;
P(A, B) m T KFTH{ 3" AurvyBusn O = €0,)8' (4 — )

+ 3 P ®( = €,)0(k = 0,)8 (= ) | (22)
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El primer término que contribuye es 72 y los siguientes que contribuyen son en
potencias pares de la temperatura.

3. El Teorema de Hellman-Feynman a temperatura finita

Como vimos en la Sec. 1 la derivada de la energia con respecto al parametro  queda

de la forma
au oH . 9H
= <_aq >T ~ jr (H, _8n) : (23)

donde en el segundo término hemos usado la definicién de funcién de correlacion,
ecuacion (5) de la seccién anterior. Esta funcién de correlacion es muy pequena com-
parada con el primer término de la Ec. (23) por varias razones. Independientemente
de la temperatura, el significado de la funcién nos indica que si los operadores Ay B,
en la Ec. (5), tienden a ser independientes, el valor de la funcién de correlacién debe
de dar un valor pequefio. Si los operadores A y B son estrictamente independientes,
la funcién I'(A, B) debe ser cero.

Por otro lado, cuando tomemos los valores de expectacién en una base de
particula independiente, al no contener correlacion, si se hace un calculo a orden
cero en teoria de perturbaciones, este también dara un valor pequeiio para la funcion
de, correlacion.

No obstante que pueda ser pequeno el valor de la funcién de correlacién, com-
parada con el primer término de la ecuaciéon (23), no es inmediato que para bajas
temperaturas sea despreciable el segundo término pues como ya se indicé § — oo
como T — 0.

En el analisis que se hizo en la Sec. 2 para la funcién T', se encontré que el
desarrollo de la temperatura estd dado por la Ec. (22), que particularizada para
nuestro caso nos da

. OH w2
r (H: %) - FK%T:!{Z FuinyO(p — €)' (1 — €3)

o+ Z Fvww:ae(lu- — €y )@(p. == Euz)aj(# i ‘:va)}a (24)

y multiplicada por la # nos queda una dependencia lineal en la temperatura
. OH\ x? :
BT (I—I,E) = T KBT{Y POk — )8 (k= i)

=3 P @ — )0 — )8 (1 — ) ). (25)



Equivalente del teorema de Hellman-Feynman a temperatura finita 391

Obsérvese que este término es proporcional a la derivada respecto de la energia
de la delta de dirac que tiene como parte del argumento al potencial quimico x. Los
valores tipicos de este potencial son frecuentemente cercanos a la energia del nivel
de Fermi. La energia del nivel de Fermi es del orden de 1 a 10 eV en la mayoria
de los sistemas de interés [5]. Otra forma de expresar esta energia es hablando de
la temperatura de Fermi (ep = Kptr) correspondiente. Esta temperatura es del
orden de 10* K. Las unidades de la derivada de la delta de Dirac [véase la Ec. (18)]
son de (energia)~? y la energia tipica es del orden de la del nivel de Fermi (por el
potencial quimico). En términos de la temperatura de Fermi, la funcién (25) tienen
una dependencia lineal en la T e inversa al cuadrado de 10* K. Esto es, la funcién
de correlacién que aparece en la ecuacién (23) es completamente despreciable, com-
parada con el primer término, a temperatura ambiente (T ~ 300 K).

Por otro lado, la aparente paradoja planteada en la introduccién se resuelve al
quedar finalmente una dependencia lineal en la temperatura.

Esto permite afirmar que al menos a temperaturas bajas (7' < 300 K) existe el
equivalente del teorema de Hellman-Feynman de temperatura cero. En particular,
el uso de las ecuaciones de la referencia [3] de Feynman es esencialmente correcta
con base en los resultados obtenidos.

La trascendencia de la existencia del teorema de Hellman-Feynman a tempe-
ratura finita es, entre otras cosas, su utilidad para justificar modelos como el de
jalea deformable dependiente de la temperatura [4] para gases de particulas, pues
simplifica grandemente los calculos en teoria de muchos cuerpos y sus aplicaciones
a estado solido y materia condensada.
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Abstract. The possibility of a kind of Hellman-Feynman theorem at
finite temperature is discussed. Using the cannonical ensembles, the
derivative of the internal energy is obtained when it depends explicitly
on a parameter. It is found that under the low temperature regime the
derivative of the energy can be obtained as the statistical average of the
derivative of the hamiltonian operator. The result allows to speak of the
existence of the Hellman-Feynman theorem at finite temperatures.





