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Resumen. Se presenta la definicién y las propiedades basicas de los
arménicos esféricos con peso de espin, los cuales son una generalizacion
de los arménicos esféricos usuales, basindose en las representaciones
irreducibles del grupo de rotaciones. Como ejemplo de las aplicaciones
de los arménicos esféricos espinoriales, se da la expresion en términos
de estas funciones para los campos electromagnéticos multipolares.
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1. Introduccién

Los arménicos esféricos usuales, los cuales aparecen al resolver por el método de
separacién de variables varias de las ecuaciones diferenciales parciales de la fisica
matematica, son un caso especial de una familia de funciones definidas sobre la
esfera, llamadas arménicos esféricos con peso de espin. Estas funciones aparecen en
la solucién de ecuaciones diferenciales para campos que pueden no ser escalares; es
decir, campos que pueden tener espin distinto de cero (0, mas precisamente, campos
cuyo peso de espin puede ser distinto de cero). El primer tratamiento sistematico
de los arménicos esféricos espinoriales fue dado por Newman y Penrose [1], aunque
algunas funciones esencialmente equivalentes a éstas fueron introducidas anterior-
mente en diversos problemas de la mecénica cudntica, tales como el de un trompo
simétrico y el de un electrén en el campo de un monopolo magnético, asi como en
la relatividad general (véase la Ref. (2] y las referencias citadas alli).

Los armoénicos esféricos usuales estdn -lacionados, ademds, con el grupo de
rotaciones. De hecho, como se muestra en los textos de mecanica cuantica, los
armoénicos esféricos resultan al buscar las eigenfunciones comunes de los operadores
L? y L3, lo cual equivale a construir representaciones irreducibles del dlgebra de Lie
del grupo de rotaciones. Los arménicos esféricos con peso de espin forman también
bases para las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones, o del grupo
SU(2), lo cual sirve para definir estas funciones.
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En este articulo se presenta una definicién de los arménicos esféricos con peso
de espin que difiere de la dada en casi todos los articulos que tratan acerca de estas
funciones [1-3]. El enfoque seguido aqui es similar al de la Ref. [4] en cuanto a que se
basa en los espinores pero, a diferencia de la Ref. [4], donde se parte de los espinores
para el grupo de Lorentz, restringiéndose al final al grupo de rotaciones, ¥ se usa
el concepto de derivada covariante, en este articulo desde el principio se consideran
solamente los espinores para el grupo de rotaciones sin emplear conceptos no muy
ampliamente conocidos como es el de la derivacién covariante.

En la Sec. 2 se presentan los espinores para el grupo de rotaciones y se define el
peso de espin. En la Sec. 3 se halla primeramente la expresién para los arménicos
esféricos usuales en términos de espinores y ésta sirve de base para definir los
arménicos esféricos con peso de espin. Se deducen las propiedades basicas de estas
funciones y las relaciones entre ellas y en la Sec. 4 se da un ejemplo de la aplicacién
de los arménicos esféricos espinoriales en la solucién de las ecuaciones de Maxwell.

2. Los grupos SO(3) y SU(2) y los espinores

Las transformaciones lineales que corresponden a rotaciones alrededor del origen en
R? forman un grupo, el cual se denota por SO(3) debido a que, respecto a una base
ortonormal, dichas transformaciones estan representadas por matrices ortogonales
(de alli la “O” en SO(3)) de determinante igual a 1 (lo que se indica por la “S” en
50(3)). El grupo SO(3) esté estrechamente relacionado con el grupo SU(2) formado
por las matrices unitarias 2 x 2 complejas de determinante igual a 1. Esta relacién
puede exhibirse en diversas formas (e.g., a través de la proyeccién estereografica
de la esfera sobre el plano complejo [4], mediante el ilgebra de Clifford asociada
al producto interior de R? [5] o identificando cada punto de R® con una matriz
hermitica de traza igual a cero [6]) y en ellas aparecen las matrices de Pauli o algin
otro conjunto de matrices con propiedades similares.

Una forma de relacionar los grupos SU(2) y SO(3) es la siguiente. Las matrices
de Pauli estdn definidas por

a=(13) »=(0 7). «=(} %) o

Estas matrices son hermiticas y de traza igual a cero y, como puede comprobarse
facilmente, son base para el espacio de matrices 2 x 2 complejas, hermiticas y de
traza igual a cero; es decir, cualquier matriz hermitica 2 x 2 cuya traza valga cero se
puede expresar en una tinica forma como combinacién lineal de las o; con coeficientes
reales (si A € C y A es una matriz hermitica, para que AA sea hermitica se requiere
que AA sea igual a (A4)" = XAt = XA, por lo que A debe ser real).

Si U es cualquier matriz perteneciente a SU(2) (i.e., Ut = U~! y detU = 1)
entonces, para cada valor de i, Uo;U/~! es una matriz hermitica de traza igual a
cero ya que (UoiU=")' = (U-WtolU! = UoU™ y t(UaiU~Y) = te(oU-1U) =
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tro; = 0. Por lo tanto, Uo;l/ =1 debe ser una combinacién lineal de oy, o3 y o3:
UoiU™! = a;fcr,- (2)

donde, al igual que en lo sucesivo, hay suma implicita sobre indices repetidos. De esta
manera se obtiene una matriz 3 x 3 real (a]) que es ortogonal y tiene determinante

igual a 1; es decir, (af) pertenece a SO(3). Para comprobarlo se hace uso de las
relaciones

00 = 6]k1 + iéjkgfrg (3)
que satisfacen las matrices de Pauli (1), siendo [ la matriz identidad. De las Ecs. (2)
¥ (3) se tiene que

UajakU_l =épl + iequagU_l = 8,1 + ieppay0n
y por otra parte
UajakU"] = Uosl YWl ) = afo’gafom - afakm(égmf + i€mn0n)
luego, debido a que el conjunto {I,ay,02,03} es linealmente independiente,
afa;"égm =ik (4)

que caracteriza a una matriz ortogonal y €;xpay = aia}r"qm“. Multiplicando esta
ultima ecuacién por al y usando (4) se llega a

£
Ejkr = aja'k“a?flmn (5)

lo cual significa que det(a]) = 1.

En la deduccién de las Ecs. (4) y (5) solamente se ha usado el que U sea
unitaria (de hecho, es suficiente que U sea un miiltiplo distinto de cero de una
matriz unitaria); la condicién adicional que se impone sobre U, a saber: det U =1,
tiene el propdsito de reducir al minimo la ambigiedad involucrada en la Ec. (2).
Esta ambigiiedad se refiere a que si en la Ec. (2) U se sustituye por U, siendo a
cualquier niimero real, entonces €'l es también unitaria y debido a que (¢'*U)~! =
e U~ la Ec. (2) sigue siendo vilida sir alterar los a]. Por lo tanto, todas las
matrices unitarias e'*l/ definen mediante la Ec. (2) la misma matriz (a}) que U.
Al exigir que las matrices {/ que aparecen en (2) tengan determinante igual a 1
entonces, para una matriz (a!) € SO(3) dada, solamente dos matrices U satisfacen
la igualdad (2); si I/ es una solucidn, la otra es (—U) que también pertenece a SU(2).
Luego, la Ec. (2) establece una relacién dos a uno entre SU(2) y SO(3) la cual es
un homomorfismo de grupos; es decir, si Uy y Us son dos matrices L.ortenecientes
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a SU(2), denotando por (a}), (b)), (¢!) las matrices de SO(3) que corresponden a
Uy, Uz y al producto Uy U, respectivamente, entonces (c]) es el producto de (a!) por
(7). Por lo tanto las matrices de SU(2) constituyen una representacién bivaluada
del grupo de rotaciones SO(3).

Las matrices I/ actian sobre un espacio vectorial complejo de dimensién dos,
cuyos elementos son los espinores (o, mas precisamente, los espinores correspondien-
tes a SO(3) [5]). Cada espinor, 1, puede representarse geométricamente mediante
una bandera [5] (o una hacha [7]): el asta de la bandera es el vector (real) R =

(Ri1, R, R3) dado por

Ri = Ylow (6)

y la orientacién de la bandera (es decir, la direccién en la que se extiende la bandera)
estd dada por la direccion de la parte real del vector M = (M, My, M3) definido
como

M; =y ea;tp (7)

donde el superindice T denota trasposicién y

=(% i) ®)

La longitud del asta, que es igual a ¢!, depende de 3 pero el tamafio de la bandera
no es importante sino sélo su orientacién (Fig. 1a). En la representacién de espinores
mediante banderas también hay una relacién dos a uno: los espinores 1 y —1 se
representan por una misma bandera, como puede verse de las Ecs. (6) y (7).

Las componentes de un espinor puede ser parametrizadas en la siguiente forma:

b= e/ ( %e_'m) )

sen %6i¢/2

aunque en = 0 y 6 = 7 los parametros x y ¢ no estan bien definidos. Sustituyendo
(9) en (6) y (7), usando las Ecs. (1) y (8), se obtiene que

R = (rsenfcos ¢,rsenfsen ¢, 7 cosb) = ré,
M = re X(ég + iéy) (10)
= r[(cos xép + sen xég) + i(— sen xég + cos xé4)]
donde é,, ég y €, son los vectores ortonormales inducidos por las coordenadas

esféricas, por lo que la bandera que representa al espinor (9) tiene un asta de
longitud r que forma un angulo # con el eje z y cuya proyeccién en el plano zy
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bandera

Ficura 1. a) Construccién de la representacién geométrica de un espinor. Los vectores R y
Re M son perpendiculares entre si y tienen la misma longitud. b) Representacién de
un espinor mediante una bandera.

forma un angulo ¢ con el eje z, con la bandera extendiéndose en una direccién que
forma un angulo x con & (Fig. 1b).

Los parametros ¢, 6 y x introducidos en la Ec. (9) son dngulos de Euler que
definen la rotacién mediante la cual se obtiene la bandera que representa al espinor,

Ec. (9), a partir de la bandera que representa al espinor /r [[1]] [el cual resulta de

hacer ¢ =0 = x = 0 en (9)]. Para el espinor /r [{1,] , los vectores definidos en las

Ecs. (6) y (7) son R = (0,0,7) y M = (r,ir,0), por lo que la bandera correspondiente
tiene un asta de longitud = en la direccién z, con la bandera extendida en la direccién
z. Rotando esta tltima bandera primero alrededor del eje z por un angulo ¢, después
por un angulo # alrededor del eje y resultante y enseguida por un angulo y alrededor
del eje z final se llega a la bandera correspondiente al espinor, Ec. (9).

Usando que la matriz ¢ definida en la Ec. (8) satisface que ¢ = —I y €" = —¢,

las componentes del vector R pueden ser expresadas también en la siguiente forma:
Ri = 4" € eaip = (e) eoyab (11)

que es similar a la expresién (7). El producto € es un espinor con las mismas
propiedades de transformacién que 1; es decir, si ¢’ = Uy con U perteneciente a

SU(2) entonces, debido a que U es unitaria: U = (/™1)T y a que su determinante
esigual a 1: U™1 = —el/ 7,

HF = qu—/; = f(U_l)T'JJ = —G(CUTG)TT}’; — U(ﬂj_))
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Esto significa que en el espacio de espinores de SO(3) y en su complejo conjugado se
tienen representaciones equivalentes [de SU(2) o de SO(3)]. En otros casos ocurre
algo distinto: para los espinores del grupo de Lorentz, por ejemplo, los espinores y
sus conjugados se transforman en formas que no son equivalentes entre si, lo que
hace necesario distinguir los indices de unos y otros empleando usualmente indices
con puntos o con primas (véase por ejemplo, las Refs. [4] y [8]).

Si ¢ se parametriza en la forma de la Ec. (9) entonces el espinor ey} es

ef = V/re/? ( g s ) = Vrelctn)/2 (COS(rT_B 6_,-(¢+')"")

—cos ge“"/? sen( I;—")e"{"“"")/2

por lo que la bandera que representa a €t tiene angulos de Euler ¢ + T, =0y
—X — m; es decir, esta bandera se obtiene invirtiendo a través del origen la bandera
que representa a 1. En otras palabras, bajo la operacién de inversién, o de paridad,
1 se transforma en €. Puede notarse que al aplicar dos veces la operacién de
inversién a un espinor ¢ se obtiene —1.

En lo sucesivo las componentes de un espinor cualquiera seran etiquetadas por
medio de indices A, B, ..., que toman los valores 1 o 2 y sobre estos indices también
se aplica la convencién de suma. Los indices espinoriales son subidos o bajados
mediante la matriz ¢ dada en (8)

€)= (% §) = (12)

de acuerdo a la siguiente convencién:

Ya = eapt? (13)

es decir, 1 = 9% y ¢ = —¢p1. Debido a que €458 = — g, la relacion inversa a
la Ec. (13) es

'lf)A = —EABQ’bB = EBAy’)B. (14)

Si los elementos de las matrices de Pauli (1) se denotan por 0,45 entonces, siguiendo

la convencién (13), los elementos del producto matricial eo;, que son CABO"-BC, se

denotaran por o;4¢ con lo que las componentes R; dadas en (11) pueden reescribirse
como

Ri = giap¢iy® (15)

donde ¢4 y ¢4 son las componentes de € y 9 respectivamente, es decir,

() (%)
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Similarmente, las componentes M; definidas en (7) equivalen a
M; = 0,459 Y5 (16)

Efectuando el producto de € con cada o; se halla que

. 0 =1
60’1:((1] _Ul)a EO’2=(;] 2)! €q3 = (_01 0 )1 (17)

lo que muestra que las matrices €o; son simétricas:
OiAB = OiBA- (18)

Como consecuencia de la relacién o,0; + ojo; = 26;;1, la cual sigue de la Ec. (3),
resulta que (eo;)oj + (€0j)oi = 26;5¢ o equivalentemente

B
a:’ABUJ c+0'jAB°','BC=25£jCAC- (19)
Otra relacién que satisfacen estas matrices es

8o, apoicp = —(€aceBD + €BCEAD) (20)

la cual puede comprobarse facilmente notando que ambos lados de la igualdad son
simétricos en los pares de indices AB y C'D y también bajo el intercambio de AB
con C'D, por lo que basta ver que se cumple para seis combinaciones independientes
de valores de los indices. Ademas, de la Ec. (17) se ve que bajo conjugacion compleja
las ;4 p satisfacen

F1 = —0oi22, T3z = Oii2 = Oinl. (21)

Con el propésito de estudiar funciones definidas sobre una esfera de radio 1, es
conveniente introducir el espinor

cos ge_""'hf2
0= . . (22a)

sen ge‘.’/z

que se obtiene de la expresion (9) haciendo r =1y x = 0, y el espinor

B sen %e—idﬂ
L=e€0= . (22b)

— cos %e“’ﬂ
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Estos espinores satisfacen la identidad

Aos = Aeqpo? = 1o? — 2ol =11 (23)

por lo que para cada punto de la esfera (i.e., para cualesquier valores de @ y @)
forman una base para los espinores e inducen bases para los vectores y los tensores
de cualquier rango. Por ejemplo, sustituyendo o en lugar de ¢ en las Ecs. (6) y (7),
de acuerdo con (10), se obtienen los vectores R = &,, ReM = &, InM = €4, que
forman una base ortonormal para los vectores.

Una cantidad 7 tiene peso de espin s si bajo la transformacién

o =€l (24a)
se transforma de acuerdo a
n = e . (24b)

Asi, o tiene peso de espin 1 y de la definicién (22b) se ve que ¢ = €5’ = ee~@/25 =
e/, por lo que ¢ tiene peso de espin —%. Sin 5 tiene peso de espin s entonces
7 tiene peso de espin —s. Para un vector cualquiera A, de las Ecs. (6), (7), (10) y
(22a) se ve que las componentes A,, Ag y A4 de A respecto a los vectores base ér,
€9 y €4 estan dadas por

Ar= Aie = Ajofo'jo
(25)
Ag + iAog = A (ég - ié¢) = A_,‘UTCUJO

de donde es claro que A, tiene peso de espin ), mientras que Ag +1Ay tiene peso de
espin 1 y Ag—1Ay tiene peso de espin -1. Luego, las componentes de cualquier vector
pueden agruparse en tres combinaciones con pesos de espin 1,0y —1. Similarmente,
debido a (23), las componentes de cualquier espinor 1 pueden expresarse en la forma

va ={¥p?)os — (¥poP)es (26)

por lo tanto, 3 = (¢BLB)0 — (¢poP)e. Las componentes de 3 en términos de o e ¢,
que son g8y —poP, tienen pesos de espin _,,% y %, respectivamente.

No todas las cantidades tienen algin peso de espin; por ejemplo, la componente
Ag de un vector se transforma en A} = 3 +emi*) Ay — 21.-(6“” —e7'*) A4, que no
tiene la forma (24b). Si n tiene peso de espin s y x tiene peso de espin s’ entonces
bajo (24a) el producto nx se transforma en

T]JK' — eiaaneis'a'c — ei(s+s')aqK

lo que significa que n« tiene peso de espin s + s'.
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3. Arménicos esféricos con peso de espin

En esta seccién se construyen funciones con peso de espin definidas sobre la es-
fera que sirven como base para las representaciones lineales irreducibles del grupo
de rotaciones, probandose que tales funciones estin caracterizadas mediante ope-
radores diferenciales de segundo orden que generalizan al operador del cuadrado
del momento angular. Estas funciones incluyen como caso especial a los arménicos
esféricos usuales, por lo que antes de dar la definicién de los arménicos esféricos con
peso de espin en general, es conveniente presentar los arménicos esféricos ordinarios
usando los conceptos introducidos en la seccién anterior.

Como se muestra en la Ref. [9], los arménicos esféricos ordinarios del orden ¢
(con £ entero no negativo) son polinomios homogéneos de grado £ en las variables
n' = r'/|x|, donde las z' son coordenadas cartesianas y |x| es la norma del vector

x = (z!,z%,2%), tales que las trazas de sus coeficientes son iguales a cero; es decir,

D= d,-j...kninj R (27)

es un armoénico esférico de orden £ si y sdlo si los coeficientes dj...x, simétricos en
sus £ indices, tienen trazas iguales a cero sobre cualquier par de indices

dijogorde = 0. (28)
El vector (n',n2,n?), siendo unitario, corresponde a un punto de esfera, por lo que
pe es una funcién definida sobre la esfera.

En términos de los espinores o e ¢ definidos en (22), se tiene que n* = JQBLAOB
[compérese con la Ec. (15)], donde 0:43 coincide con o;4p debido a que las compo-
nentes del tensor métrico, mediante las cuales se suben, o bajan, indices, para las
coordenadas cartesianas son &;;. Sustituyendo en la Ec. (27) resulta que

pe = d.’j...kd’hBLAOBO'JCDLCOD e crf;FLEoF — dABCD_..E‘FtALC cougBoBgl .. oF

con
dABCcD--EF = du‘j-ukUj{B‘%‘D - OhF. (29)

Asi, mediante las o', 5 cada indice vectorial i, que puede tomar los valores 1, 2, 3,
se reemplaza por un par simétrico de indices espinoriales AB, que puede tomar las
combinaciones independientes de valores 11, 12, 22. Los coeficientes d g p...p tienen 2¢
indices y, en vista de la Ec. (18), son simétricos en cada una de las parejas de indices
AB,CD,...,EF (eg., dapcp..EF = dappc..pr). Ademas, debido a que los d;;..x
se suponen totalmente simétricos, d4p..r es simétrico también bajo el intercambio
de un par de indices que reemplaza a un indice vectorial por otro de estos pares (e.g.,
dapcp..EF = dapeF..cp)- De hecho, como se demuestra enseguida, los coeficientes
dap..F son totalmente simétricos si y sdlo si se cumple la Ec. (28).
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Cualquier diferencia de la forma 14p — ¥g4 vale cero si A = B y cambia de
signo al intercambiar A con B, por lo tanto Y45 — g4 es proporcional a €4p;

especificamente: Y45 — g4 = (112 — 121)eap 0 equivalentemente, usando (13),

Y4B —¥Ba = (¥% + 9" )ean = ¥Cceun. (30)
Considerando, por ejemplo, la diferencia daBcp.--EF — dABCE..DF, aplicando la

identidad (30) al par de indices DE, de las Ecs. (29) y (19) y por la simetria de
dyiok

R
dABCD--EF — dABCE..DF = d4pc -RFEDE
i iR k
= du’c"’hﬂ"’é ORFEDE

17 _k 1R ] kR 1
= E(UFRUJ C+J}Ra c)dij..k0g - €DE

di;..;0p - €FCEDE

de donde se concluye que dap..r es simétrico bajo cualquier permutacién de sus
indices si y s6lo si la traza de d;;...; sobre cualquier par de indices vale cero [Ec. (28)).
Por consiguiente, cualquier arménico esférico de orden £ es de la forma

c F

Pt =dap..cpg..rtB - 1CoPoF ... (31)

con la tnica condicién de que los coeficientes (constantes) d4p...p sean totalmente

simétricos en sus 2f indices. Por ejemplo, cualquier arménico esférico de orden 1 es
de la forma p; = dagt?o? con dyp = dpy, por lo tanto, usando (22)

p1 = didtol + dpg(to? + 20! + dagilo? (32)
32
= d“(% sen Ge"‘b) + dy2(—cos ) + dzg(% sen Gew)

que puede reconocerse como una combinacién lineal de Yi,-1, Yio y Y11. A partir
de la expresién de los arménicos esféricos de orden ¢ dada por (31), es facil ver
que éstos forman un espacio vectorial de dimensién 2¢ + 1 ya que, con cada indice
espinorial pudiendo tomar dos valores (1 o 2), por la simetria de los coeficientes
dap..F solamente 2¢ + 1 de ellos son idependientes entre si (por ejemplo, di;...q,
day..1, dag..1,- - ,dp..2, donde hay 0,1,2,---,2¢ indices que toman el valor “2”,
respectivamente). Como consecuencia de las expresiones que tienen las componen-
tes de o e ¢ [Ecs. (22)], las cuales dependen de haber elegido que o3 sea diagonal
[Ec. (1)], resulta que al desarrollar (31) en forma similar a como se hizo en (32), los
coeficientes de dy;...1,d21..1, -+ ,dzz..2, son proporcionales a Yo—i, Yo —pg15 2 Y,
respectivamente. _

Al efectuar una rotacién representada por una matriz (c:t"T ) perteneciente a
S§0(3), el arménico esférico py dado por (27) se transforma en otro arménico esférico



456 G.F. Torres del Castillo

del mismo orden con coeficientes d;; , expresados por 9]

donde (a’

!) es la matriz inversa de (al) y, siendo ésta ortogonal, af aj. Por lo

tanto, los coeficientes d4p...p definidos en (29) se transforman en

1 g 1 b k
dapcp..EF = ;. xOABOCD " OEF
~ ~1 | ] k
a}v--akd,,...‘ahga"cpv--aEF (34)
; k
= a}0iABAL0;CD Ay OkEFdrs..1.

Por otra parte, de la Ec. (2) y de la relacion eUe = —(U")7, valida para cual-
quler matriz U cuyo determinante valga 1, se tiene que aleo; = —eUelea;) U™ =
(UY)(eo;)U™! o, equivalentemente

dojap=U5080icp (35)

donde (U ) es la inversa de la matriz U = (Uf) que aparece en la Ec. (2). Sustitu-
yendo (35) en (34) y usando (29) se obtiene que

(36)

Gry Ir7d K1

dspcp..gr = ULU Lo)-- - UKUEd, s 10rcHO610 - OikL
G g
A cUp

7 1L
- UKOkdgr1s-KL

de donde es claro que si los coeficientes dgpy... son totalmente simétricos entonces
los d'y .. también lo son, lo cual demuestra el hecho arriba sefialado de que al
rotar un arménico esférico se obtiene otro del mismo orden.

Bajo la transformacién (24a) cada componente de o se multiplica por e
cada componente de ¢ se multiplica por e~1/2 asi que la expresién (31) es invariante;
es decir, los arménicos esféricos usuales tienen peso de espin igual a cero. Una forma
de extender el concepto de los arménicos esféricos, que resulta 1itil, consiste en
considerar funciones de la forma 31) donde el niimero de factores ¢4, (8 ... 1% no
coinciden con el de factores o” ,of o el mimero de indices de los coefic:entes
d4p...r No es necesariamente par.

1 /2 y

Definicién. Un arménico esférico de orden j (con j pudiendo tomar los valores
0,1/2,1,3/2, ) con peso de espin s es una funcién de la forma

Py = dAB,..CDE_.FLALB"'LCODOE---OF (37)

con los coeficicientes d4p...r saendo totalmente simétricos en sus 2j indices y donde

existen j + s factores oP,0F, ... of y j — s factores A, B e g C
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Puesto que tanto 7 4+ s como j — s solamente pueden ser nimeros enteros no
negativos, resulta que j y s deben ser simultaneamente enteros o “semienteros” y

i2|sl (38)

Debe ser claro que el conjunto de arménicos esféricos de orden j con peso de espin
s forman un espacio vectorial de dimensién 2j + 1, puesto que los coeficientes en la
Ec. (37) son totalmente simétricos en sus 2j indices. Sobre este espacio actiia lineal e
irreduciblemente el grupo SU(2) mediante (36), que sigue siendo valida debido a que
las componentes de o y las de ¢ tienen la misma ley de transformacién. Solamente
cuando s (y, por tanto, j) es entero, en la Ec. (36) aparece un niimero par de factores
UA , por lo que para una rotacién (a ,) € SO(3) no importa cual de las dos matrices
de SU(2) que le corresponden se use en (36); asi que, en tal caso, la transformacién
de los coeficientes d 4 p...r estd definida sin ambigiiedad para cualquier rotacién y se
tiene de esta manera una representacién de SO(3).

Aunque los arménicos esféricos con peso de espin pueden obtenerse explicita-
mente de la Ec. (37), existe una manera alternativa para construirlos que muestra su
relacion con algunas aplicaciones de estas funciones, como se ilustra en la siguiente
seccion. Para una funcién n con peso de espin s definida sobre la esfera se definen
los operadores @ y d mediante [1,3)

a i d a i

In=- (@ + ma_qb) 1 + s(cot 8)n = —sen® 8 (80 + m%) (sen™*6)n

= a v 0 LG

on = — (5-9- - m%) n — s(cotf)np = —sen™* @ ((;99 senﬂﬁ) (sen®8)n

(39)

Estos dos opera,dores son lineales y satisfacen la regla de Leibniz: si 5 y  tienen pesos
de espin s y s' respectivamente, entonces, puesto que 7 tiene peso de - espin s + s
de la definicion (39) resulta que (k) = 1}3»: +&dn y 381}5) = ndx + k0. Toma.ndo

en cuenta que los espinores o e ¢ tienen pesos de espin 1Y é, respectivamente, de
la Ec. (39) se halla mediante un célculo directo que

8ot =0, A = —oh, (40a)

8ot = 4, ot =0. (40b)

Reciprocamente, suponiendo que & y 3 son lineales y obedecen la regla de Leibniz,
a partir de (40) pueden obtenerse las expresiones (39).

Las relaciones (40) significan que & sube el peso de espm en una unidad mientras
que 3 baja el peso de espin en una unidad. Ademas, si ,p; es un arménico esférico
con peso de espin s entonces d,p; y J,p; son arménicos esféricos con pesos de espin
s+1y s—1, respectivamente. En efecto, de (37) y (40a), usando la linealidad de
d, la regla de Leibniz, el que las d4p..p son constantes totalmente simétricas en sus
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indices y que en 4p; aparecen (j — s) factores ¢, se tiene

A B C F
3spj = dap..cpp-FI(* P - C)oPF .0

= —dAB...CDE...F(OALB coif 4ol .. O

+---+LALB---oC)oDoE---oF

= —(j — 8)da..cpg..pe*iP - 0%PoF ... oF (41)

que contiene j + s+ 1 factores 0 y j — s — 1 factores ¢ y, por lo tanto, si j # s, es un
armonico esférico de orden j y peso de espin s + 1. En forma similar se halla que

BB PP 5T (42)

dsp; = (7 + 8)dap..cpp..Ft'
el cual, si j # —s, es un armoénico esférico de orden j y peso de espin s — 1.

Combinando las Ecs. (41) y (42), usando que 8,p, y J,p, tienen pesos de espin
s+ 1y s—1 respectivamente, resulta

00,p5 = —(j —8)(j +5+1)ep; = (s(s + 1) = (7 + 1))sps

80sp; = ~(J + )7 — s+ 1)spj = (s(s — 1) = j(j + 1)),

(43)

lo que significa que los arménicos esféricos con peso de espin son eigenfunciones de
33 y de 89, con distintos eigenvalores si s # 0. Cuando actiian sobre funciones con
peso de espin igual a cero, como son los arménicos esféricos usuales, los operadores
33 y 89 son iguales entre si y coinciden con el negativo del operador del cuadrado
del momento angular:

88 = 83 = —L* (sobre funciones con peso de espin 0). (44)

En general, actuando sobre funciones con peso de espin s, de (39) resulta

59— 1 4 93+ 1 & L ,Scose a s? i
= %en008°""" 50 sen? § d¢? ;sen208—¢—sen29+s(s+ ) @5)
45
2
— 1?42 cosf 0 s +s(s+1)

¥ sen 0 4  sen?f
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Si f y g son dos funciones definidas sobre la esfera entonces la expresion

2x g
(frg) = fa jo 700, )0(0, ) sen 0.d0 do (47)

define un producto interior respecto al cual 8t = —§ y por consiguiente e
En efecto, si f y g son funciones con pesos de espin s + 1 y s respectivamente, de
tal manera que el integrando correspondiente a (f,0g) tenga peso de espin cero, de
las definiciones (47) y (39), integrando por partes, resulta que (f,89) = —(8f,g).

Los arménicos esféricos con peso de espin s bdsicos 4], denotados por ,¥;m, son
armonicos esféricos con peso de espin s y orden j normalizados:

(s}?m;snm) =1 (48)
que son eigenfunciones de L3 = —i/d¢ con eigenvalor m:
L3(sYim) = m,;Yim. (49)
En el caso en que s = 0, j es necesariamente un entero no negativo y los arménicos
0Yjm son los arménicos esféricos usuales Yjm. Las condiciones (48) y (49) no definen
univocamente a los sYjm sino hasta un factor complejo de médulo 1.
De la Ec. (41) y debido a que @ y L3 conmutan se sigue que J,Y;m, es proporcio-

nal a 441¥;m. El médulo del factor de proporcionalidad se obtiene de (43) y (48):
escribiendo d(,Y;p,) = C(8)s41Y;m se tiene

IC(3)|2 = (C(8)s41 Y;'mvc(s)a+lyjm) = (3,1/,'";,5,}’1',,,)
= “(533)/1"1: SYJm) =(j- s)(j+s+ 1)(3}/jmssyjm)
= =)z + s 41}

En forma similar, (,Y;,,) = D(s)s-1Yjm, con [D(s)|* = (5 + 8)(j — s + 1). Luego,
90, Yjm = D(8)3s-1Yjm = D(s)C{(s — 1)s¥jm y comparando con (43) resulta que

D(s)C(s—1) = ~(j+s)(j — s +1). (50)

La fase de los arménicos esféricos basicos se escoge de tal manera que C(s) sea real
y positiva: C(s) = [(j = 8)(j + 3+ 1)]/2; por lo que, de (50), D(s) = ~[(; +.)(; -
s+ 1)]Y/2 asi que

AoYsm) = (G = )G + 5 + D) 41 ¥m
7 (51)

B Yim) = =1 + )G — s + D)F 41 Yy,
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Usando repetidamente estas relaciones se halla que, para £ entero (y, por tanto, para
s entero),

1
(£-s)2
[(€+3)!] Y 0<s<t

sitm = (52)
e 2o

lo que da una forma de obtener los 4Yy, para s y { enteros solamente, a partir de
los arménicos esféricos ordinarios. De (52) resulta que

oYem = ('1)m+s—syt,—m- (53)

Puesto que las eigenfunciones de cualquier operador hermitico correspondientes
a eigenvalores distintos son ortogonales entre si y debido a que los armoénicos esféricos
basicos Yjm son eigenfunciones de los operadores L3 y 87, los cuales son hermiticos
respecto al producto interior (47), usando (48) se tiene

(s}/jmssyj’m') = éjj"smm"' (54)
Es Yecir, para un valor de s fijo, los arménicos esféricos Yy, (con j = [s|,[s| +
l,...;m=—j,—j+1,...,j) forman un conjunto ortonormal. Los arménicos esféri-

cos con distintos pesos de espin no son ortogonales entre s a pesar de que el peso de
espin s aparece en el eigenvalor de 9 [Ec. (43)]; la razon es que 09 no es el mismo
operador para valores distintos de s [Ec. (45)].

4. Campos electromagnéticos multipolares

Como ejemplo de la utilidad de las funciones definidas en la seccién anterior, a
continuacién se muestra que las componentes de los campos eléctrico y magnético
correspondientes a los llamados campos multipolares se pueden expresar en una
forma sencilla en términos de los arménicos esféricos con peso de espin. En lugar de
resolver las ecuaciones de Maxwell sin fuentes para las combinaciones de componen-
tes de los campos que tienen peso de espin definido, como se sugiere en la Ref. 3],
-es mas sencillo y conveniente usar el que la solucién completa de las ecuaciones de
Maxwell se puede expresar en funcién de un solo potencial escalar que satisface la
ecuacién de ondas:

(v2 - ia—z)uf):o (55)
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(véase, por ejemplo, la Ref. [10]; para una demostracién simple y rigurosa ver la
Ref. [11]).

En el caso de un campo transversal eléctrico, los campos eléctrico y magnético
estan dados por

¥ = E-(?-rxV'ub,

cat (56)

B=-Vx(rxVy)
donde r es el vector de posicién y 9 es solucién de la Ec. (55). Tomando en cuenta
que, para un campo vectorial cualquiera A, las componentes 4, y Ay + 1Ay tienen

pesos de espin 0 y +1 respectivamente y usando las expresiones del gradiente y del
rotacional en coordenadas esféricas, de (56) se halla que

. i d . i
E, =0, Ey + 1E¢ = —Eaaﬁ), Ey — iE,» = Eaaﬁb
1 . 10 . 10 -
Br = _;&ﬂba BG + ?rB(, = —;Er&b, Bg - qus = —;Era’d) (57)

donde se ha considerado que ¢ tiene peso de espin cero.

La ecuacién de ondas (55) admite soluciones separables en coordenadas esféricas
que son de la forma

b = [0 + 1) 2 fy(kr) Yo (6, 9) (58)

donde k = w/e, fy es una funcién esférica de Bessel y el factor [E+1)]72 se
introduce por conveniencia. Sustituyendo (58) en (57) y usando (51) se obtiene
para un campo multipolar magnético

Eg +iEy = —ke ™ fy(kr)11Yom(0, 8)
1
B, = ~[l(E + 1))7e™ fy(kr)Yen (6, 6)
3 —iw!l d
Bg +iBy = Fe " — —r fy(kr)11Yem(0, 4).
rdr
En el caso de un campo transversal magnético,

E=-V x(rxVy),

14
B-.—Zarxvzb
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(comparese con (56)); asi que, con 1 expresada en la forma (58) resulta
1o
E,=[e(t+1))2e7 ~Je(kr)Yem (0, ¢)

. —tw 1d
Eg £iEy = Fe '~ —r fy(kr) £1Yem(0, ¢)
rdr
Bo=i
By +iBy = ke ™! fy(kr)+1Yem(0, 6).

Los campos mutipolares se expresan también en términos de los llamados arménicos
esféricos vectoriales definidos por [10]

| =t

1
X = [0(€ +1)]"2 51 x V.

-~

Todas las componentes de Xy, estan dadas a través de las combinaciones X, -
(€9 £ 1é4), que tienen pesos de espin +1. Usando las Ecs. (39) y (51) se halla que

Xfm : (69 + léqb) = '—(d:lYfm)

lo cual da la relacién entre los armdnicos esféricos vectoriales y los espinoriales.

5. Observaciones finales

Los arménicos esféricos basicos con peso de espin s, ;Yjm, pueden obtenerse alter-

. . . 2 3 .
nativamente buscando las eigenfunciones comunes de L(%)? y Lg ) con eigenvalores

(7 + 1) y m, respectivamente, donde

- ) a 0 cos ¢

L(l ) 1sen égg + 1 cot O cos -;D% - sm
() = ;i cosd 1 icotfsen s _ S0P

L3 = —icos ¢ + i cot senfﬁaé =7 (59)
s L0

y
L(S)g - Lgs)2 + L(Qs)z + Lg@}z

1 9 d 1 & _coslO @ 52

= —senf— — —— —— —

senf 809 d0  sen? 0 d¢* - 6_¢5 * sen?
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[compérese con las Ecs. (43) y (45)]. Los operadores Lﬁ-’) definidos en (59) son
hermiticos, satisfacen las relaciones de conmutacién

(L), L) = iejp, L) (60)

¥, cuando s = 0, se reducen a las expresiones usuales para las componentes del
momento angular orbital. Como consecuencia de (60), los operadores L(*)? y Lg')
conmutan y (Li") o t'L(;)),ij es proporcional a 4Y; m+1. Puede verse también que
ar\? = g
3 b} :
Las expresiones (59) fueron halladas en la Ref. [2] al buscar operadores cuya

accién sobre los ;Yjm imitara a la de los operadores usuales L, (dados por (59) con
s = 0) sobre los arménicos esféricos ordinarios Yz,,. Sin embargo, las expresiones (59)
pueden deducirse a partir de que el operador Lﬁ-a) debe ser generador de rotaciones
alrededor del eje z7; es decir, de que la rapidez de cambio de una funcién con peso
de espin s bajo rotaciones alrededor del eje 2/ sea proporcional a L;-') actuando
sobre dicha funcién.

Para la deduccién deseada es suficiente considerar el efecto de las rotaciones
“infinitesimales” alrededor de los ejes cartesianos sobre los espinores base o e ¢.
Bajo una rotacién alrededor del eje z7 por un angulo o < 1, cualquier espinor ¥ se
transforma, a primer orden en a, en (I — 500, )Y; por lo que la rapidez de cambio
de ¥ bajo rotaciones alrededor del eje z7 es (—%)O‘J‘!f). Un calculo directo, usando
(1) y (22), muestra que los operadores (59) satisfacen efectivamente

(—%)ajo = iLE-]/z)o, (—%)O'jL = iLﬁ-_l/z)L. (61)

Cabe seiialar que las expresiones para d y § asi como las de L;’) dependen de la

eleccion que se haga para o e «. En cualquier caso, 8,3 y Lg-’) deben satisfacer las
Ecs. (40) y (61).
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Abstract. The definition and the basic properties of the spin-weighted
spherical harmonics, which are a generalization of the usual spherical
harmonics, is presented starting from the irreducible representations of
the rotation group. As an example of the applications of the spinor
spherical harmonics, the explicit expression for the multipole electro-
magnetic fields is given in terms of these functions.





