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Resumen. Se presenta la definición y las propiedades básicas de los
armónicos esféricos con peso de espín, los cuales son una generalización
de los armónicos esféricos usuales, basándose en las representaciones
irreducibles del grupo de rotaciones. Como ejemplo de las aplicaciones
de los armónicos esféricos espinoriales, se da la. expresión en términos
de estas funciones para los campos electromagnéticos multipolares.
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1. Introducción

~s armónicos esféricos usuales, los cuales aparecen al resolver por el método de
separación de variables varias de las ecuaciones diferenciales parciales de la física
matemática, son un caso especial de una familia de funciones definidas sobre la
esf~ra, llamadas armónicos esféricoscon peso de espín. Estas funciones aparecen en
la solución de ecuaciones diferenciales para campos que pueden no ser escalaresj es
decir, campos que pueden tener espín distinto de cero (o, más precisamente, campos
cuyo peso de espín puede ser distinto de cero). El primer tratamiento sistemático
de los armónicos esféricos espinoriales fue dado por Newman y Pemose [1]' aunque
algunas funciones esencialmente equivalentes a éstas fueron introducidas anterior-
mente en diversos problemas de la mecánica cuántica, tales como el de un trompo
simétrico y el de un electrón en el campo de un monopolo magnético, así como en
la relatividad general (véase la Re!. [21Y las referencias citadas allí).

Los armónicos esféricos usuales están .dacionados, además, con el grupo de
rotaciones. De hecho, como se muestra en los textos de mecánica cuántica, los
armónicos esféricos resultan al buscar las cigenfunciones comunes de los operadores
L2 y L3, lo cual equivale a construir representaciones irreducibles del álgebra de Lie
del grupo de rotaciones. Los armónicos esféricos con peso de espín forman también
bases para las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones, o del grupo
SU(2), lo cual sirve para definir estas funciones.
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En este artículo se presenta una definición de los armónicos esféricos con peso
de espín que difiere de la dada en casi todos los artículos que tratan acerca de estas
funciones [I-3J. El enfoque seguido aquí es similar al de la Rer.¡4J en cuanto a que se
basa en los espinores pero, a diferencia de la Re£.(4),donde se parte de los espinores
para el ~rupo de Lorentz, restringiéndose al final al grupo de rotaciones, y se usa
el concepto de derivada covariante, en este artículo desde el principio se consideran
solamente los espinores para el grupo de rotaciones sin emplear conceptos no muy
ampliamente conocidos como es el de la derivación covariante.

En la Seco2 se presentan los espinares para el grupo de rotaciones y se define el
peso de espín. En la Seco3 se halla primeramente la expresión para los armónicos
esféricos usuales en términos de espinares y ésta sir••..e de base para definir los
armónicos esféricos con peso de espín. Se deducen las propiedades básicas de estas
funciones y las relaciones entre ellas y en la Seco4 se da un ejemplo de la aplicación
de los armónicos esféricos espinoriales en la solución de las ecuaciones de Maxwell.

2. Los grupos SO(3) y SU(2) y los espinores

Las transformaciones lineales que corresponden a rotaciones alrededor del origen en
l,tJ forman un grupo, el cual se denota por 50(3) debido a que, respecto a una base
ortonorma1, dichas transformaciones están representadas por matrices ortogonales
(de allí la "O" en SO(3)) de determinante igual a 1 (lo que se indica por la "S" en
SO(3)). El grupo SO(3) está estrechamente relacionado con el grupo SU(2) formado
por las matrices unitarias 2 x 2 complejas de determinante igual a 1. Esta relación
puede exhibirse en diversas formas (e.g., a través de la proyección estereográfica
de la esfera sobre el plano complejo [4]' mediante el álgebra de Clifford asociada
al producto interior de B-3 [5] ° identificando cada punto de ~3 con una matriz
hermítica de traza igual a cero [6])y en ellas aparecen las matrices de Pauli o algún
otro conjunto de matrices con propiedades similares.

Una forma de relacionar los grupos 5U(2) y 50(3) es la siguiente. Las matrices
de Pauli están definidas por

(
O -i)

(72 = i O ' (1)

Estas matrices son hermiticas y de traza igual a cero y, como puede comprobarse
fácilmente, son base para el espacio de matrices 2 x 2 complejas, hermíticas y de
traza igual a cero; es decir, cualquier matriz hermítica 2 x 2 cuya traza valga cero se
puede expresar en una única forma como combinación lineal de las (Ti con coeficientes
reales (si AE Q y A es una matriz hermítica, para que AAsea hermítica se requiere
que AA sea igual a (AA)! = AAt = AA, por lo que A debe ser real).

Si U es cualquier matriz perteneciente a SU(2) (¡.e., Uf = U-l y detU = 1)
entonces, para cada valor de i, U(T¡U-1 es una matriz hermítica de traza igual a
cero ya que (UUiU-I)t = (U-I)!u!ut = UUiU-1 y tr(UuiU-l) = tr(uiU-IU) =
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trO'¡= O. Por lo tanto, UO',U-1 debe ser una combinación lineal de 0'1, 0'2 'l0'3:

(2)

donde, al igual que en lo sucesivo, hay suma implícita sobre índices repetidos. De esta
manera se obtiene una matriz 3 x 3 real (ai) que es ortogonal y tiene determinante
igual a 1; es decir, (a~') pertenece a 50(3). Para comprobarlo se hace uso de las
relaciones

(3)

que satisfacen las matrices de Pauli (1), siendo Ila matriz identidad. De las Ecs. (2)
y (3) se tiene que

y por otra parte

luego, debido a que el conjunto {l, 0'1,0"2, 0'3} es linealmente independiente,

que caracteriza a una matriz ortogonal y fjlial = a;arflmn' ~lultiplicando esta
última ecuación por a~ y usando (4) se llega a

(.5 )

lo cual significa que det( a:) = l.
En la deducción de las Ecs. (4) y (5) solamente se ha usado el que U sea

unitaria (de hecho, es suficiente que U sea un múltiplo distinto de cero de una
matriz unitaria); la condición adicional que se impone sobre U, a saber: det U = 1,
tiene el propósito de reducir al mínimo la ambigüedad involucrada en la Ec. (2).
Esta ambigüedad se refiere a que si en la Ec. (2) U se sustituye por tlO U, siendo Q

cualquier número real, entonces e'oU es también unitaria y debido a que (eioU)-t =
e-ioU-1 la Ec. (2) sigue siendo válida si, alterar los a:. Por lo tanto, todas las
matrices unitarias eioU definen mediante la Ec. (2) la misma matriz (an que U.
Al exigir que las matrices U que aparecen en (2) tengan determinante igual a 1
entonces, para una matriz (aD E 50(3) dada, solamente dos matrices U satisfacen
la igualdad (2); si U es una solución, la otra es (-U) que también pertenece a SU(2).
Luego, la Ec. (2) establece ulla relación dos a uno entre SU(2) y 50(3) la cual es
un homomorfismo de grupos; es decir, si U1 'j U2 son dos matrices p2,tenecientes
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a 5U(2), denotando por (al), (1Ji), (ci) las matrices de 50(3) que corresponden a
UI, U2 y al producto U1U2 respectivamente, entonces (ef) es el producto de (a:) por
(ut). Por lo tanto las matrices de SU(2) constituyen una representación bivaluada
del grupo de rotaciones 50(3).

Las matrices U actúan sobre un espacio vectorial complejo de dimensión dos,
cuyos elementos son los espinores (o, más precisamente, los espinores correspondien.
tes a SO(3) [5]). Cada espinor, 1./J, puede representarse geométricamente mediante
una bandera [51(o una hacha [7]): el asta de la bandera es el vector (real) R =
(R¡, R" R3) dado por

(6)

y la orientación de la bandera (es decir, la dirección en la que se extiende la bandera)
está dada por la dirección de la parte real del vector M = (MIl 1.J2, MJ) definido
como

donde el superíndice T denota trasposición y

_(O 1),= -1 O .

(7)

(8)

La longitud del asta, que es igual a 1./Jt1./J, depende de 1/J pero el tamaño de la bandera
no es importante sino sólo su orientación (Fig. la). En la representación de espinores
mediante banderas también hay una relación dos a uno: los espinores 1./J y -1/J se
representan por una misma bandera, como puede verse de las Ecs. (6) y (7).

Las componentes de un espinor puede ser parametrizadas en la siguiente forma:

(
oos~e-;.I'),p = Vie -;xl' ,
sen ~é/J/2

(9)

aunque en O = Oy O = 71'" los parametros X y <p no están bien definidos. Sustituyendo
(9) en (6) y (7), usando las Ecs. (1) y (8), se obtiene que

R = (r sen O cos 4J,rsen Osen <P, r cosO) = rer
(10)

= r[(cosxe. + senxe.) + i(- sen Xe. + oosxé.)1

donde erl eo y ef/J son los vectores ortonormales inducidos por las coordenadas
esféricas, por lo que la bandera que representa al espinor (9) tiene un asta de
longitud r que forma un ángulo O con el eje z y cuya proyección en el plano xy
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FIGURA 1. a) Construcción de la representación geométrica de un espinar. Los vectores R y
Re M son perpendiculares entre sí y tienen la misma longitud. b) Representación de
un espinar mediante una bandera.

forma un ángulo eP con el eje x, con la bandera extendiéndose en una dirección que
forma un ángulo X con <o (Fig. lb).

Los parámetros eP, B Y X introducidos en la Ec. (9) son ángulos de Euler que
definen la rotación mediante la cual se obtiene la bandera que representa al espinar,

Ec. (9), a partir de la bandera que representa al espinor .¡r [~] {elcual resulta de

bacer 4> = O = X = ° en (9)1. Para el espinor .ji [¿ ], los vectores definidos en las

Ecs. (6) y (7) son R = (0,0, r) y M = (r, ir, O), por lo que la bandera correspondiente
tiene un asta de longitud r en la dirección z, con la bandera extendida en la dirección
x. Rotando esta última bandera primero alrededor del eje z por un ángulo eP,después
por un ángulo B alrededor del eje y resultante y enseguida por un ángulo X alrededor
del eje z final se llega a la bandera correspondiente al espinar, Ec. (9).

Usando que la matriz t: definida en la Ec. (8) satisface que (2 := -1 y (T = -(,
las componentes del vector R pueden ser expresadas también en la siguiente forma:

-T T ( -)TRi = 1/! , "Ti1/! = '1/! ,u,1/! (11)

que es similar a la expresión (7). El producto ('0 es un espinar con las mismas
propiedades de transformación que ?/J; es decir, si ?/J' := U1/1 con U perteneciente a
8U(2) entonces, debido a que U es unitaria: Ü := (U-1 V y a que su determinante
es igual a 1: U-1 = _t:UT t:,
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Esto significa que en el espacio de espinares de 80(3) yen su complejo conjugado se
tienen representaciones equivalentes [de 5U(2) o de 50(3)). En otros casos ocurre
algo distinto: para los espinares del grupo de Lorentz, por ejemplo, los espinares y
sus conjugados se transforman en formas que no son equivalentes entre sí, lo que
hace necesario distinguir los Índices de unos y otros empleando usualmente Índices
con puntos o con primas (véase por ejemplo, las Reís. (4)y [8]).

Si ?/Jse parametriza en la forma de la Ec. (9) entonces el espinar e1/J es

por lo que la bandera que representa a ei/; tiene ángulos de Euler 4> + 11" I 11'" - (J y
-x -11'"; es decir, esta bandera se obtiene invirtiendo a través del origen la bandera
que representa a ?/J,En otras palabras, bajo la operación de inversión, o de paridad,
?/Jse transforma en ,,1fi. Puede Dotarse que al aplicar dos veces la operación de
inversión a un espinar t/J se obtiene -?/J.

En lo sucesivo las componentes de un espinar cualquiera serán etiquetadas por
medio de Índices A, B", " que toman los valores 1o 2 y sobre estos Índices también
se aplica la convención de suma, Los Índices espinoriales son subidos o bajados
mediante la matriz" dada en (8)

(12)

de acuerdo a la siguiente convención:

(13)

es decir,.,pI =.,p2 y?/Jz = _?/JI, Debido a que "ABfBC = -6~, la relación inversa a
la Ec. (13) es

(14)

Si los elementos de las matrices de Pauli (1) se denotan por a¡AB entonces, siguiendo
la convención (13), los elementos del producto matricial fO¡, que son fABO¡B C, se
denotarán por OiAC con lo que las componentes R¡ dadas en (11) pueden reescribirse
como

(15)

donde c/JA y t/JA son las componentes de f1jJ y t/J respectivamente, es decir,

- (</>'),,¡, = </>' .
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Similarmente, las componentes Mi definidas en (7) equivalen a

(16 )

Efectuando el producto de f con cada U¡ se halla que

lo que muestra que las matrices fUi son simétricas:

Como consecuencia de la relación UjUj + UjU¡ = 2fJiJI, la cual sigue de la Ec.
resulta que (f:U¡)Uj + (fUj)U¡ = 2fJ¡jf o equivalentemente

Otra relación que satisfacen estas matrices es

( 18)

(3) ,

(19)

(20)

la cual puede comprobarse fácilmente notando que ambos lados de la igualdad son
simétricos en los pares de índices AB y e D y también bajo el intercambio de AB
con eD, por lo que basta ver que se cumple para seis combinaciones independientes
de valores de los índices. Además, de la Ec. (17) se ve que bajo conjugación compleja
las O'¡AB satisfacen

UiI2 = UiI2 = Gi2!. (21 )

Con el propósito de estudiar funciones definidas sobre una esfera de radio 1, es
conveniente introducir el espinor

= (cos ~C;./2)
0_ 9 . I 'sen -e'l/1 2

2

que se obtiene de la expresión (9) haciendo r = 1 YX = O, Yel espinor

(
sen ~e-;./2 )

l=fO= 2 .
_ cos fe¡~/2

2

(22a)

(22b)
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Estos espinores satisfacen la identidad

(23)

por lo que para cada punto de la esfera (i.e., para cualesquier valores de e y <p)
forman una base para los espinores e inducen bases para los vectores y los tensores
de cualquier rango. Por ejemplo, sustituyendo o en lugar de .¡, en las &S. (6) y (7),
de acuerdo con (10), se obtienen los vectores R = fr, ReM = fe, ImM = e~,que
forman una base ortonormal para los vectores.

Una cantidad r¡ tiene peso de espín s si bajo la transformación

(240)

se transforma de acuerdo a

(24b)

Así, o tiene peso de espín 4 y de la definición (22b) se ve que " = dI = (e-Io/2o =
e-
ioj2

" por lo que, tiene peso de espín -!. Sin TJ tiene peso de espín s entonces
~ tiene peso de espín -s. Para un vector cualquiera A, de las &S. (6), (7), (10) Y
(22a) se ve que las componentes Ar, A8 y AI'iIde A respecto a los vectores base Cr,
C8 y f~están dadas por

(25)

de donde es claro que Ar tiene peso de espín n, mientras que A8 + iA~ tiene peso de
espín 1 y As -iA~ tiene peso de espín .1. Luego, las componentes de cualquier vector
pueden agruparse en tres combinaciones con pesos de espín 1, OY-1. Similarmente,
debido a (23), las componentes de cualquier espinar t/J pueden expresarse en la forma

(26)

por lo tanto, t/J = (t/JB'O)O - (t/JBOB)t. Las componentes de t/J en términos de o e"
que son t/JB,B y -t/JoolJ, tienen pesos de espín -! y &, respectivamente.

No todas las cantidades tienen algún peso de espín; por ejemplo, la componente
As de un vector se transforma en A~ = Héo + e-iO)As - i.(eio - e-iO)A~, que no
tiene la forma (24b). Si r¡ tiene peso de espín s y K. tiene peso de espín s' entonces
bajo (240) el producto ~K se transforma en

I I - ., -( + ')
TJK. = euor¡eu 0K. = el:1 :1 0r¡K.

lo que significa que r¡K. tiene peso de espín s + oS'.
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3. Armónicos esféricos con peso de espín

En esta sección se construyen funciones con peso de espín definidas sobre la es-
fera que sirven como base para las representaciones lineales irreducibles del grupo
de rotaciones, probándose que talc~ funciones están caracterizadas mediante ope-
radores diferenciales de segundo orden que generalizan al operador del cuadrado
del momen~o angular. Estas funciones incluyen como caso especial a los armónicos
esféricos usuales, por lo que antes de dar la definición de los armónicos esféricos con
peso de espín en general, es conveniente presentar los armónicos esféricos ordinarios
usando los conceptos introducidos en la sección anterior.

Como se muestra en la Re£. (9), los armónicos esféricos ordinarios del orden f
(con f entero no negativo) son polinomios homogéneos de grado f en las variables
ni == xi /Ixl, donde las xi son coordenadas cartesianas y Ixl es la norma del vector
x = (xl,x2,x3), tales que las trazas de sus coeficientes son iguales a cero; es decir,

.. k
Pi = dij . tn'nJ ... n (27)

es un armónico esférico de orden f si y sólo si los coeficientes dij ...k, simétricos en
sus f índices, tienen trazas iguales a cero sobre cualquier par de índices

(28)

El \vector (ni, n2, n3), siendo unitario, corresponde a un punto de esfera, por lo que
Pi es una función definida sobre la esfera.

En términos de los espinares o e t definidos en (22), se tiene que ni = <7ABtAOB

[compárese con la Ec. (15)], donde aAB coincide con <7jAB debido a que las compo-
nentes del tensor métrico, mediante las cuales se suben, o bajan, índices, para las
coordenadas cartesianas son Dij. Sustituyendo en la Ec. (27) resulta que

di ABj CD k EF d AC ElJD FPi = ij...tUABt o <7CDt o ... <7EFt o = ABCD ...EFt t ..• t o o .•. o

con

d -d; 1 k
ABCD ...EF = ij ... ka ABa-CD'" <7EF' (29)

Así, mediante las <7AB cada índice vectorial i, que puede tomar los valores 1, 2, 3,
se reemplaza por un par simétrico de índices espinorialcs AB, que puede tomar las
combinaciones indcpendicntL"Sde va.lores11, 12,22. Los coeficientes dAll ... P tienen 2£
índices y, en vista de la Ec. (18), son simétricos en cada una de las parejas de índices
AB, eD, ... , EF (e.g., dAlJCf) ...EF = dAlJDC ...EF). Además, debido a que los dij ...k
se suponen totalmente simétricos, dAB ...F es simétrico también bajo el intercambio
de un par de índices que reemplaza a un índice vectorial por otro de estos pares (e.g.,
dABCD ...EF = dABEF ...CD)' De hecho, como se demuestra enseguida, los coeficientes
dAB ...F son totalmente simétricos si y sólo si se cumple la Ec. (28).
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Cualquier diferencia de la forma 1PAB - 1PBA vale cero si A = B Y cambia de
signo al intercambiar A con B, por lo tanto 1PAB - 1PBA es proporcional a lAB;
específicamente: "'AB - "'BA = ("'12 - ""¡)<AB o equivalentemente, usando (13),

(30)

Considerando, por ejemplo, la diferencia dABCD ...EF - dABCE ... DF, aplicando la
identidad (30) al par de índices DE, de las Ecs. (29) y (19) Y por la simetría de
dij ...k

de donde se concluye que dAB ..F es simétrico bajo cualquier permutación de sus
índices si y sólo si la traza de dij ...k sobre cualquier par de índices vale cero [Ec. (28)].

Por consiguiente, cualquier armónico esférico de orden l es de la forma

(31)

con la única condición de que los coeficientes (constantes) dAB ...F sean totalmente
simétricos en sus 2l índices. Por ejemplo, cualquier armónico esférico de orden 1 es
de la forma PI = dAB,AoB con dAB = dHA, por lo tanto, usando (22)

di I d (1' ") d "PI = III o + 12 l o + t o + 22l o
(32)

que puede reconocerse como una combinación lineal de Y1,-I, tío y Yll. A partir
de la expresión de los armónicos esféricos de orden l dada por (31), es fácil ver
que éstos forman un espacio vectorial de dimensión 2l + 1 ya que, con cada índice
espinorial pudiendo tomar dos valores (1 o 2" por la simetría de los coeficientes
dAB ...F solamente 2l + 1 de ellos son idependientes entre sí (por ejemplo, dll ...t,
d21"'1, d22 ... },"', dn ...2, donde hay 0,1,2,'" 1 2f índices que toman el valor "2",
respectivamente). Como consecuencia de las expresiones que tienen las componen-
tes de o e t [Ecs. (22)], las cuales dependen de haber elegido que 0"3 sea diagonal
lEc. (1)J, resulta que al desarrollar (31) en forma similar a como se hizo en (32), los
coeficientes de dll ... ¡,d21... I,'" ,dn...2, son proporcionales a Yl,-l, Yl,-l+l,' . " Yu,
respectivamente.

Al efectuar una rotación representada por una matriz (ai) perteneciente a
50(3), el armónico esféricoPi dado por (27) se transforma en otro a.rmónicoesférico
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del mismo orden con coeficientes d:}...l expresados por [9]

donde (ií1) es la matriz inversa de (a1) y, siendo ésta ortogonal, ií1 =
tanto, los coeficientes dAB ..-F definidos en (29) se transforman en

d~BCD ..EF = d:j ...l(]~B(]b[)'" (]~F

-r-J -id ¡.1 1== a¡ aj ... al rJ...j(] AB(TCD ... (] El'

(33)

a~.Por lo

(34)

Por olra parte, de la Ec. (2) y de la relación (U( = _(U-I)T, válida para cual-
quier matriz U cuyo determinante valga 1, se tiene que ai((]) = -(U((((]i)U-1 ==
(V-1)T«17,jV-1 o, equivalentemente

(35)

donde (Ü!l) es la inversa de la matriz V = (V!l) que aparece en la Ec. (2). Sustitu,
yendo (35) en (34) y usando (29) se obtiene que

'C'II'l-) -K'L
¿ABCD ..EF = VAV B VcV D ... VE V Fd" ..,17,CII17,l) ... diK L

-G-J/-¡-¡ -K-L= VA VB VCVD'" VE VFdCIIIJ ...KL

(36)

de donde es claro que si los coeficientes dGI/ ... L son totalmente simétricos entonces
los d'AB ...F también lo son, lo cual demuestra el hecho arriba señalado de que al
rolar un armónico esférico se obtiene otro del mismo orden.

Bajo la transformación (24a) cada componente de o se multiplica por c,a/2 y
cada componente de t se multiplica por e-ia/2 así que la expresión (31) es invariante;
es decir, los armónicos esféricos usuales tienen peso de espín igual a cero. Una forma
de extender el concepto de los armónicos esféricos, que resulta útil, consiste en
considerar funciones de la forma (31) donde el número de factores tA, tD,"', t

C no
coinciden con el de factores oD, oE, ... ,01' o el mímero de índices de los coeficientes
dAD ...F no es necesariamente pa.r.

Definición. Un armónico esférico de orden j (con j pudiendo tomar los valores
0, 1/2, 1,3/2, ... ) con peso de espín s es una función de la forma

P - dAlJ CVE .¡"A,8 ... ,CoDoE ... oFJ } - ••• • (37)

con los coeficicientes dAB ...F siendo totalmente simétricos en sus 2j índices y donde
existen j + 8 factores oD,oE,'" ,01' Yj - s factores tA,ill,'" ,te.
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Puesto que tanto j + s como j - s solamente pueden ser números enteros no
negativos, resulta que j y s deben ser simultáneamente enteros o "semienteros" y

j ~IsI- (38)

Debe ser claro que el conjunto de armónicos esféricos de orden j con peso de espín
s forman un espacio vectorial de dimensión 2j + 1, puesto que los coeficientes en la
Ec. (37) son totalmente simétricos en sus 2j índices. Sobre este espacio actúa lineal e
irreduciblemente el grupo SU(2) mediante (36), que sigue siendo válida debido a que
las componentes de o y las de t tienen la misma ley de transformación. Solamente
cuando s (y, por tanto, j) es entero, en la Ec. (36) aparece un número par de factores
Ü!, por lo que para una rotación (ai) E SO(3) no importa cual de las dos matrices
de SU(2) que le corresponden se use en (36); así que, en tal caso, la transformación
de los coeficientes dAB ... F está definida sin ambigüedad para cualquier ro'tación y se
tiene de esta manera una representación de SO(3).

Aunque los armónicos esféricos con peso de espín pueden obtenerse explícita-
mente de la Ec. (37), existe una manera alternativa para construirlos que muestra su
relación con algunas aplicaciones de estas funciones, como se ilustra en la siguiente
sección. Para una {unción 'rf con peso de espín s definida sobre la esfera se definen
los operadores iJ y [} mediante {l,3!

iJq =- - (~ + _i_~)q + s(cot O)q = _ sen' O (.Q. + _i_~)(sen-' O)q
80 sen O81> 80 sen O 81>

iJ- - (8 i 8) (O) _, (8 i 8) ( ,q=- ----- q-scot q=-sen O ----- sen O)q80 sen O81> 80 sen O 81>
(39)

Estos dos operadores son Iincales y satisfaccn la regla de Leibniz: si 'rf y '" tienen pesos
de espín s y s' respectivamcnte, entonccs, puesto que 71'" tiene peso de espín s + s',
de la definición (39) resulta que iJ(q<) = 'Ia< + <0'1 y JI'I<) = q[}< + <Jq. Tomando
en cuenta que los espinares o e t tienen pesos de espín 2" y -~, respectivamente, de
la Ec. (39) se halla mediante un cálculo directo que

(40a)

(40b)

Recíprocamente, suponiendo que () y ti son lineales y obedecen la regla de Leibniz,
a partir de (40) pueden obtenerse las expresiones (39).

Las relaciones (40) significan que f) sube el peso de espín en una unidad mientras
que tJ baja el peso de espín en una ,:!nidad. Además, si !JPi es un armónico esférico
con peso de espín s entonces {)!JPl y {)!JPl son armónicos esféricos con pesos de espín
s + 1 Y s - 1, respectivamente. En efecto, de (37) y (40a), usando la linealidad de
a, la regla de Leibniz, el que las dAlJ ...F son constantes totalmente simétricas en sus
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índices y que en ,Pi aparecen (j - oS) factores l, se liene

"d _"( A B C) D E FU,Pj = AB...CDE ...¡U l l "'l o o ... o

d (AB C AB C= - AB ...CDE ...F o 1.- ••• [ + lO"'[

+ ... + ,A,B oC)oDoE oF

= -(j - S)dAB CDE ..F,A,B oCoDoE ... oF (41 )

que contiene j + oS + 1 factores o y j - oS - 1 factores l y, por lo tanto, si j -=1 s, es un
armónico esférico de orden j y peso de espín oS + 1. En forma similar se halla que

(42)

el cual, si j f:. -s, es un armónico esférico de orden j y peso de espín oS - l.

Combinando las Ecs. (41) Y (42). usando que iJ,p) y [}'Pj tienen pesos de espín
oS + 1 Y oS - 1 respectivamente, resulta

ro,p) = -(j - 8)(j + 8 + l),p) = (8(8 + 1) - j(j + l»),p)

ro,p) = -(j + 8)(j - 8 + l),pj = (8(S - I) - j(j + I)),p)
(43)

lo que significa que los armónicos esféricos con peso de espín son cigcnfunciones dero y de re, con distintos eigenvalores si oS i= O. Cuando actúan sobre funciones con
peso de espín igual a cero, como son los armónicos esféricos usuales, los operadores

fJO y ah son iguales entre sí y coinciden con el negativo del operador del cuadrado
del momento angular:

ro = ro = -£' (sobre funciones con peso de espín O).

En general, actuando sobre funciones con peso de espín 5, de (39) resulta

- 1 8 8 1 8' . cos O 8 8'
{JiJ= sen088 sen 080 + se.n'08~' +2'8sen'08~ - sen' O +.(8+ 1)

2 • cos f} a 82= - £ + 2'8 ---,-¡¡ -8 - ---,-¡¡ + 8(. + 1)sen ti <p sen ti

ro - ro = 2s.

(44 )

(45 )

(46)



Una introducción a los armónicos esféricos espinoriales 459

Si 1y 9 son dos funciones definidas sobre la esfera entonces la expresión

r" rU,g) '" Jo Jo j(O,4»g(O,4»senOdOd4> (47)

define un producto interior respecto al cual at == -8 y por consiguiente tl = -o.
En efecto, si 1y 9 son funciones con pesos de espín s + 1 Y s respectivamente, de
tal manera que el integrando correspondiente a (1/)9) tenga peso de espín cero, de
las definiciones (47) y (39), integrando por partes, resulta que U,ag) = -(f1j,g).

Los armónicos esféricos con peso de espín s básicos [4], denotados por 3 }jm, son
armónicos esféricos con peso de espín s y orden j normalizados:

(48)

que son eigenfunciones de L3 =: -i8/84J con eigenvalor m;

(49)

En el caso en que s == O, j es necesariamente un entero no negativo y los armónicos
O}jm son los armónicos esféricos usuales Yjm. Las condiciones (48) y (49) no definen
unívocamente a los "Yjm sino hasta un factor complejo de módulo 1.

De la Ec. (41) Y debido a que f) y L3 conmutan se sigue que 03~'m es proporcio-
nal a .+1Y,m. El módulo del factor de proporcionalidad se obtiene de (43) Y (48):
escribiendo o(30'm) = C(S),,+l~m se tiene

IC(s)¡' = (C(s)r+IYjm,C(S)'+l}jm) = (a,Y,m,a,}jm)

= -(f1fJ,}jm"Y,m) = (j - s)(j + s + 1)(,Y,m"Yjm)

=(j-s)(j+s+I).

E_nforma similar, f1(,Yjm) = D(s)'_1 Y,"" con ID(s)l' = (j + s)(j _ s + 1). Luego,
ro,}jm = D(S)/J'_I}jm = D(s)C(s -I),}jm y comparando con (43) resulta que

D(s)C(s - 1) = -(j + s)(j - s + 1). (50)

La fase de los armónicos esféricos básicos se escoge de tal manera que C(s) sea real
y positiva: C(s) = [(j - s)(j + s + 1))'/'; por lo que, de (50), D(s) = -[(j + s)(j-
s + 1))1/2 así que

- 1
a(, Yjm) = -[(j + s)(j - s + 1)]2 '-1 }jm.

(51)
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Usando repetidamente estas relaciones se halla que, para f. enlero (y, por tanto, para
s entero),

I

[U-S)!]'(e+s)! O'Y'm,

1

(-1)' [(e + S)!] 2 J-'~
(e-s)! 1m,

-e:,:: s:':: o

(52)

lo que da una forma de obtener los .lI }/Im, para oS y l enteros solamente, a partir de
los armónicos esféricos ordinarios. Oc (52) resulta que

(53)

Puesto que las eigenfunciones de cualquier operador hermítico correspondientes
a eigenvalores distintos son ortogonales enlre sí y debido a que los armónicos esféricos
básicos,,}jm son eigenfunciones de los operadores L3 y [}¡J, los cuales son hermiticos
respecto al producto interior (47), usando (48) se tiene

(54 )

Es aceiT, para un valor de s fijo, los armónicos esféricos "Yjm (con j = 181,1s1 +
1, ... ;m = - j, - j + l •... ,i) forman un conjunto or1ooormal. Los armónicos esféri-
cos con distintos pesos de espín no son ortogonales entre sí a pesar de que el peso de
espín s aparece en el eigenvalor de lXJ [Ec. (43)]i la razón es que tJa no es el mismo
operador para valores distintos de s [Ec. (45)J.

4. Campos electromagnéticos muhipolares

Como ejemplo de la utilidad de las funciones definidas en la sección anterior, a
continuación se muestra que las componentes de los campos eléctrico y magnético
correspondientes a los llamados campos rnultipolares se pueden expresar en una
forma sencilla en términos de los armónicos esféricos con peso de espín. En lugar de
resolver las ecuaciones de Maxwell sin fuentes para las combinaciones de componen-
tes de los campos que tienen peso de espín definido, como se sugiere en la Ref. [3]'
-es más sencillo y conveniente usar el que la solución completa de las ecuaciones de
Maxwell se puede expresar en función de un solo potencial escalar que satisface la
ecuación de ondas:

(55)
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(véase, por ejemplo, la Ref. ¡ID]; para una demostración simple y rigurosa ver la
Re£. [11D.

En el caso de un campo transversal eléctrico, los campos eléctrico y magnético
están dados por

1 aE = --r x \1.1.e at 'f',

B = -\1 x (r x \1>/;)
(56)

donde r es el vector de posición y t/J es solución de la Ec. (55). Tomando en cuenta
que, para un campo vectorial cualquiera A, las componentes A, y A9 :i: iA. tienen
pesos de espín Oy :1:1 respectivamente y usando las expresiones del gradiente y del
rotacional en coordenadas esféricas, de (56) se halla que

E, = O,

1 .
B, = - -ro>/;,

r

E 'E i a"8+' '=---au>/;,
c t

B8 + iB. = - ~aa ro>/;,
r r

i a.
E8 - iE. = --a o>/;

c t

B8 - iB. = -~~r&.p (57)
r ar

donde se ha considerado que t/J tiene peso de espín cero.
La ecuación de ondas (55) admite soluciones separables en coordenadas esféricas

que son de la forma

(58)

1
donde k = w(c, ft es una función esférica de Bessel y el factor Il(l + I)r' se
introdllce por conveniencia. Sustituyendo (58) en (57) y usando (51) se obtiene
para un campo multipolar magnético

E8 :!: iE. = _kc-iw' ft(kr)"" V,m(O, liÓ)

1 1,
B, = -[l(l + I)J2e-.w'ft(kr)Ytm(O,liÓ)

r

En el caso de un campo transversal magnético,

E = -\1 x (r x \1>/;),

1 a
B = ---r x\I>/;

ca!
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(compárese con (56»; así que, con 1.P expresada en la forma (58) resulta

B, = O

Be :i::iB" = ke-,w'ft(kr)"'J Ylm(O, q,).

Los campos mutipolares se expresan también en términos de los llamados armónicos
esféricos vectoriales definidos por [ID]

Todas las componentes de Xlm están dadas a través de las combinaciones Xlm .

(e@::i::ied», que tienen pesos de espín :!:l. Usando las Ecs. (39) y (51) se halla que

lo cual da la relación entre los armónicos esféricos vectoriales y los espinoriales.

5. Observaciones finales

Los armónicos esféricos básicos con peso de espín ..•, .~V)m, pueden obtenerse alter-
nativamente buscando las eigenfullciollcs cOlllunes de ¡)s)2 y L~!l) con eigenvalores
i(J + 1) Y m, respectivamente, donde

(,) a a cosq,
L1 = i sen rPao + i <.:otO cos ef>"?} - 5--

0(Jfj.> sen

y

(,J . {). . a sen 1>
L2 = -l <.:osrP-a+ l cot Osen 1J-a - s--

O q, sen O

L(s)2 = LiS)2 + L~.~)2 + L~.i)2

1 a {) 1 D' .' cos O a ,,'
= ----senO- - ---- - >lS--- +--

sen O 80 f)(} seu:! O D<jJ2 - s('n'! O 8<jJ sen2 ()

(59)



Una introducción a los armónicos esféricos espinoriales 463

[compárese con las Ecs. (43) Y (45)). Los operadores
hermíticos, satisfacen las relaciones de conmutación

L;') definidos en (59) son

(60)

y, cuando s = O, se reducen a las expresiones usuales para las componentes del
momento angular orbital. Como consecuencia de (60), los operadores L(.)2 y L~')

conmutan y (L~"):i:iL~'))"~'m es proporcional a ,}~',m:i:l.Puede verse también que
i)L(') = L(,+I)iJ

] ] .
Las expresiones (59) fueron halladas en la Ref. 121 al huscar operadores cuya

acción sobre los "Yjm imitara a la de los operadores usuales LJ (dados por (59) con
s = O)sobre los armónicos esféricos ordinarios Ylm' Sin embargo, las expresiones (59)
pueden deducirse a partir de que el operador L;") debe ser generador de rotaciones
alrededor del eje xJ; es decir, de que la rapidez de cambio de una función con peso
de espín s bajo rotaciones alrededor del eje xj sea proporcional a L)') actuando
sobre dicha función.

Para la deducción deseada es suficiente considerar el efecto de las rotaciones
"infinitesimales" alrededor de los ejes cartesianos sobre los espinores base o e L.

Bajo una rotación alrededor del eje xj por un ángulo O' 4:::1, cualquier espinor 1/1 se
transforma, a primer orden en 0, en (I - ~Qo-j)1/1; por lo que la rapidez de cambio
de 1/J bajo rotaciones alrededor del eje x) es (-~)o-J1/J. Un cálculo directo, usando
(1) y (22), muestra que los operadores (59) satisfacen efectivamente

(-':)17 0= ¡LP/2)o
2 J J '

( 1) _ 'L(-1/2)
--17]L-t. L2 ]. (61)

Cabe señalar que las expresiones para fJ y tJ así como las de L;.") dependen de la

elección que se haga para o e L. En cualquier caso, a,fJ y L;") deben satisfacer las
Ees. (40) y (61).
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Abstract. The definition and the b<>..:;icproperties oC the spin-weighted
spherical harmonics, which are a generalization oí the usual spherical
harmonics, is presented starting from the irreducible representations oC
the rotation group. As a.n example oC the applications oí the spinor
spherical harmonics, the explich expression for the multipole electro-
magnetic fields is given in teTIns of these functions.




