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Resumen. Se propone un modelo unidimensional para el estudio
del efecto Stark en el átomo de hidrógeno en el cual el potencial
coulombiano se reemplaza por el potencia! delta de Oirac. En presencia
de campo eléctrico, el único estado estacionario del potencial delta se
convierte en un estado cuasi estacionario al cual se le determina el
corrimiento en la energía así como la vida media (esta última ya la
había obtenido Fernández [2] pero desafortunadamente resultó errónea)
y se compara con una fórmula de Oppenheimer para el efecto Stark del
átomo de hidrógeno real.

PACS: 32.60.+i

1. Introducción

Cuando un átomo es puesto en presencia de un campo eléctrico externo y ho-
mogéneo, los estados estacionarios se vuelven inestables, estos estados antes ligados
sobreviven como estados resonantes (cuasi estacionarios) con cierta vida media, es
decir, se convierten en estados que decaen con el tiempo, así que los electrones que
foman el átomo eventualmente lo abandonan. Esto se explica del hecho de que la
energía potencial que sienten los electrones es menor afuera del átomo que adentro
de él.

El espectro discreto de eigenvalores (para energía negativa) que es característico
del átomo de hidrógeno es reemplazado por un espectro continuo en presencia de
un campo eléctrico, sin importa~ de que magnitud sea dicho campo. Cuando la
magnitud del campo es pequeña, la vida media del estado resonate es grande y la
energía es cercana a la del átomo no perturbado, pero a medida que la magnitud del
campo aumenta, la vida media disminuye y el corrimiento en el nivel de la energía
se vuelve grande.

Toda energía de un estado resonante PI se puede representar mediante un valor
complejo de la energía

E = Re(E) + i Im(E),

.Estudiante asociado al IFUNAM.
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donde Re(E) y Im(E) son la parte real e imaginaria de la energía (compleja) E,
respectivamente, mientras que i representa la unidad de los números complejos.

El ancho de la resonancia r esta relacionado con la parte imaginaria de la energía
mediante

r = -2 Im(E),

mientras que la relación entre la vida media T y el ancho de la resonancia r es

1
T = r'

El objetivo de este trabajo es deducir las ecuaciones correctas para el corrimiento
de la energía y la vida media de un modelo unidimensional en el cual el potencial
coulombiano es reemplazado por una delta de Dirac atractiva. La fórmula para la
vida media predicha por este modelo fue anteriormente obtenida por Fernández y
Castro [2] quienes establecen una analogía con una celebrada fórmula obtenida por
Oppenheimer [3] en 1928, pero desafortunadamente la deducción de Fernández y
Castro es errónea.

2. El modelo

Como primer paso demostraremos que el potencial delta de Dirac atractivo en au-
sencia de campo eléctrico externo sólo posee un estado estacionario.

Partiendo de la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo en unidades
atómicas en donde m = h = e = 1

-,¡i' - 2Voó(x)v\ = 2Eov\, (1 )

donde Va es la profundidad del potencial.
La función de onda del estado ligado de la delta aislada debe de ser cont,inua

en el origen, con derivada discontinua en el mismo punto y con valor cero en más y
menos infinito [4,5,61

y

v\(x ~ :¡:oc) = o,

La única solución que produce estados ligados es

(2 )

v\(x) = Aexp(-klxl)' k' = -2Eo Y
v.'

Ea = -t, (3)
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donde A e.s la constante de normalización de la función tb.
Por el momento Va es una constante que puede tomar cualquier valor, pero como

queremos relacionar este modelo con el del átomo de hidrógeno real, es necesario
tomar a Va igual a 1 para que la energía del estado ligado de la delta tenga la misma
magnitud que la del estado base no perturbado del átomo de hidrógeno

va = 1, Ea = -~. (4 )

Ahora consideremos el caso más general en el que se incluye también al campo
eléctrico l. en unidades atómicas, de modo que una unidad atómica de campo
eléctrico equivale a 5.141885 x 109 V/cm, así que aun campos tan intensos como
1x 108 V/cm son apenas del oden de 1x 10-2 unidades atómicas de campo eléctrico.

Así, la ecuación de Schrodinger toma la siguicntc forma

-'¡/'(x) - 2V06(x)!/>(x) + 2<x!/>(x) = 2E!/>(x),

cuando x f:. Oesta ecuación se simplifica a

!/>"(x) - 2<x!/>(x) + 2E!/>(x) = 0,

que se reduce a la ecuación diferencial de Airy [7]

!/>"(z) - z!/>(z) = 0,

mediante el siguiente cambio de variable

_ (2 )1/' x - Ez - l. •
<

Al valor de z correspondiente a x = Olo llamaremos Zo, así

1/' EZo = -(2<) -.
<

(5 )

(6)

(7)

(8)

(9)

La ecuación diferencial de Airy (7) tiene dos soluciones indepcndientes (7] que son
las bien conocidas funciones de Airy Ai(z) y Bi(z), cuyo wronskiano es el siguiente

Ai(z) l3i'(z) - Ai'(z) Bi(z) = ~.
~

Para nuestro problema la solución físicamente aceptable ei,

(lO)

!/>(z) = a Ai(z), O' = etc. Z > Zo (11 )

ya que esta función decae rápidamente en esta región, que es lo que uno espera,
debido a que la barrera impuesta por el campo eléctrico no permite que el electrón
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viaje en forma indefinida hacia la derecha, mientras que la función Bi(z) no puede
ser solución porque crece muy rápidamente en esta región.

Para Z < Zo la solución son ondas salientes de la forma

1/>(z) = /IAi(z) - i lJi(z)] con ,= cte. (12)

La solución es continua para toda z, en particular es continua en
tenemos la siguiente relación

oAi(Zo)
/ = Ai(Zo) - i lJi(Zo)'

Zo, asi que

( 13)

Como la derivada de rf; es discontinua en x = O, para obtener una relación
':lue contenga a la energía es necesario hacer una integración de la ecuación (5) en
una vecindad alrededor de x = Oy después hacer que esta vecindad tienda a cero;
es conveniente hacer el cambio de variable de x a z [Ec. (8)] antes de realizar la
integración, en términos de la variable z este resultado se expresa de la siguiente
manera

1/>'(Z+) - 1/>'(Z-) = _ 2Vo1/>(Zo)
>0 >0 (2,)1/3 (14)

Haciendo uso de las ecuaciones del wronskiano, Ec. (10), y la Ec. (13) l Ytomando
en cuenta que 1/>(Zo) = "Ai(Zo), la Ee. (14) se puede escribir como

Ai'(Zo) - iAi(Zo) Bi(ZoJ = -~,
2rr

en donde q está relacionado con el campo eléctrico a través de

_ (2 )1/3,,-1q - ( Yo.

(1.5)

(16 )

La Ec. (15) ya había sido obtenida anteriormente por Popov [8] en términos de
funciones de llankel, E. Ley-Koo 19], F'ernández y Castro [2] y Aquino [ID].

Hay que señalar que la Ec. (15) es una fórmula aplicable para calcular el eigen.
valor complejo de la energía E j>ara cualquier magnitud de campo eléctrico (donde
aún sea válida la ecuación de Schrodinger), mientras que en el caso del átomo de
hidrógeno real (de tres dimensiones) no existe una fórmula análoga.

3. Campos fuertes menores a 1 x 108 Volt/cm

Los campos eléctricos (estables) más intensos que se pueden producir en los labo-
ratorios para realizar experimentos del efecto Stark en átomos y moléculas son del
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orden de 1 x 105 o 106 V/cm. Sin embargo, estos campos tan intensos, en unidades
átomicas de campo, son apenas del orden de 10-4 y 10-5, respectivamente.

Ahora resolveremos la Ec. (15) para campos eléctricos que en unidades atómicas
sean menores que 0.02 (es decir, campos menores a 1 x 108 V/cm) o lo que es
equivalente para valores de Zo mayores que 3, así que podremos hacer uso de la
forma asintótica de las funciones de Airy 17] (esta aproximación es válida debido a
que las funciones de Airy son altamente convergentes o divergentes)

donde

00

A'(Z ) - I -1/2Z-I/4 -( "'( 1)' ,-,1 o - 211' ¿o e L- - CJ." ,

"=0
00

B'(Z ) - -1/2Z-1/4 ('" ,-,
1 o - 11' o e L- Ch ,

"=0

(170)

(I7b)

y

Co = 1;
1'(3., + 1)

c - 2
, - 54' k!l'( k + !)'

,_ ~Z3/2
'" - JO'

(18 )

(19 )

Sustituyendo estas expresiones en la Ec. (15) y despejando Zo se obtiene

(20)

donde
,

o, = (-1)'¿c,q_j
)=0

,
y b,=¿(-I)jc,q_,.

)=0

(21 j

Para encontrar una expresión para la energía E, a partir de la Ec. (20), procedemos
de la siguiente manera: tomamos E = Eo = -1/2 Y sustituimos en la Ec. (9), a
continuación este valor se sustituye en la Ec. (19), COI1 lo cual ~ es igual a

1
< = -3 ', ( (22)

obsérvese que este valor es mayor que 10 (ya que ( < 0.02), así que si sustituimos
este valor en el lado derecho de la Ec. (20) y desarrollamos esta expresión reteniendo
tan sólo los términos en ( de hasta segundo orden, mientras que en el lado derecho
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de (20) se sustituye el valor de Zo [Ee. (9)) y se despeja el valor de la energía E de
donde se encuentra que

Re(E) = -![I + 181><'+ 0(,')] con b = 0.069444, (23)

(24 )

en esta e•.•presión sólo aparecen potencias pares de f. cuyos coeficientes son siempre
positivos, mientras que la parte imaginaria de la energía queda como

Im(E) = -HI + dI' + d,,' + O(,'»)exp [- :cl
donde dI = -0.41667 Yd, = 1.33680.

Mientras que por una lamentable equivocación FernándC'L:y Castro [2]obtienen
la siguiente fórmula

[ 2']Im(E) = -!(1 + O(,)]exp -3 (25)

y hacen mención de que esta fórmula se parece a la celebrada fórmula de Oppen-
heimer [3], pero esta es

(26)

para el ancho de la resonancia del estado más bajo del efecto Stark en el hidrógeno,
desafortunadamente también la ecuación de Oppenheimer resultó ser errónea [11]
(pero con la dependencia exponencial correcta), la ecuación correcta para la parte
imaginaria de la energía en el efecto Stark en el átomo de hidrógeno fue obtenida por
Silverstonc, Harrell y Grot !11] mediante la aplicación de teoría de perturbaciones
de alto orden, esta fórmula para el estado más bajo de! efecto Stark en el átomo de
hidrógeno es

Im(E) = _£(1 + a,' + a,,' + O(,')]exp [_!],, 3, (27)

donde al = -8.91667 y a, = 25.5566.
Obsérvese que la fórmula (24) que predice el modelo unidimensional muestra la

dependencia exponencial correcta en el campo eléctrico, pero no así el término 1/(
del átomo de hidrógeno real.

Conclusiones

El modelo unidimensional para e! efecto Stark muestra la misma dependencia ex-
ponencial en e! campo eléctrico que el modelo real de tres dimensiones del átomo
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de hidrógeno en la parte imaginaria de la energía, también existe una analogía en
la parte real de la energía lEc. (23»)y es que la serie de potencias de , sólo contiene
potencias pares y todos sus coeficientes son positivos como en el caso del efecto
Stark en el átomo de hidrógeno [12). Un hecho que vale la pena resaltar es un
comentario de Fernández y Castro [2)e~ el sentido de que el potencial ó(x) al igual
que el potencial coulombiano es singular en el origen y satisface que xc5'(x) = -c5(x)
lo cual nos hace recordar la relación r. \1(I/r) = -l/ro
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Abstract. A one dimensional rnodel for the Stark effect is proposed, in
wich the coulombian potential is replaced by a Dirac's delta potential.
\Vhen an electric field exists the only one stationary state of delta
potential becomes in an quasi-stationary one. We compute the energy
shift and the Jife time (this has becn already obtained by Fernández (2],
but unfortunately his formula is erroneus) and comparing with the
Oppenheimer's formula for the Stark effect of the real hydrogen atom.




