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Resumen. Se obtiene la ecuacién de Hamilton-Jacobi directamente
de las ecuaciones de Hamilton y se demuestra la equivalencia entre
estas dos formulaciones. Se presentan algunas implicaciones del que la
hamiltoniana no dependa del tiempo o de alguna coordenada y se indica
el uso de la ecuacién de Hamilton-Jacobi en la 6ptica geométrica y en la
mecdnica cudntica asi como para obtener las érbitas de cualquier grupo
continuo de transformaciones canénicas.

PACS: 03.20.+i; 42.20.~y; 03.65.—w

1. Introduccién

Las ecuaciones de Hamilton de la mecanica clasica practicamente no representan por
si una gran ventaja computacional sobre las ecuaciones de Lagrange puesto que, a
pesar de ser ecuaciones diferenciales de primer orden, usualmente es necesario subir
el orden de las ecuaciones para poder desacoplarlas. Sin embargo, las ecuaciones de
Hamilton estdn relacionadas con una estructura que, ademas de aparecer en forma
natural en otros contextos, posee diversas propiedades 1tiles y de gran alcance [1].
Una de estas propiedades proviene de la equivalencia de las ecuaciones de Hamilton
con una ecuacién diferencial parcial de primer orden conocida como ecuacién de
Hamilton o de Hamilton-Jacobi, la cual ademaés resulta ser limite de la ecuacién de
onda de Schrédinger.

La relacién existente entre una ecuacién diferencial parcial de primer orden y un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, como son las ecuacio-
nes de Hamilton, es conocida desde la segunda mitad del siglo XVIII y precisamente
en esta relacién se basan los métodos de solucién de las ecuaciones diferenciales
parciales de primer orden establecidos entre 1779 y 1819 en los trabajos de J.L.
Lagrange, G. Monge y A.L. Cauchy. No obstante, dicha correspondencia comenzé a
ser utilizada en la mecanica varias décadas mas tarde por W.R. Hamilton y C.G.J.
Jacobi.
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La ecuacion de Hamilton-Jacobi se obtiene usualmente haciendo uso de la teoria
de las transformaciones candnicas que, a su vez, se deriva del principio variacional
que lleva a las ecuaciones de Hamilton (véase, por ejemplo, la Ref. [2]) o direc-
tamente de dicho principio variacional (véase, por ejemplo, la Ref. [3]). En este
articulo, siguiendo la Ref. [1], se presenta una derivacién alternativa de la ecuacién
de Hamilton-Jacobi que se basa directamente en las ecuaciones de Hamilton, sin
emplear principios variacionales.

En la Sec. 2, ademas de obtener la ecuacién de Hamilton-Jacobi se demuestra
que, bajo cierta restriccién, cualquier solucién completa de esta ecuacién da la
soluciéon de las ecuaciones de Hamilton simplemente calculando derivadas. En la
Sec. 3 se considera el caso en que la funcion hamiltoniana no depende del tiempo o
de alguna de las coordenadas, obteniéndose la bien conocida relacién entre variables
ignorables y cantidades conservadas. Las Secs. 4 y 5 contienen aplicaciones de la
ecuacion de Hamilton-Jacobi en la dptica geométrica y en la mecanica cuintica as{
como para determinar las érbitas del grupo generado por cualquier funcién, no ne-
cesariamente la hamiltoniana, en el espacio fase de cualquier sistema hamiltoniano.

2. La ecuacién de Hamilton-Jacobi

En la mecanica clasica, en la dptica geométrica, asi como en otras areas, el estado
de un sistema puede indicarse mediante los valores de un conjunto de coordenadas
{g*,...,q",p1,...,pa}, llamadas canénicas si la evolucién temporal estd determi-
nada por las ecuaciones de Hamilton:

d 9H  dpi  OH .
i b = D o)

donde H = H(q',p;,t) es una funcién llamada funcién hamiltoniana del sistema.
De estas ecuaciones se deduce que

dH _OHdg  OHdw O _oH &)
dt — 9¢'dt  Op; dt = At Bt

donde, como en lo sucesivo, hay suma implicita sobre cada indice que aparece re-
petido en un mismo término.

De las ecuaciones (1) y (2) se sigue que el cambio de las coordenadas candnicas
debido a la evolucién temporal en un intervalo At es, a primer orden en Aft,

. OH aH
' P — (R e ——
Ag'xZrAlL Apx =G oA (3a)
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y similarmente

aH
AH = AL, (3b)

asi que, representando por AF' el cambio de cualquier expresién F' durante el in-
tervalo At y usando que la resta de diferenciales es la diferencial de la resta (i.e.,
Ad = dA), se tiene [cf. [1], Ec. (21)]

A(pidg' — Hdt) ~ p;dAq* + Ap;dg — AH dt — H dAt
= d(piAg') — A dp; + Apidg' — AH dt,

puesto que dAt = 0 debido a que At no depende de las coordenadas o del tiempo.
Empleando ahora las Ecs. (3) se ve que

—Agd dp; + Apidg' — AH dt ~ -ggmdm = g—gm dif = %m dt
= —dH At,
luego
A(pid¢' — Hdt) ~ d(piAq' — HAY)
:d(p.-g—i-—H) At. i

Puede notarse que la primera de estas igualdades, que en apariencia es muy simple
(con d y A intercambiando lugares), es, debido a la independencia lineal de las
dq', dp; y dt, equivalente a las 2n ecuaciones de Hamilton (1). Conviene indicar
claramente la diferencia entre d y A: en el sentido usado arriba, A corresponde
a cambios producidos por la evolucién del sistema en un intervalo At; como se
ve de (3a), A¢' y Ap; son funciones cuyo valor depende del punto del espacio
fase donde se evalien (y posiblemente de t), en cambio dg¢*, dp; y la diferencial
de cualquier otra funcién corresponden a cambios arbitrarios de esas funciones.
(Una forma rigurosa de interpretar las relaciones anteriores y una forma mas simple
de deducirlas se consigue usando los conceptos de variedad diferenciable, formas
diferenciales y derivadas de Lie que se presentan, por ejemplo, en las Refs. [4-6].)

Denotando por 8 a p; d¢' — H dt y der tando por L a p;dH/8p; — H, que es pre-
cisamente la funcién lagrangiana del sistcina en funcién de ¢*, p; y t, la expresién (4)
tiene la forma

91 o~ 30 2l d(L]At]), (5)

donde 0 es el valor de @ en algin punto inicial al tiempo tg, 6; es el valor de
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6 después de que el sistema ha evolucionado durante un tiempo At; a partir de
ese punto inicial y L; es el valor de la funcién L en algin punto a lo largo de
dicha evolucién (de hecho, escogienco apropiadamente el punto donde se evalia
L, la ecuacion (5) se convierte en una igualdad exacta). Repitiendo este proceso,
siguiendo la evolucién del sistema entre los tiempos to y ¢y, t1 ¥y t2,...,tm_1 ¥
tm = t', se tiene en forma analoga a (5)

32 o 01 i d(LgAtz)

O3 — 05 ~ d(L;;Ata)

Om — Oy =~ d(LinAtm)

donde 8, es el valor de @ al tiempo ti, L es el valor de L en un punto de la trayectoria
seguida por el sistema en algin instante entre t3_; y t y Aty =ty —tx_;. Sumando
todas estas relaciones se obtiene

O — 00~ d (Z Lkm,:) . (6)
k

Tomando ahora el limite cuando m — oo y el maximo de los A#j tiende a cero, con
to y t' fijos, la sumatoria se conviertc en la integral de L dt entre to y t' a lo la.rgo
de la t.rayectona y denotando por ¢; y po; los valores de ¢' y p; al tiempo ¢y y por

q y pi' los valores correspondientes al tiempo t', de (6) y de las definiciones dadas
arriba se obtiene la igualdad exacta

pi' dg" — H(¢",p',t") dt' — poidgh + H(gh, poi, to) dtodS(q", ¢ ghto)  (7)

con

. ) t )
S(¢", ¢, gy to) = j (sl = B &5)
0

" /,: (p.-‘fi—‘f - H(q"m,p.-(t),t)) dt

donde ¢*(t) y pi(t) que aparecen en la integral son la solucién de las ecuaciones de
movimiento (1) tal que ¢*(to) = gf, pi(fo) = poi- En forma analoga a lo indicado con
relacién a (4), la Ec. (7) no es una identidad que siga del teorema fundamental del
calculo.

En la ecuacién (7), dgj representa posibles cambios en las coordenadas g del
sistema en el instante inicial tg; es decir, cambios en las condiciones iniciales y,
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similarmente, dg'* corresponde a cambios en las coordenadas del estado final. Los
cambios dg} y dg"* son independientes entre si en el sentido de que, por ejemplo,
sin variar las coordenadas q{) del estado inicial, se puede llegar a estados finales
con distintas ¢'* después de transcurrido el mismo tiempo #' — #g, si se cambian
adecuadamente los valores iniciales de las velocidades o de los momentos. En forma
similar existe libertad para cambiar, por ejemplo, el valor del tiempo final ¢’ por
t' +dt' sin cambiar las coordenadas q[") y ¢'"" y el tiempo inicial ¢o. Sin embargo, como
se sefiala mds adelante, en el caso de la Sptica geométrica las coordenadas q"' de los
puntos inicial y final estan directamente relacionadas con los tiempos inicial y final,
respectivamente, por lo que no se puede variar unas en forma independiente de los
otros.

La funcién S definida en (8) se denomina funcién principal de Hamilton. De la
Ec. (7) se deduce que si S se expresa como funcién de ¢, ¢/, g ¥ to entonces

1 as _ oy B_S

p:ﬁaqﬂ'! H(q :pi'nt)—at,a
(9)

as i as

=P Sy H ‘u Iat =

i = 5 (90, Poi, to) 5o

donde todas las derivadas parciales estin evaluadas en (q’{,t',qa,tu). Si la tercera

. . . 1 (e !
de estas ecuaciones puede invertirse para expresar ¢’ en funcién de poi, t'y g v to,
lo cual es posible localmente si

2
det 3‘5 - | #£40, (10)
9" Oy

entonces, usando la primera ecuacién en (9), se tiene ¢'* y p: como funciones del
tiempo y de las condiciones iniciales, es decir, se tiene la solucién de las ecuaciones
de movimiento. Asi, la funcién principal de Hamilton contiene la solucién de las
ecuaciones de Hamilton, sin mds ecuaciones diferenciales a resolver. Puesto que S
se definié por la integral (8), cuya evaluacién requiere del conocer de antemano la
solucién de las ecuaciones de movimiento, el resultado anterior muestra que las 2n
ecuaciones ¢' = ¢'(t), p; = pi(t) pueden “codificarse” dentro de una sola funcién
escalar, lo cual es interesante pero no de mucho valor préactico. Sin embargo, la
funcién principal puede hallarse en forma independiente resolviendo una ecuacién
diferencial parcial de primer orden, que es precisamente la ecuacién de Hamilton-
Jacobi.

Antes de establecer lo que es la ecuacién de Hamilton-Jacobi, es ilustrativo
obtener la funcién principal a partir de su definicién (8) para un caso sencillo. Para
una particula de masa m que se mueve en el plano zy bajo la accién de un campo
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gravitacional uniforme dirigido en el sentido negativo del eje “y”, la hamiltoniana es
1

H= o [(pz)? + (py)?] + mgy. (11)

La solucién de las ecuaciones de movimiento (1) pueden hallarse en forma elemental
y es

t—t
$=IU+M9 Pz = Poz,
m
(12)
oy(t — o
y=yo+ p—y% —39(t—t0)?,  py = poy — mg(t — to).

El integrando en las Ec. (8) es entonces

1
— {3(poz)” + [poy — mg(t — to)]* ~ 3(poy)* — m*gyo} dt.

Efectuando la integracion y usando las Ecs. (12) para expresar el resultado en
funcién de las variables adecuadas se llega a

2

—aly' +a) )= G-} ()

g™ [(E -~ + (¥ — yo)?
2 t'—to

Es facil constatar que de la Ec. (13) se obtiene la solucién de la Ec. (12) por medio
de las Ecs. (9).

La ecuacién de Hamilton-Jacobi resulta de sustituir la primera ecuacién de (9)
en la segunda de ellas:

. 98
H (q"ggf’t) i % =0, (14)

donde se han eliminado las primas sobre las coordenadas ¢' y t. Esta ecuacién es una
ecuacién diferencial parcial de primer orden para la funcién principal (ya que sélo
contiene primeras derivadas de dicha funcién) en n + 1 variables, que usualmente
no es lineal. (Se dice que una ecuacién diferencial parcial de primer orden es lineal
si es de primer grado en las derivadas de la funcién.a determinar.) La forma en que
se toma en cuenta a la tercera y cuarta ecuacién en (9) consiste en buscar lo que
se llama una solucion completa de (14), es decir, una solucién que contenga n + 1
constantes arbitrarias independientes entre si.

Dado que en la ecuacién de Hamilton-Jacobi, Ec. (14), la funcién principal §
no aparece explicitamente, sino sélo sus primeras derivadas parciales, al sumarle
cualquier constante a una solucién de (14) se obtiene nuevamente una solucién de
la misma ecuacion. Como se demuestra a continuacién, al resolver la ecuacidn de
Hamilton-Jacobi basta con hallar una solucién que contenga n constantes indepen-
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dientes entre si no aditivas (es decir, que estas constantes no sean términos de S);
la constante que faltaria para tener una solucién completa seria simplemente una
constante aditiva que no sea funcién de las otras n constantes.

Para demostrar la afirmacién anterior se supondré que S(q',t,a’) es una so-
lucién de la Ec. (14) que contiene n constantes a',...,a". Es decir, al sustituir
S(q',t, o) en la Ec. (14) ésta se cumple para todos los va.lores deg', tyal:

H (¢, g @ tatnt) + 35 (dh t07) =0 (15)

De la primera ecuacién en (9), usando la regla de la cadena y el que las o' son
constantes se tiene que

do_d0S . 4 OS df &S
4t~ diog g (7 het) = 8g0q di | dtog

y derivando la ecuacién (15) con respecto a g:

Q{._}.a_ﬂa_ (£)+—625 =0
¢ ' Op; 0¢' \ O¢’ ag'at —

luego, sustituyendo 925/8¢'dt en la pendltima ecuacién,

dp;  8H = 3'S (dy’ OH

dt ~ 8¢ " dgiog (‘dt‘ ap,-)
lo que significa que si se cumplen las primeras ecuaciones en (1), entonces también
las segundas se cumplen.

Es necesario ver ahora de qué manera se pueden obtener las coordenadas ¢* como
funciones del tiempo a partir de una solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi y
verificar que tales funciones satisfacen las primeras n ecuaciones de Hamilton (1).
Dado que las constantes o' ocupan en § el lugar de las qﬂ y to, comparando con las
ultimas dos ecuaciones en (9) se ve que

Bi= o2 (¢ 1,0 (16)

toman el lugar de los valores iniciales pg; y —H(q[",,po,',to). De hecho, es necesario
que las f; sean constantes para que se cumplan las ecuaciones de Hamilton. En
efecto, usando (16),

dpg; d 3§ I

dt dtaat("" o) = T 8gdat dt  Otdat
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y, derivando (15) con respecto a o', se tiene

a0 (35), B3 _,
dp; 9a* \ 8¢’ ) datdt
por lo que
dgi __ 9°S d¢  9Hd @)_ S (B_H_@) an
dt ~ 9g2da’ dt dp; 0a* \d¢? ) ~ d¢70a* \dp; dt )

De esta dltima ecuacién se deduce que si § contiene n constantes no aditivas o
independientes entre si tales que

9*S

[cf. (10)] y si las §; son también constantes (dj;/dt = 0) entonces las ecuaciones
(16) pueden invertirse para expresar las ¢’ en funcién de las 2n constantes B, af
y de t y se cumplen las primeras n ecuaciones de Hamilton (1) (ya que satisfecha
la Ec. (18), el sistema (17) con el lado izquierdo siendo cero sélo tiene la solucién
trivial).

La demostracion de que a partir de una solucién completa de la Ec. (14) se
obtiene la solucién de las ecuaciones de Hamilton fue dada por Jacobi en 1837,
aunque la Ec. (14) fue publicada por Hamilton en 1834. Los métodos para resolver
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden desarrollados por Lagrange y otros
muestran que, reciprocamente, de la solucién de las ecuaciones de Hamilton (1)
se obtiene una solucién completa de (14) (lo cual corresponde esencialmente a la
deduccién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi dada arriba).

Una alternativa a la demostracién anterior se obtiene mediante el calculo de va-
riaciones usando la definicién (16) junto con las relaciones p; = dS/dq': 5i S(¢',t,a?)
es una solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi entonces

as ., a8 8 i o
dS_{?_¢dq+0tdt+5¢;da = pidq' — Hdt — fB;do’.

Luego, la variacién de la integral de p; dg* — H dt, con los puntos extremos de la
integral fijos, es igual a la variacién de la integral de 3; da'. Si las o' y las f3; son
independientes entre si, del principio de Hamilton resulta que las o' y las Bi son
constantes.

De las Ec. (17) se deduce también que si S contiene mas de n constantes a', que
pueden ahora ser dependientes entre si, las Bi definidas en (16) son constantes como
consecuencia de las ecuaciones de Hamilton. Por ejemplo, a pesar de corresponder
a un caso con n = 2, la expresién (13) contiene tres constantes no aditivas (zo,
Yo ¥ to) y, efectivamente, las derivadas de S con respecto a cada una de estas
tres son iguales a constantes. Es importante sefialar que lo anterior no se aplica
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para aquellas constantes o parametros contenidos en S que aparecen también en
la funcién hamiltoniana H, como son los parametros m y g en el ejemplo dado en
(11); la razén de ésto es que la ecuacién (17) no seria valida si o' es un parametro
contenido en H ya que la ecuacién anterior a (17) proviene de (15) suponiendo que
H depende de o' sélo a través de las derivadas as/aq'.

Para la ecuacién de Hamilton-Jacobi, como para cualquier otra ecuacién dife-
rencial parcial de primer orden, pueden existir muchas soluciones completas que
no se obtienen unas de otras simplemente cambiando o redefiniendo las constan-
tes contenidas en ellas. Sin embargo, cualquier solucién completa que satisfaga la
condicién (18) lleva a la solucién de las ecuaciones de Hamilton. Ademas, una vez
hallada esta tltima, las constantes o' pueden relacionarse con gy, to, ¢ yty,
eliminando las a* en favor de g}, to, ¢’ v t', la expresién de S coincide excepto quizéd
por una constante aditiva con la que se obtendria de (8) (véase el ejemplo que se
da més adelante).

Un método empleado usualmente para hallar una solucién completa de la ecua-
cién de Hamilton-Jacobi es el de separacién de variables, que consiste en proponer
una solucién de la forma S = Wi(q') + ... + Wa(g™) + R(t). Este procedimiento
es 1til si al sustituir esta expresién para S en la ecuacién (14), ésta se reduce a
n + 1 ecuaciones diferenciales ordinarias. El que tal reduccién ocurra o no depende
tanto de la hamiltoniana en cuestién como de las coordenadas que se empleen y en
muchos casos el método no es aplicable.

p La ecuacién de Hamilton-Jacobi correspondiente a la hamiltoniana (11), per
ejemplo, puede resolverse por separacion de variables, obteniéndose facilmente la
solucién

1
S"(:r,y,t,a],(xz) =alz - 3_771?; (Qmoz2 — 2m%qy — (01)2)3"2 —-a?t  (19)

que difiere notablemente de (13), a pesar de que ambas expresiones son soluciones
de la misma ecuacién (para distinguirlas, la solucién (19) se ha denotado por S
Igualando a constantes las derivadas parciales de (19) con respecto a al y a? se
hallan z v y en funcién del tiempo y las relaciones p; = d85'/d¢* dan la parte
restante de la solucién de las ecuaciones de Hamilton. La solucién que se obtiene asi
es equivalente a la dada en (12). Para mostrar que (19) equivale a (13), conviene usar
la constancia de las derivadas 85’ /8a': las derivadas 85'/da’ y AS'/0a® deben tener
un mismo valor para (0,0, t0) y para (', y',t'). La solucién del par de ecuaciones
que se obtiene asi es

1 _ (= —=0)
o _m__(t‘—to)

£ {(I’ - 20)” + (¥ — wo)*
2 (t’ - to)?'

+g(y' +vo) + 142t - to)z} )
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la cual puede entonces sustituirse en la Ec. (19). Un calculo directo muestra que la
expresién para S dada en (13) es igual a S'(z',y/, ¢, o', a?) — S'(z0, o, to, al, a?).

3. Variables ignorables y leyes de conservacién

Cuando H no depende explicitamente de ¢, se puede proponer una solucién de la
Ec. (14) que tenga la forma S = W(q',...,¢") + R(t). Sustituyendo en (14) se
obtiene entonces H(q',0W/dq') + dR/dt = 0, que debe cumplirse para todos los
valores de ¢* y t, por lo que cada término debe ser una constante que puede denotarse
por E (la cual, para sistemas mecanicos, normalmente corresponderia a la energia
total) y —E respectivamente, luego

H (q', Z_q”,i) =E (20)

y dR/dt = —E, es decir que, excepto por una constante aditiva arbitraria, R(t) =
—Ety S = W(q¢')— Et. La Ec. (20) es una ecuacién diferencial parcial en n variables
para la funcion W, llamada funcion caracteristica de Hamilton.

En forma similar resulta que si alguna coordenada, ¢¥, no aparece en la hamil-
toniana entonces existen soluciones de la Ec. (14) de la forma

8= Flgt g™ ¢, 6% 0) +agt,

donde a es una constante y F obedece una ecuacién diferencial parcial en n variables
que no contiene a ¢*. De la primera ecuacién en (9) se obtiene que py = 3S/d¢* = a,
lo cual prueba que si una coordenada es ignorable entonces el momento conjugado a
ella es una constante de movimiento. Analogamente, la Ec. (20) dice que H es una
constante de movimiento cuando esta funcién no depende del tiempo explicitamente.

En el caso en que H es independiente de t, de la Ec. (20), que no contiene al
tiempo, se obtiene la érbita seguida por el sistema. Si W es una solucién de (20)
que contenga n — 1 constantes no aditivas, o', independientes entre si, entonces las
n — 1 ecuaciones

as W (q',a?) - Et] oW
o

da’ dat

que involucran a las n coordenadas ¢*, pero no al tiempo, definen curvas en el espacio
de configuracién que son las érbitas que sigue el sistema.

Otra forma de escribir la Ec. (20) consiste en invertir la igualdad H(q!,...,q",
P1;--.,pn) = E para expresar, por ejemplo, a p, en funciénde ¢!, . . . 0" DiycaesPrs<i
(vyde E): pn = pu(q',...,q" ', p1,. .., pn-1, ¢"). Una expresién similar a esta iltima

se obtiene de (20) con cada p; estando reemplazada por W /d¢q', es decir: OW/ag" =
pa(q',...,q" 1, 0W/8q!,. .. ,0W/8¢"1, ¢"™), donde la p,, que continua apareciendo
en el lado derecho representa la dependencia funcional de p, en términos de las
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2n — 1 coordenadas canénicas restantes. Esta tltima igualdad equivale a

oW aWw ow
- 1 n—1 n = <
pn(q yeeaq $6q1:--'raqn_1:Q)+aq“ 0 (21)

que tiene precisamente la forma de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (14) con la
hamiltoniana reemplazada por (—p,), ¢" en lugar de ¢ y con n — 1 coordenadas ¢'
en lugar de las n que aparecen en (14). La ecuacién (21) corresponde, por tanto, a
las ecuaciones

dq® _ 3(—pn) dps _ 9(=pn) _
=, R (am=1,...05—1), (22)

[cf. (1)] donde, como se sefialé anteriormente, (—py) debe expresarse en funcién de
@, L py, .. pee1,q" v E. Esto significa que las érbitas del sistema para-
metrizadas por ¢" estan determinadas por la ecuacién de Hamilton-Jacobi (21) o,
equivalentemente, por las ecuaciones de Hamilton (22), con —p,, como hamiltoniana.
Otra derivacién de (22) se encuentra en la Ref. [7], donde se muestra también su
equivalencia con el principio de minima accién de Maupertuis o con el principio de
Fermat. Por analogia con la expresion (8) se deduce que

o (a") ,
W((I",q(’))=/ (Pldq] +---+pn_1dq“‘1—(—pn)dq“) =ﬁvé> pidg' (23)
q

n
0 H=const.

satisface las Ecs. (20) y (21), con la integral estando evaluada sobre la trayectoria
seguida por el sistema, a lo largo de la cual H tiene un valor fijo.

Como ilustracién de lo expuesto en el parrafo anterior se puede considerar la
hamiltoniana (11), la cual no depende del tiempo explicitamente. Tomando por
conveniencia = en el lugar de ¢", de la igualdad H = E se obtiene p, = (2mE —
2mgy — (py)?)!/2, con lo que la ecuacién (21) da

1
2N A
—(2mE—2m2_qy—(a—W) ) +8—W:0
dy dz

(que equivale a lo que se obtendria de (20)). Dado que z es ignorable se puede
proponer una solucién de la forma W = az + F(y), con a constante, obteniéndose
asi dF/dy = (2mE—a®—2m?gy)'/%. Luego, W = az—(2mE—a?—2m?gy)3/? [3m?y;
por consiguiente, # = —OW/da = —z — (a/m?g)(2mE — o® — 2m2gy)1"2, de donde
resulta y = (2mE —a?)/2m*g— (m?/2a%)(z+ B)?, asi que la érbita es una parabola,
Debido a lo sefialado en la seccién anterior, seria erréneo igualar W/0FE a una
constante puesto que F aparece explicitamente en —py, que ocupa en este caso el
lugar de H en la ecuacién de Hamilton-Jacobi.
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4. Optica geométrica

Los resultados presentados arriba son aplicables a la éptica geométrica puesto que
las ecuaciones que gobiernan al comportamiento de los rayos de luz en un medio
isétropo pueden expresarse en la forma de las ecuaciones de Hamilton (1) si, por
ejemplo, las ¢' (¢ = 1,2,3) son coordenadas del punto por donde pasa el rayo
de luz y las p; determinan la direccién del rayo. De hecho, tanto las ecuaciones
de Hamilton como la ecuacién de Hamilton-Jacobi surgieron originalmente en el
estudio de la optica geométrica y posteriormente fueron extendidas a la mecanica.
Una peculiaridad de la éptica geométrica es que la funcién hamiltoniana tiene un
mismo valor constante para todos los rayos de luz. Si la funcién hamiltoniana se
escoge como [1,7]

C = C
H= WQ'JP:‘P;' -3 (24)

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, n denota en este caso al indice de
refraccién del medio (que puede depender de las ¢*) y (g*) es la inversa de la matriz
(9ij) que determina el elemento de longitud en las coordenadas ¢': ds® = g,-jdq‘dqj,
entonces, debido a que ¢/n es la velocidad de la luz en el medio, resulta que el valor
de H es cero para cualquier rayo de luz. (No obstante, las derivadas parciales de H
en general no se anulan en los puntos donde H vale cero.)

El que la funcién hamiltoniana (24) tenga un mismo valor constante a lo largo
de cualquier rayo de luz esta relacionado con el hecho de que las coordenadas ¢'* y
el tiempo ¢’ no pueden variarse en forma independiente en la Ec. (7). En general, la

Gnica manera de cambiar el valor del tiempo t' en el que el rayo llega al punto final
es cambiando las coordenadas del punto final.

Luego, en este caso, el valor de la funcién principal coincide con el de la funcién
caracteristica y en lugar de la ecuacién (20) se tiene H(q',3W/3q’) = 0 con H dada
en (24), es decir,

i OW oW

K7 ()
o equivalentemente

(VW) =n? (26)

la cual se conoce como ecuacién eikonal. La ecuacién (26) es limite de la ecuacién de
ondas (véase, por ejemplo, la Ref. [2], Cap. IX) en forma aniloga a como la ecuacién
de Hamilton-Jacobi para el caso de la mecanica clasica es limite de la ecuacién de
Schrédinger.

Sustituyendo (24) en la ecuacién (8) y usando que H = 0 para cualquier rayo
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se halla

!l tl aH t’ ‘l
5= p,‘dq':/ pg—dt:/ (2H+c)dt=/ cdt = c(t' — tp),
t api to t

to 0 0

lo cual significa que el valor de W(q", q[‘-,), que coincide con el de S, es igual a ¢ por
el tiempo que tarde en ir un rayo de luz desde el punto de coordenadas g} al punto
con coordenadas ¢". Luego, W(q"*, ¢}) es lo que se denomina el camino dptico entre
los dos puntos mencionados, como puede verse también de las siguientes igualdades,
donde ds denota la distancia medida a lo largo de los rayos,

fou= [ty |l oo

Las trayectorias de los rayos de luz, sin hacer referencia al tiempo, se pueden ha-
llar a partir de una solucién completa W de (25) o (26). Las superficies W (¢',a') =
constante, con las a* fijas, son frentes de onda perpendiculares a los rayos de luz.
Distintas soluciones completas de (25) corresponden en general a distintas formas
de los frentes de onda.

A pesar de que la hamiltoniana (24) tiene una forma diferente de la de la
hamiltoniana usual para una particula en un potencial que depende de la posicién
solamente: H = (g"p;p;)/2m+ V(q'), la ecuacién para la funcién caracteristica (20)
tiehe la misma forma que la ecuacién eikonal (25) con n reemplazado por [2m(FE —

V).

5. Otras aplicaciones

Como se muestra en la Ref. [1], la mecanica cudntica puede verse como un sis-
tema hamiltoniano con una infinidad de grados de libertad, de tal manera que
la ecuaciéon de Schrédinger toma la forma de las ecuaciones de Hamilton con la
funcién hamiltoniana siendo el valor esperado del operador hamiltoniano. Si {u;}
es un conjunto completo ortonormal (independiente del tiempo) para el sistema
cuantico en cuestién, entonces cualquier vector de estado, o funcién de onda, ¢
puede expresarse como combinacion lineal de las u; en la forma

¥ =(2h)"%(¢’ + ip;)uy (27)
donde las ¢’ y las p; son numeros reales que sirven como ordenadas para especificar

el estado 3. De hecho, estas coordenadas son candnicas como lo muestra un calculo
directo tomando

H = (v, Hy), (28)
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donde H es el operador hamiltoniano del sistema, el cual se supone hermitico. Por
ejemplo, usando (28) y la ecuacién de Schrodinger, dH/d¢* = (0 /d¢*, HY) +
(¥, Hoy[8q*) = 2Re(d/0¢*, Hp) = 2Re(8v%/0q*,ihdyp/dt) lo cual, debido a
(27), equivale a 2 Re((2h) /2wy, ihdyp/dt) = (2h)1/? Reli(ug, dyp/dt)] = (2h)1/2
d(Reli(ug, ¥)])/dt = (2h)Y/2d(Reli(2h)~1/2(g* + ipk)])/dt = —dpg/dt. En forma
similar se comprueba que se satisfacen las primeras ecuaciones en (1).

Sustituyendo (27) en (28) se obtiene la siguiente espresion en coordenadas
para H:

H = (2h)7H (¢’ —ip;)(g* + ipa)(uy, Hug)

por lo que la ecuacién de Hamilton-Jacobi es formalmente

- . a8 .88 as
@ g ) (o - gq—) (q* +igz)+ 5 =0, (29)

que es una ecuacién diferencial paracial en infinitas variables. En general, el método
de separacién de variables no sera iitil para resolver esta ecuacién. Un caso excep-
cional es aquel en el cual H es diagonal en la base {u;}, es decir, (uj, Hug) = 0
si j # k (aunque si se conoce la base donde H es diagonal, muy poco quedaria
por hacer). Definiendo E; = (uJ',I-AIuJ) (sin suma implicita sobre j), la Ec. (20) se

convierte en
: as\*| os
7)? G e
(Q)+(3qj)}+8t 0

que, sin poner atencién a cuestiones de convergencia, admite una solucién de la
forma S = Z;‘ Wj(¢’) — Et, donde E es una constante. Sustituyendo se encuentra
que cada W satisface la ecuacién diferencial ordinaria (2R)7VE;[(¢7)% + (dW; /dg?)?)
= o’ (sin suma sobre j), con las a’ siendo constantes tales que 3 o’ = E. Luego,
S = Y. {ha’/E;)arcsen(E; /2ha’ )/ 2¢) + 1P 2R [E)) — ()2 — it} y B; =
—85/8a) = —(h/E;) arcsen(E;f2ha’ )1/2¢7 + ¢, por lo tanto: ¢/ = (2ha! [ E;)M2
sen[E;(t — f;)/h]. Por otra parte, p; = 85/8¢’ = [2he? [E; — (¢7)%]Y/2, asi que:
pi = (2ha’ [ E;)Y/? eos[Ej(t—B;)/h). Sustituyendo estas expresiones en (27) se llega a

> (2h)7E;

3

w _ Zz ﬂ % iEjﬁj/ﬁ *iEj!/ﬁ .
= . EJ € € uJ
J

que equivale a lo que se obtendria directamente de la ecuacién de Schrodinger.

La funcién hamiltoniana, siendo la generadora de la evolucién temporal, juega
un papel destacado en cualquier sistema hamiltoniano. Sin embargo, cualquier
funcién diferenciable G es generadora de un grupo uniparamétrico (local) de trans-
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formaciones, las cuales estan determinadas por las Ecs. (1) con G en lugar de H
y en lugar del tiempo una variable que parametrice dichas transformaciones. La
deduccién presentada en la Sec. 2 se extiende directamente para cualquier funcién
generadora con sélo hacer las sustituciones mencionadas. Por ejemplo, suponiendo
que el espacio de configuracién tiene coordenadas {z,y,z}, las transformaciones
generadas por G = zpy — yp, parametrizadas por una variable 8, pueden obtenerse
a partir de una solucién completa de [cf. (14)]

65‘ as as

o Ve tm="

Aunque esta ecuacién no puede resolverse por separacién de variables, puede verse
que una solucién que contiene tres constantes no aditivas es

S = o' arctan & +a(2® + %) + o*z — a0
b 2

Usando que las parciales 35S/da' deben ser constantes se tiene: arctan(y/z) — 6 =
arctan(yo/zo)—60, 2 +y* = zi+y2, z = z0; por lo que en el espacio de configuracién
las érbitas del grupo son circunferencias y resolviendo las ecuaciones anteriores se
tiene:

x = zpcos(f — Op) —yosen(d — )

zgsen(d — 0p) + yo cos(8 — by)

<
Il

zZ = 2p.

La transformacion de los momentos resulta también en forma automética: pi
8S/0z = —aly/(z¥ + y?) + 2%z, py = 8S/8y = o'zf(z? +y 2y 4 20%, p,
35/32 = a3, De donde se hallan las sngulentes explesmnes para las constantes o'

= IPy — YPz, et = = (zpz +ypy)/(l' +y ) = p.. Luego, l‘Py YPz = ToPoy —
yopoz, Tpz + YPy = ToPoz + YoPoy (tomando en cuenta que z? + y? es constante,
P: = Poz, por lo que

Pr = oz cos(f — 0p) — poy sen(f — bo)
Py = Poz sen(f — 8g) + poy cos(8 — o)
Pz = Poz-
Para concluir, es pertinente agregar que de la ecuacién (7) se deduce una alter-

nativa a la Ec. (14) que, en algunos casos, puede ser mas conveniente. De la Ec. (7)
se halla que

—q" dpi — H(q",pl,t") dt' — po; dgh + H(gh, poi,to) dto = d(S — pig" = d5)
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de donde resulta, eliminando las primas sobre las variables,

~ a8
e 30
q o’ (30a)
as a5
- e =D 30b
H( ap,»”’"t)+at 0 (308)

Debe ser claro que una solucion completa de la Ec. (30b) permite hallar la solucién
de las ecuaciones de movimiento usando las Ecs. (30a) y que, con las sustituciones
adecuadas, todas las conclusiones obtenidas arriba son también aplicables en este
caso. La Ec. (30b) es limite de la ecuacion de Schrodinger para la transformada de
Fourier de la funcién de onda (i.e., en la representacién de momentos).

6. Observaciones finales

El empleo de la ecuacién de Hamilton-Jacobi es un método poderoso aplicable a
cualquier sistema hamiltoniano, el cual, en los casos en que es posible resolver las
ecuaciones de movimiento, es el procedimiento mas rapido para obtener la solucién
completa de dichas ecuaciones.

Por otra parte, la funcién principal para un sistema de la mecanica clsica tiene
también utilidad en la mecanica cudntica a través de las llamadas integrales de
trayectoria, las cuales permiten calcular la funcién de onda (o el propagador) para
el sistema cuantizado.
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Abstract. The Hamilton-Jacobi equation is obtained directly from
Hamilton’s equations and it is shown that these two formulations are
equivalent. Some implications of the independence of hamiltonian on
the time or on some coordinate are presented and the application of
the Hamilton-Jacobi equation in geometrical optics and in quantum
mechanics as well as in obtaining the orbits of any continuous group of
canonical transformations in indicated.





