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Resumen. Se obtiene la ecuación de Hamilton-Jacobi directamente
de las ecuaciones de Hamilton y se demuestra la equivalencia entre
estas dos formulaciones. Se presentan algunas implicaciones del que la
hamiltoniana no dependa del tiempo o de alguna coordenada y se indica
el uso de la ecuación de Hamilton-Jacobi en la óptica geométrica yen la
mecánica cuántica así como para obtener las órbitas de cualquier grupo
continuo de transformaciones canónicas.

PACS: 03.20.+i; 42.20.-y; 03.65.-w

1. Introducción

Las ecuaciones de Hamilton de la mecánica clásica prácticamente no representan por
sí una gran ventaja computacional sobre las ecuaciones de Lagrange puesto que, a
pesar de ser ecuaciones diferenciales de primer orden, usualmente es necesario subir
el orden de las ecuaciones para poder desacoplarlas. Sin embargo, las ecuaciones de
Hamilton están relacionadas con una estructura que, además de aparecer en forma
natural en otros contextos, posee diversas propiedades útiles y de gran alcance [IJ.
Una de eslas propiedades proviene de la equivalencia de las ecuaciones de Ilamilton
con una ecuación diferencial parcial de primer orden conocida como ecuación de
Hamilton o de Hamilton-Jacobi, la cual además resulta ser límite de la ecuación de
onda de Schródinger.

La relación existente entre una ecuación diferencial parcial de primer orden y un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, como son las ecuacio-
nes de Hamilton, es conocida desde la segunda mitad del siglo XVIII y precisamente
en esta relación se basan los métodos de solución de las ecuaciones diferenciales
parciales de primer orden establecidos entre 1779 y 1819 en los trabajos de J.L.
La.grange, G. Monge y A.L. Cauchy. No obstante, dicha correspondencia comenzó a
ser utilizada en la mecánica varias décadas más tarde por W.R. Hamilton y C.G.J.
Jacobi.
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La ecuación de Hamilton.Jacobi se obtiene usualmente haciendo uso de la teoría
de las transformaciones canónicas que, a su vez, se deriva del principio variacional
que lleva a las ecuaciones de Hamilton (véase, por ejemplo, la Ref. (2]) o direc.
tamente de dicho principio variacional (véase, por ejemplo, la Re£. [3]). En este
artículo, siguiendo la Re£. {l], se presenta una derivación alternativa de la ecuación
de Hamilton.Jacobi que se basa directamente en las ecuaciones de Hamilton, sin
emplear principios variacionales.

En la Seco2, además de obtener la ecuación de lIamilton-Jacobi se demuestra
que, bajo cierta restricción, cualquier solución completa de esta ecuación da la
solución de las ecuaciones de Hamilton simplemente calculando derivadas. En la
Seco3 se considera el caso en que la función hamiltoniana no depende del tiempo o
de alguna de las coordenadas, obteniéndose la bien conocida relación entre variables
ignorables y cantidades conservadas. Las Secs. 4 y 5 contienen aplicaciones de la
ecuación de Hamilton.Jacobi en la óptica geométrica y en la mecánica cuántica así
como para determinar las órbitas del grupo generado por cualquier función, no ne-
cesariamente la hamiltoniana, en el espacio fase de cualquier sistema hamiltoniano.

2. La ecuación de Hamilton-Jacobi

En la mecánica clásica, en la óptica geométrica, así como en otras áreas, el estado
de un sistema puede indicarse mediante los valores de un conjunto de coordenadas
{ql, ... 1 qn, PI, ... , Pn}, llamadas canónicas si la evolución temporal está determi-
nada por las ecuaciones de I1amilton:

dq' all
di = api' (i=l, ... ,n) (1 )

donde 1/ = H(q" Pi, t) es una función llamada función hamiltoniana del sistema.
De estas ecuaciones se deduce que

dH aH dq' aH dPi al! al!-=-.-+--+-=-di aq' dt api dt at at
(2)

donde, como en lo sucesivo, hay suma implícita sobre cada Índice que aparece re-
petido en un mismo término.

De las ecuaciones (1) y (2) se sigue que el cambio de las coordenadas canónicas
debido a la evolución temporal en un intervalo l:J.t es, a primer orden en l:J.t,

. al!
D.q' '" -a D.t,

Pi
(3a)
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y similarmente

aH
M! '" attot, (3b)

así que, representando por l::J.F el cambio de cualquier expresión F durante el in-
tervalo 6.t y usando que la resla de diferenciales es la diferencial de la resla (i.e.,
tod = dto), se tiene [e!. (11,Ec. (21)1

to(p, dq' - I! dt) '" P, dtoq' + top, dq' - to/l di - I! dtot

= d(Pitoq') - toqi dPi+ toPi dq' - toH dt,

puesto que dllt = Odebido a que !lt no depende de las coordenadas o del tiempo.
Empleando ahora las Ecs. (3) se ve que

A 'd d' Al! d aH A d al! A dial! d-uq Pi + top, q - u t", --a ut Pi - -a ut q - -a tot t
Pi ql t

= -dH tot,

luego

to(Pi dq' - H dt) '" d(p,toq; - H tot)

'" d (p, ~:. - H) t.t.
(4 )

Puede Dolarse que la primera de estas igualdades, que en apariencia es muy simple
(con d y l::J. intercambiando lugaresL es, debido a la independencia lineal de las
dqi, dp¡ Y di, equivalente a las 2n ecuaciones de Hamilton (1). Conviene indicar
claramente la diferencia enlre d y l::J.: en el sentido usado arriba, .ó. corresponde
a cambios producidos por la evolución del sistema en un intervalo .ó.t¡ como se
ve de (3a), .ó.qi y L::1PI son funciones cuyo valor depende del punto del espacio
fase donde se evalúen (y posiblemente de t), en cambio dqi, dPi Y la diferencial
de cualquier otra función corresponden a cambios arbitrarios de esas funciones.
(Una forma rigurosa de interpretar las relaciones anteriores y una forma más simple
de deducirlas se consigue usando los conceptos de variedad difercnciable, formas
diferenciales y derivadas de Lie que se presentan, por ejemplo, en las Reís. [4-61.)

Denotando por () a Pi dq1_ H dt y der ,tando por La p¡811/{)p¡ -Il, que es pre-
cisamente la función lagrangiana del sistc;na en función de qi, Pi Y t, la expresión (4)
tiene la forma

01 - 00", d(Lltot¡), (5 )

donde 90 es el valor de () en algún punto inicial al tiempo to, 81 es el valor de
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o después de que el sistema ha evolucionado durante un tiempo .ó.h a partir de
ese punto inicial y L1 es el valor de la función L en algún punto a lo largo de
dicha evolución (de hecho, escogien~o apropia.damente el punto donde se evalúa
L, la ecuación (5) se convierte en una igualda.d exacta). Repitiendo este proceso,
siguiendo la evolución del sistema entre los tiempos to Y tI, ti Y t2,"" tm_1 Y
tm ;; t', se tiene en forma análoga a (5)

o, - O, '" d(L,t.t,)

O, - O, '" d(L,t.t,)

donde Ok es el valor de Oal tiempo tI;, LI; es el valor de L en un punto de la trayectoria
seguida por el sistema en algún instante entre tk_1 y tI; Y .ó.tk ;; tk - tk_1' Sumando
todas estas relaciones se obtiene

(6)

Tomando ahora el límite cuando m -+ 00 y el máximo de los .ó.tk tiende a cero, con
to Y t' fijos, la sumatoria se convierte en la integral de L dt entre to Y t' a lo largo
de la trayectoria y denotando por qo y Poi los valores de qi y Pi al tiempo to Ypor
qi/ y PI' los valores correspondientes al tiempo t', de (6) y de las definiciones dadas
arriba se obtiene la igualda.d exacta

p/ dq" - H(q",p/.t')dt' - Poidq~+ H(qb,POi,to)dtodS(q",t',q~,to) (7)

con

"S(q'''t',q~,to) '" 1. (Pi dq; - H dt)
'o

1.,' ( dq; )
= 'o Pi-;¡¡ - H(q;(t).Pi(t)./) dt

(8)

donde q;(t) y Pi(t) que aparecen en la integral son la solución de las ecuaciones de
movimiento (1) tal que q'(/o) = q~. Pi(/o) = POi.En forma análoga a lo indicado con
relación a. (4), la Ec. (7) no es una identidad que siga del teorema fundamental del
cálculo.

En la ecuación (7), dqb representa posibles cambios en las coordenadas qi del
sistema en el instante inicial to; es decir, cambios en las condiciones iniciales y,
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similarmente, dq1i corresponde a cambios en las coordenadas del estado final. Los
cambios dq~ y dq'l son independientes entre sí en el sentido de que, por ejemplo,
sin variar las coordenadas q~del estado inicial, se puede llegar a estados finales
con distintas q'l después de transcurrido el mismo tiempo t' - to1 si se cambian
adecuadamente los valores iniciales de las velocidades o de los momentos. En forma
similar existe libertad para cambiar, por ejemplo, el valor del tiempo final t' por
t' +dt' sin cambiar las coordenadas q~ y q1iYel tiempo inicial iD. Sin embarg~l como
se señala más adelante, en el caso de la óptica geométrica las coordenadas ql de los
puntos inicial y final están directamente relacionadas con los tiempos inicial y final,
respectivamente, por lo que no se puede variar unas en forma independiente de los
otros.

La función S definida en (8) se denomina función principal de Hamilton. De la
Ec. (7) se deduce que si S se expresa como función de q/I, ti, q~ y to entonces

, as
Pi == 8q,i'

as
-POi == aq~1

,i I ') as
-H(q,Pi,t =al"

. as
H(q~,POi,tO) == ato'

(9)

donde todas las derivadas parciales están evaluadas en (q'" t' 1 qb, iD). Si la tercera
de estas ecuaciones puede invertirse para expresar q,i en función de POi, t' 1 q~ Y to,
lo cual es posible localmente si

( a's )
del aq,iaq{¡ ¡< O, (10)

entonces, usando la primera ecuación en (9), se tiene q'l y p~ como funciones del
tiempo y de las condiciones iniciales, es decir, se tiene la solución de las ecuaciones
de movimiento. Así, la función principal de Hamilton contiene la solución de las
ecuaciones de Hamilton, sin más ecuaciones diferenciales a resolver. Puesto que S
se definió por la integral (8), cuya evaluación requiere del conocer de antemano la
solución de las ecuaciones de movimiento, el resultado anterior muestra que las 2n
ecuaciones qi = qi(t), Pi = Pi(t) pueden "codificarse" dentro de una sola función
escalar, lo cual es interesante pero no de mucho valor práctico. Sin embargo, la
función principal puede hallarse en forma independiente resolviendo una ecuación
diferencial parcial de primer orden, que es precisamente la ecuación de Hamilton-
Jacobi.

Antes de establecer lo que es la ecuación de Hamilton-Jacobi, es ilustrativo
obtener la función principal a partir de su definición (8) para un caso sencillo. Para
una partícula de masa m que se mueve en el plano xy bajo la acción de un campo
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gravitacional uniforme dirigido en el sentido negativo del eje "y", la hamiltoniana es

(11 )

La solución de las ecuaciones de movimiento (1) pueden hallarse en forma elemental
yes

POr(t - to)x= xo+----,
m

y = Yo+ po.(t - to) _ ~g(t _ to)',
m

El integrando en las Ec. (8) es entonces

PZ = PoZI

p. = Po. - mg(t - to).

(12)

~ WPOr)' + [Po. - mg(t - to)I' - ~(po.)' - m'gyo} dt.
m

Efectuando la integración y usando las Ees. (12) para expresar el resultado en
función de las variables adecuadas se llega a

s= :::,{(X'-Xo)'+(y'-yo)' _ ('+ )(t'+t )-g'(t'-t )a}
2 t' _ to 9 Y Yo O 12 O . (13)

Es fácil constatar que de la Ec. (13) se obtiene la solución de la Ec. (12) por medio
de las Ecs. (9).

La ecuación de Hamilton-Jacobi resulta de sustituir la primera ecuación de (9)
en la segunda de ellas:

(,as ) as
II q, aq" t + &t = o, (14 )

dt;mdese han eliminado las primas sobre las coordenadas qi y t. Esta ecuación es una
ecuación diferencial parcial de primer orden para la (unción principal (ya que sólo
contiene primeras derivadas de dicha función) en n + 1 variables, que usualmente
no es lineal. (Se dice que una ecuación diferencial parcial de primer orden es lineal
si es de primer grado en las derivadas de la función.a determinar.) La forma en que
se toma en cuenta a la tercera y cuarta ecuación en (9) consiste en buscar lo que
se llama una solución completa de (14L es decir, una solución que contenga n + 1
constantes arbitrarias independientes entre sí.

Dado que en la ecuación de Hamilton.Jacobi, Ec. (14), la función principal S
no aparece explícitamente, sino sólo sus primeras derivadas parciales, al sumarle
cualquier constante a una solución de (14) se obtiene nuevamente una solución de
la misma ecuación. Como se demuestra a continuación, al resolver la ecuación de
Hamilton-Jacobi basta con hallar una solución que contenga n constantes indepen.
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dientes entre sí no aditivas (es decir, que esta.,<;constantes no sean términos de S)¡
la constante que faltaría para tener una solución completa sería simplemente una
constante aditiva que no sea función de las olras n constantes.

Para demostrar la afirmación anterior se supondrá que S(qi,t,ai) es UDa so-
lución de la Ec. (14) que contiene n constantes al, ... ,on. Es decir, al sustituir
S(q',t,aJ) en la Ec. (14) ésta se cumple para todos los valores de qi, t yaJ:

(
. aS. ,) aS. .

H q', aqó(q',t,o ),t + at(q',t,crl) = o. (15)

De la primera ecuación en (9), usando la regla de la cadena y el que las oí son
constantes se tiene que

y derivando la ecuación (15) con respecto a ql:

aH aH a (aS) 02 S-+-- -- +---0aq; aPj aq; aqJ aqÓat - ,

luego, sustituyendo a2S/8qifjt en la penúltima ecuación,

lo que significa que si se cumplen las primeras ecuaciones en (1), entonces también
las segundas se cumplen.

Es necesario ver ahora de qué manera se pueden obtener las coordenadas ql como
funciones del tiempo a partir de una solución de la ecuación de Hamilton.Jacobi y
verificar que tales funciones satisfacen las primeras n ecuaciones de Hamilton (1).
Dado que las constantes ai ocupan en S el lugar de las qi y to, comparando con las
últimas dos ecuaciones en (9) se ve que

¡3 - aS ( J ')i=-~q,t,a
uo'

(16)

toman el lugar de los valores iniciales POi y -H(q~,Poi,tO). De hecho, es necesario
que las Pi sean constantes para que se cumplan las ecuaciones de Hamilton. En
efecto, usando (16),
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y, derivando (15) con respecto a o', se tiene

por lo que

De esta última ecuación se deduce que si S contiene n constantes no aditivas ci
independientes entre sí tales que

( a's )
det aqJao; ¡< O (18)

[d. (lO)J Y si las (3, son también constantes (d(3,/dt = O) entonces las ecuaciones
(16) pueden invertirse para expresar las qJ en función de las 2n constantes (Ji, Ol

Y de t y se cumplen las primeras n ecuaciones de Hamilton (1) (ya que satisfecha
la Ec. (18), el sistema (17) con el lado izquierdo siendo cero sólo tiene la solución
trivial).

La demostración de que a partir de una solución completa de la Ec. (14) se
obtiene la solución de las ecuaciones de Hamilton fue dada por Jacobi en 1837,
aunque la Ec. (14) fue publicada por Hamilton en 1834. Los métodos para resolver
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden desarrollados por Lagrange y otros
muestran que, recíprocamente, de la solución de las ecuaciones de Bamilton (1)
se obtiene una solución completa de (14) (lo cual corresponde esencialmente a la
deducción de la ecuación de Hamilton.Jacobi dada arriba).

Una alternativa a la demostración anterior se obtiene mediante el cálculo de va.
riaciones usando la definición (16) junto con las relaciones PI :::; 8S/8qi; si S(qi, t,oi)
es una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi entonces

as as as ;
dS = -a . dq' + -a dt + -a . do' = p; dq' - JI dt - (3;do .ql t O'

Luego, la variación de la integral de Pi dqi - 11 dt, con los puntos extremos de la
integral fijos, es igual a la variación de la integral de 131 doi. Si las ni y las (Ji son
independientes entre sí, del principio de Bamilton resulta que las nI y las 13¡ son
constantes.

De las Ee. (17) se deduce también que si S contiene más de n constantes 01, que
pueden ahora ser dependientes entre sí, las 131 definidas en (16) son constantes como
consecuencia de las ecuaciones de I1amiltoIl. Por ejemplo, a pesar de corresponder
a un caso con n ::;:2, la expresión (13) contiene tres constantes no aditivas (xo,
Yo Y lo) y, efectivamente, las derivadas de S con respecto a cada una de estas
tres son iguales a constantes. Es importante señalar que lo anterior no se aplica
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para aquellas constantes o parámetros contenidos en S que aparecen también en
la función hamiltoniana H, corno son los parámetros m y 9 en el ejemplo dado en
(11); la razón de ésto es que la ecuaci()I1 (17) no sería válida si 01 es un parámetro
contenido en H ya que la ecuación anterior a (17) proviene de (15) suponiendo que
H depende de 01 sólo a través de las derivadas aS/8q'.

Para la ecuación de Hamilton-Jacobi, como para cualquier otra ecuación dife-
rencial parcial de primer orden, pueden existir ITluchas soluciones completas que
no se obtienen unas de otras simplemente cambiando o redefiniendo las constan-
tes contenidas en ellas. Sin embargo, cualquier solución completa que satisfaga la
condición (18) lleva a la solución de las ecuaciones de Ilamilton. Además, una vez
hallada esta última, las constantes ni pueden relacionarse con qij, to, qll Y t' y,
eliminando las ni en favor de qb, to, q,l Y t', la expresión de S coincide excepto quizá
por una constante aditiva con la que se obtendría de (8) (véase el ejemplo que se
da más adelante).

Un método empleado usualmente para hallar una solución completa de la ecua-
ción de Hamilton-Jacobi es el de separación de variables, que consiste en proponer
una solución de la forma S = ~Vl (ql) + ... + ~\/Il(qn) + R(t). Este procedimiento
es útil si al sustituir esta expresión para S en la ecuación (14), ésta se reduce a
n + 1 ecuaciones diferenciales ordinarias. El que tal reducción ocurra o no depende
tanto de la hamiltoniana en cuestión como de las coordenadas que se empleen y en
muchos caSOS el método no es aplicable.

La ecuación de lIamilton-Jacobi correspondiente a la hamiltoniana (11), por
ej~mplo, puede resolverse por separación de variables, obteniéndose fácilmente la
solución

I 1 2 1 1 ( ') ') I 2)3/2 2S(x,y,t,o ,o )=0 x-'--¡ ., 2mo--2m-gy-(o) -o t
. m-g

(19 )

que difiere notablemente de (13), a pesar de que ambas expresiones son soluciones
de la misma ecuación (para distinguirla.", la solución (19) se ha denotado por S').
Igualando a constantes las derivadas parciales de (19) con respecto a al y 0

2 se
hallan x y y en función del tiempo y las relaciones Pi = aSI/[)q' dan la parte
restante de la solución de las ecuaciones de Hamiltoll. La solución que se obtiene así
es equi valente a la dada en (12). Para lIIostrar que (19) equivale a (13), conviene usar
la constancia de las derivadas as' /ao': las derivadas as'/ool y as' /802 deben tener
un mismo valor para (XO,YO,to) y para (X',yl,t'). La solución del par de ecuaciones
que se obtiene así es

1 (x' -xo)
Q =m~--~

(i' - lo)

o' = ~ {(X' - xo)' + (y' - yo)' + g(y' + y ) + 19'(t' _ t ),}
2 (t'-Io)' O 4 o,
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la cual puede entonces sustituirse en la Ec. (19). Un cálculo directo muestra que la
expresión para S dada en (13) es igual a S/(x/, y/, tl,oJ, (2) - S/(XO,YO,lO,ol,02).

3. Variables ignora bIes y leyes de conservación

Cuando 1I no depende explícitamente de t, se puede proponer una solución de la
Ec. (14) que tenga la forma S ~ lV(ql, ... , qn) + R(t). Sustituyendo en (14) se
obtiene entonces Jl(q',aW¡aqi) + dR¡dt ~ O, que debe cumplirse para todos los
valores de qi y t, por lo que cada término debe ser una constante que puede denotarse
por E (la cual, para sistemas mecánicos, normalmente correspondería a la energía
total) y -E respectivamente, luego

(
, alV)

H q, aq' ~ E (20)

y dRjdt = -E, es decir que, excepto por una constante aditiva arbitraria, R(t) =
-El)' S = IV(qi) - Et. La Ec. (20) es una ecuación diferencial parcial en n variables
para la función lV, llamada función caracierútica de Hamilton.

En forma similar resulta que si algulla coordenada, (/, no aparece en la hamil.
toniana entonces existen soluciones de la Ec. (14) de la forma

S F(' .-, >+1 n t) •= q, ... , q , q , ... ,q, + aq ,

donde a es una constante y F obedece una ecuación diferencial parcial en ti variables
que no contiene a qk. De la primera ecuación en (9) se obtiene que Pk = aSj 8qk = a,
lo cual prueba que si una coordenada es ignorablc entonces el momento conjugado a
ella es una constante de movinuento. Análogamente, la Ec. (20) dice que H es una
constante de movimiento cuando esta función no depende del tiempo explícitamente.

En el caso en que 1I es independiente de t, de la Ec.. (20), que no contiene al
tiempo, se obtiene la órbita seguida por el sistema. Si lV es una solución de (20)
que contenga n - 1 constantes no aditivas, oi, independientes entre sí, entonces las
n - 1 ecuaciones

as/3, ~ --. ~an'
a[lV(q',nJ) - Et]

an'
que involucran a las n coordenadas q', pero no al tiempo, definen curvas en el espacio
de configuración que son las órbitas que sigue el sistema.

Otra forma de escribir la Ec. (20) consiste en invertir la igualdad lI(qI, , qn 1

PI, ... ,Pn) = E para expresar, por ejemplo, apn en función de ql, ... , qn ,PI, ,Pn-I
(y de E): Pn = p,.(ql, ... ,qfl-I, PI, ... , Pn-l, qn). Una expresión similar a. esta última
se obtiene de (20) con cada Pi estando reemplazada por aW¡aq', es decir: aW¡ aqn ~
Pn(q1, ... , qn-1, 8¡Vj8ql, ... , 8~Vj8qn-l, qn), donde la Pn que continúa apareciendo
en el lado derecho representa la "dependencia funcional de Pn en términos de las
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2n - 1 coordenadas canónicas restantes. Esta última igualdad equivale a

(
I ,,-1&W &W ,,) &W

-Pn q, ... , q , 8qI , ... , 8qn-I ' q + 8qn = O (21)

que tiene precisamente la forma de la ecuación de Hamilton-Jacobi (14) con la
hamiltoniana reemplazada por (-PR)' qR en lugar de t y con n - 1 coordenadas ql
en lugar de las n que aparecen en (14). La ecuación (21) corresponde, por tanto, a
las ecuaciones

dq' &(-p,,)
dq" &p,

dp, &(-p,,)
dqR =-~ (a; l, ... ,n -1), (22)

[cL (1)] donde, como se señaló anteriormente, (-Pn) debe expresarse en función de
qI, ... , qR-I, PI, ... ,PR-I, qR Y E. Esto significa que las órbitas del sistema para-
metrizadas por qn están determinadas por la ecuación de Hamilton-Jacobi (21) o,
equivalentemente, por las ecuaciones de Hamilton (22), con -Pn como hamiltoniana.
Otra derivación de (22) se encuentra en la Re£. [7]' donde se muestra también su
equivalencia con el principio de rIÚnimaacción de Maupertuis o con el principio de
Fermat. Por analogía con la expresión (8) se deduce que

satisface las Ecs. (20) y (21), con la integral estando evaluada sobre la trayectoria
seguida por el sistema, a 10 largo de la cual H tiene un valor fijo.

Como ilustración de lo expuesto en el párrafo anterior se puede considerar la
hamiltoniana (11), la cual no depende del tiempo explícitamente. Tomando por
conveniencia x en el lugar de qR, de la igualdad JI = E se obtiene px = (2mE -
2m'gy - (py)')I/', con lo que la ecuación (21) da

( (
&W)') l &W- 2mE - 2m'gy - ay + fu ; O

(que equivale a lo que se obtendría de (20)). Dado que x es ignorable se puede
proponer una solución de la forma W = ax + F(y), con 0"constante, obteniéndose
•• í dF/dy; (2mE-o.'-2m'gy)l/'. Luego, W; o.x-(2mE-o.'-2m'gy)3/'/3m'g;
por consiguiente, ¡3'" -&W/&o. ; -x - (o./m'g)(2mE - a' - 2m'gy )1/', de donde
resulta y ; (2mE - o.')/2m'g- (m' /20.')(x + ¡3)', •• í que la órbita es una parábola.
Debido a lo señalado en la sección anterior, seria erróneo igualar 8~V/aE a una
constante puesto que E aparece explícitamente en -Px, que ocupa en este caso el
lugar de H en la ecuación de Hamilton.Jacobi.
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4. Optica geométrica

Los resultados prescntados arriba son aplicablcs a la óptica geométrica puesto que
las ecuaciones que gobiernan al comportamiento de los rayos de luz en un medio
isótropo pueden exprcsarse en la forma de las ecuaciones de Ramilton (1) si, por
ejemplo, las ql (i = 1,2,3) son coordenadas del punto por donde pasa el rayo
de luz y las Pi determinan la dirección del rayo. De hecho, tanto las ecuaciones
de Hamilton como la ecuación de I1amilton.Jacobi surgieron originalmente en el
estudio de la óptica geométrica y posteriormente fueron extendidas a la mecánica.
Una peculiaridad de la óptica geométrica es que la función hamiltoniana tiene un
mismo valor constante para todos los rayos de luz. Si la función hamiltoniana se
escoge como [1,7)

c iJ., e
JI = 2n,9 p,p, - 2' (24 )

donde e es la velocidad de la luz en el vacío, n denota en este caso al índice de
refracción del medio (que puede depender de las ql) y (gIJ) es la inversa de la matriz
(gij) que determina el elemento de longitud en las coordenadas qi: ds2 = 9ijdqldqJ,

entonces, debido a que e/n es la velocidad de la luz en el medio, resulta que el valor
de H es cero para cualquier rayo de luz. (No obstante, las derivadas parciales de JI
en general no se anulan en los plintos donde JI vale cero.)

El que la función hamiltoniana (24) tenga un mismo valor constante a lo largo
de cualquier rayo dc luz está relacionado con el hecho de que las coordenadas q,1 y
el tiempo t' no pueden variarse en forma independiente en la Ec. (7). En general, la
única manera de cambiar el valor de! tiempo ti en el que el rayo llega al punto final
es cambiando las coordenadas del punto final.

Luego, en este caso, el valor de la función principal coincide con e! de la función
característica y en lugar de la ecuación (20) se tiene JI(qll a~v/f)qJ) = O con 1I dada
en (24), es decir,

o equivalentemente

("IV)' = n'

(25)

(26)

la cual se conoce como ecuación eikona1. La ecuación (26) es límite de la ecuación de
ondas (véase, por ejemplo, la Re£. [2J, Cap. IX) en forma análoga a como la ecuación
de Hamilton-Jacobi para el caso de la mecánica clásica es límite de la ecuación de
Schrodinger.

Sustituyendo (24) en la ecuación (8) y usando que H = O para cualquier fajO
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se halla

" t' t' "
s= r Pidq' = r p,uUildt= r (2fl+e)dt= r edt=c(t'-to),ito Jto PI Jto J,o

lo cual significa que el valor de lV(q,l, qb), que coincide con el de S, es igual a c por
el tiempo que tarde en ir un rayo .de luz desde el punto de coordenadas qo al punto
con coordenadas q,l. Luego, H'(q'l, qb) es lo que se denomina el camino óptico entre
los dos puntos mencionados, como puede verse también de las siguientes igualdades,
donde ds denota la distancia medida a lo largo de los rayos,

J J eds J eds J
cdt = (ds/dt) = (e/n) = ,,,/s.

Las trayectorias de los rayos de luz, sin hacer referencia al tiempo, se I)lu'(!cn ha-
llar a partir de UIla solución completa Uf de (25) o (26). Las supcrficics ll'(ql, 0(1) =
constante, con las ni fijas, son frentes de onda pcrpcndicul<ucs a los rayos de luz.
Distintas soluciones completas de (25) corresponden en gencral a distintas formas
de los frentes de onda.

A pesar de que la hamiltoniana (24) tiene una forma diferente de la de la
hamiltoniana usual para una partícula en un potencial que depende de la posición
solamente: /1 = (9'Jpip])/2m+ V(q').la ecuación para la función característica (20)
tiehe la misma forllla que la ecuación eikonal (25) con 1l reemplazado por [2m( E' -
V)jl/'.

5. Otras aplicaciones

Corno se muestra en la Hef. {lj, la mecánica cuántica puede verse corno un sis-
tema hamiltoniano con una. infinidad de grados de libertad, de tal manera que
la ecuación de Schr()dillger toma la forma de las ecuaciones de lIamilton con la
función hamiltollialla siendo el valor esperado del operador hamiltoniallo. Si {u1}

es un conjunto completo ortonormal (independiente del tiempo) para el si~tcrna
cuántico en clle:-¡tión, entonces cualquier vector de estado, o función dt: onda, t/;

puede expresarse como combinación lineal de las ti] en la forma

(27)

donde las qJ y las T'j son Illímeros reales que sirven como ordenadas para especificar
el estado t/;. De hecho, t.'Stas coordenadas son canónicas como lo mue"tra un cálculo
directo tomando

f{ '" (,¡" iN), (28)
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donde jI es el operador hamiltoniano del sistema, el cual se supone hermítico. Por
ejemplo, usando (28) y la ecuación de SchrOdinger, fJ}f/aq' = (fJ.pfaq' , j¡,p) +
(,p,j¡a.pfaqk) = 2Re(a,p/aqk,Íf,p) = 2Re(a,p/aq',ihd.pfdt) lo cual, dehido a
(27), equivale a 2 Re((2h)-I/'uk,ihd.pfdt) = (2h)1/' Re[i(uk,d.pfdt)] = (2h)I/'
d(Re[i(u.,,p)])/dt = (2h)1/'d(Re[i(2h)-I/'(qk + ipk)])/dt = -dpk/dt. En forma
similar se comprueba que se satisfacen las primeras ecuaciones en (1).

Sustituyendo (27) en (28) se obtiene la siguiente espresión en coordenadas
para JJ:

por lo que la ecuación de lIamilton.Jacobi es formalmente

h)-I( .. )(i .fJS)(k .fJS) fJS_(2 u" }fuk q - 1aqi q + 1fJqk + &t - O, (29)

que es una ecuación diferencial paracial en infinitas variables. En general, el método
de separación de variables no será útil para resolver esta ecuación. Un caso excep-
cional es aquel en el cual Ji es diagonal en la base {ud, es decir, (Uj, iJuk) = O
si j #- k (aunque si se conoce la base donde il es diagonal, muy poco quedaría
por hacer). Definiendo E, ;: (u" lÍu,) (sin suma implícita sobre j), la Ec. (20) se
convierte en

que, sin poner atención a cuestiones de convergencia, admite una solución de la
forma S = Lj lVj(qi) - Et, donde E es una constante. Sustituyendo se encuentra
que cada W, satisface la ecuación diferencial ordinaria (2h)-1 E,[( q')' + (dW,/dqi)']
;;;;:01 (sin suma sobre j), con las 01 siendo constantes tales que L

1
Ol ;;;;:E. Luego,

S = L{ho'/E,)arcsen(E,/2hoi)I/'q1 + k[2ho'/E,) - (qi)'I'/' - oit) y {Ji ;:
-as/aoi = -(h/E,)arcsen(E,f2ho,)I/'q' + t, por lo tanto: q' = (2hoi/E,)I/'
sen[E,(t - {J,)/h]. Por otra parte, P, = as/aq' = [2hoJ / E, - (q')'I'/', así que:
Pi = (2ho' / E,)I/' oos[E,(t-{J,)/hJ. Sustituyendo estas expresiones en (27) se llega a

que equivale a lo que se obtendría directamente de la ecuación de SchrOdinger.
La función hamiltoniana, siendo la generadora de la evolución ter!lporal, juega

un papel destacado en cualquier sistema hamiltoniano. Sin embargo, cualquier
función difcrenciable G es generadora de un grupo uniparamétrico (local) de trans.
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formaciones, las cuales están determinadas por las Ecs. (1) COIl G en lugar de /1
y en lugar del tiempo una variable que parametrice dichas transformaciones. La
deducción presentada en la SeCo 2 se extiende directamente para cualquier función
generadora con sólo hacer las sustituciones mencionadas. Por ejemplo, suponiendo
que el espacio de configuración tiene coordenadas {x,y,z}, las transformaciones
generadas por G = xPII - YPx parametrizadas por una variable O, pueden obtenerse
a partir de una solución completa de [cL (14))

Aunque esta ecuación no puede resolverse por separación de variables, puede verse
que una solución que contiene tres constantes no aditivas es

s = al arclan ¥. + O'2(x2+ y2) + 0:3z - 0'10.,
Usando que las parciales BS/Bol deben ser constantes se tiene: arctan(y/x) - 0=
arctan(yo/xo)-Oo, x2 +y2 = x6+ya, z = zo; por lo que en el espacio de configuración
las órbitas del grupo son circunferencias y resolviendo las ecuaciones anteriores se
tiene:

,; 'ocos(O - 00) - yosen(O - 00)

y; 'oscn(O - 00) + YOcos(O - 00)

z = Zo.

La transformación de los momentos resulta también en forllla automática: PI =
as/a, ; _"ly/(".+ y') + 2,,',,1', ; as/ay; ,,',/(,' + y') + 2,,'y, 1', ;
8S/8z = 0'3. De donde se hallan las siguientes expresiones para las constantes a':
01 = xp" _ YPx, 202 = (xPr + yp,,)/(x2 + y2), 0'3 = P:. Luego, xp" - YPr = xOPo" -

2 'YOPoI' XPr + YPy = XOPOr + yopo" (lomando en cuenta que x + Y~ es constante,
P: = Po:, por 10que

1', ; 1'0, cos(O - 00) - po, sen(O - 00)

1', ; Po, sen( O - 00) + Po, cos( O - 00)

Para concluir, es pertinente agregar que de la ecuación (7) se deduce una alter-
nativa a la Ec. (14) que, en algunos casos, puede ser más conveniente. De la Ec. (7)
se halla que

,id' H( ,i , ') d ' J i H( i ) 1 d(S ,,' - dS-)-q Pi- q ,Pi,t t -POi(qo+ qo,Poi,to (to = -p¡q =
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de donde resulta, eliminando las primas sobre las variables,

. asq ---
- 8p¡'

(as ) as
II - ap;,p"t + a¡ = o.

(300)

(30b)

Debe ser claro que una solución completa de la Ec. (30b) permite hallar la solución
de las ecuaciones de movimiento usando las Ees. (30a) y que, con las sustituciones
adecuadas, todas las conclusiones obtenidas arriba son también aplicables en este
caso. La Ec. (30b) es límite de la ecuación de Schrodinger para la transformada de
Fourier de la función de onda (i.e., en la representación de momentos).

6. Observaciones finales

El empleo de la ecuación de Hamilton-Jacobi es un método poderoso aplicable a
cualquier sistema hamiltoniano, el cual, en los casos en que es posible resolver las
ecuaciones de movimiento, es el procedimiento más rápido para obtener la solución
completa de dichas ecuaciones.

Por otra parte, la función principal para un sistema de la mecánica clásica tiene
también utilidad en la mecánica cuántica a través de las llamadas integrales de
trayectoria, las cuales permiten calcular la función de onda (o el propagador) para
el sistema cuantizado.
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Abstract. Tlle Hamilton-Jacobi equation is obtained directly Crom
Hamilton's equations and it is shown that these two formulations are
equivaJent. Sorne implications of tlle independence of ha.miltonian on
tlle time or on sorne coordinate are presented and the application of
the lIamilton.Jacobi equation in geometrical optics and in quantum
mechanics as well as in obta.ining the orbits of any continuous group oC
canonicaJ. transformations in indicated.




