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Resumen. Estudiamos el hecho de que en todo R4 la contracción
del tensor de Riemann con sus duales conduce a lagrangianas que son
divergencias exactas; en particular, cuando el espacio-tiempo es vacío
mostrarnos la relevancia del espíntensor de Lanczos en dicho estudio.
Además, probamos que este análisis es útil para investigar la existencia
de vectores constantes en una métrica dada.

PACS: 04.20.-q; 04.90.+e

1. Introducción

El tensor de curvatura P} Rabed contiene toda la información geométrica sobre el
espacio-tiempo, en otras palabras, el fenómeno gravitatorio es descrito completa-
mente por el tensor de Riemann. Por esta razón siempre es importante estudiar a
Rijkm Ya los tensores e invariantes construidos a partir de él.

La relatividad general puede obtenerse mediante un principio variacional tipo
¡¡ilbert [2,3,14-17J si utilizamos la Lagrangiana L = Lo + LM donde LM denota
la función Lagrangiana para la materia, Lo == .J=9R con 9 = det(gab) siendo R
la curvatura escalar [1]. Por diversos motivos (gravedad cuántica, geometrización
del campo electromagnético, etc.) se ha intentado modificar [4-8] Lo sumándole
términos cuadráticos en el tensor de Riemann, esto condujo al análisis de las ecua-
ciones de campo generadas (vía un principio variacional) por las Lagrangianas
..,F9R2, v=gRabedRabed, ,¡=gRabRab. así como de las densidades cuadráticas de
Laneros [9,12,13J

L r-:¡' - r-:' R Rab,"l=V-g\l=y-g abed , (l.a)

(Lb)

donde. Ri]km Y•R;qrt son los duales [1] del tensor de curvatura.
En 1938 Laneros [9J probó que los principios variacionales 6 J L1 dx' = O Y

6 J L2 dx4 == O conducen a O = O, es decir, no originan ecuaciones de campo, así
£1 y L2 no permiten construir teorías gravitacionales alternativas a la relatividad
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general de Einstein. Estos resultados sugirieron que (l.a.b) podian escribirse COIIIO

divergencias ordinarias, en efecto, Buchdahl [10,11] utilizó \lna U:'cnicamatemática
que él llamó "cálculo de rotores" para demostrar que en todo espacio-tiempo

N/{¡; (NB')"

N/{' ; (NG')"

(2.a)

(2.1»

donde l r denota derivada parcial ordinaria.
Las expresiones de Buchdahl para BT y CT no tienen carácter tensoria 1y SOIl

muy complicadas por lo que no las escribimos aquí; BT y CT carecen de ullicidad.
Goenner.Kohler [3,12] emplearon en (l.a) la definición [1] de Rflbcd en t(:rlllillOS
de los símbolos de Christoffel y así de manera simple (comparado con el proccso
de BuchdahI) obtuvieron una sencilla expresión no-tensorial para BT

, la cual se
muestra en la Seco2. Sin embargo, hasta ahora nadie ha publicado ulla expresión
tensorial para Br para algtÍn R4• En la Seco 2 mostramos que en todo espacio-
tiempo vacío es posible construir tcnsorialmentc a BT

, Yserá claro que este resultado
original se sigue de la existencia del espintensor H'Jk: de Lanczos para el t.ensor de
Weyl [1,18-23] Cpqrl. Es interesante notar que I{l = O es ulla condición llccesaria
para que un R4 acepte inmersión en Es [2.1,2S,26,Ji]. La Seco :3 está dedil..:adaa
(l.b, 2.b). Allí se indica la expresión tensorial para Cr obtenida (para todo ~.1)por
Horndeski [27,28] la cual está en función de un vector arhit.rario no-nulo. además,
se muestra cómo esta expresión es útil en la búsqul'da de vectores constantes [:la]
en un espacio-tiempo dado. Nuevamente, el superpotencial /\'ijl,: permite deducir
(para A4 vacío) una expresión tensorial para Cr alternativa a la de 1I0rndeski. Por
último, recordemos que el valor de 1<2 es importante en el estudio de 4-espacios de
clase uno, en efecto, 1<2 i: O implica que las ecuaciones de Codi'lzzi se siguen de las
ecuaciones de Gauss [24,25,30-33,37j (lo cual simplifica notablemente el proceso de
inmersión).

2. Representación de ~I<l por una divergencia ordinaria

La Lagrangiana (l.a) no genera ecuaciones de campo (es decir, no impone restric-
ciones sobre la geometría del espacio-tiempo) cuando se utiliza como base de Ull

principio variacional tipo Hilbert [2,3J,sin embargo, sí puede contribuir [l2] al fiujo
de energía y momento gravitacionales [3], este hecho la hace relevante en cualquier
teoría del fenómeno gravitatorio ..

Si en (l.a) utilizamos la fórmula {1]que conecta a RiJkr con los símbolos de
Christoffel rll

bc entonces (para todo 24) es simple [3,12] escribir a L¡ en la forlllil
(2,a) con

B' 2 ;,a'r' (rk + 'r' I,k )= r¡ ki cb,a 3' cb ra'

donde 7]pqct es el tensor de Levi~Civita {l]i es claro que (3) no se comporta como
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un vector porque los I'i}k no son tensores. En la literatura no hemos localizado
alguna expresión tensorial para nr, aquí daremos una para el caso de espacio vacio.
En efecto, si en (l.a) expresamos a Rijh en términos del tensor conformal ¡1J es
inmediato que en todo espacio-tiempo se cumple la identidad

r-:}' r-:.C C,b,"v -g \) = V -9 abed (4)

Por otro lado. sahemos [1,18-22] que para H" arbitrario siempre existe el espíntensor
de Lanczos /{I}l el cual genera al tensor de \Veyl vía la relación (donde j a denota
derivada covariante)

Cpq)b = /{pq);b - l\pqb;j + f{)bp;q - l{)bq;p + 9pbTjq - 9PJTqb

+ 9qjTpb - 9qbTpjl

donde

con las propiedades \1,22,23,241

(5.a)

(5.b)

c; rb = O

.c r = O
p .b

K; r = O

Trr = O

(5.e)

Al emplear (5,a, b, e) en (4) se obtiene que

sin embargo, en todo espacio-tiempo son válidas las relaciones [22,25]

.Cpq)b = lnpqrrl Li
;b 2'/ rI;r'

(6.a)

(6.b)

(6.e)

donde Lab = Rab - ~gab siendo Rab = RCabc el tensor de Ricci. Entonces, cuando
R1 es vacío (Rab = O) (6.c) implica .CPqj".b = O, que al sustituir en (6.a) permite



506 Violeta Gaftoi N. et al.

obtener

r-:K _ (2 =}(' 'Cm!) - (2 r-:¡' 'Cm!)y-g 1 - y-g PV . - v-g \pv ',! ,!
(7,a)

donde hemos utilizado que .¡=g., ; Oy la identidad 13,171(¡=YA');, ; (¡=YA' )".
Por lo tanto, .

(i.b)

expresión que a diferencia de (3) sí posee carácter tensorial; enfatizamos que nuestro
resultado original (7.b) sólo es aplicable a R4 vacío, por ejemplo, a la importante so.
lución de Kerr [35](que contiene como caso particualr a la métrica de Schwarzschild)
asociada a un hoyo negro rolando.

3. .;=91(2 como una divergencia ordinaria

Al igual que LI, la función Lagrangiana (l.b) también puede participar en la dis-
tribución de la energía y momento del campo gravitacional [3,12) a pesar de que el
principio variacional 6J £2 dx4 :;;; O implique O == O. Además, el escalar J<2 es muy
útil en la inmersión local e isométrica de R4 en Es [24,25,30-33!37} porque él es
proporcional al determinante de la segunda forma fundamental, así el valor de 1\2
decide si el proceso de inmersión es algebraico o/y diferencial.

Horndeski [27,281 mostró que (1.b) podía escribirse en la forma (2.b) y dio una
expresión tensorial para el vector Cr

(8.a)

con

(8.b)

donde 6;~t es la delta de Kronecker generalizada 13,16] y Ah es cualquier vector
no-nuIo con A =: Ah Ah :;;;cte. =f O. En la literalura no hemos encontrado aplicaciones
de (8.a, b), así que nuestro siguiente objetivo consiste en probar que estos resulta-
dos permiten realizar un análisis parcial sobre la existencia de vectOrt'S nO-f1ulo::,

constantes en un espacio. tiempo dado, es decir, aquellos vectores Alr tales que

(9 )

es claro que Mq¡, :;;; O implica M == cte. Podemos dar dos razones que motivan el
interés en vectores cumpliendo (9):
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1) Un vector con la propiedad Mq;! ;::; Oautomáticamente es de Killing porque
es obvia la validez de Ma;b + ,Mb;a = O, esto a su vez está asociado con grupos de
movimiento o simetrías del espacio. tiempo [29], de gran importancia en el estudio
y búsqueda de soluciones exactas en relatividad general.

2) En la ReL [29] págs. 57 y 58 encontramos dos interesantes teoremas sobre
la inmersión de R4 en los cuales se involucran vectores con las propiedades (9), en
efecto:

y

"Si un 11:4admite un vector no-nulo constante entonces dicho espa-
cio.tiempo acepta inmersión en E7".

"Si en un R4 existen dos vectores no-nulos constantes entonces
dicho 4.espacio es sumergible en Es".

(IO.a)

(IO.b)

Así, la existencia de vectores cumpliendo (9) es ~e gran utilidad al concebir a
R4 como hipersuperficie de un espacio pseudo- euclideano.

De (8.a, b) es inmediato que:

"Si un R4 acepta un vector no-nulo constante entonces [(2 ;::;O".

y

lóSi[(2 =F Oentonces el espacio. tiempo no admite un vector no-nulo
constante" .

Hagamos algunas aplicaciones para ilustrar el valor de (B.a, b, 11.a,b).

i) En relatividad general, la métrica de Godel [361

(U.a)

(ILb)

(12.a)

es generada por un fluido perfecto con presión cero e intenta simular a un Universo
rotando; en (12.a) solo existe un vector constante que resulta ser no-nulo

(A') = (O, O, 1, O), A'., = O (12.b)

entonces (lO.a) asegura la inmersión en E7 de este modelo cosmológico. La métrica
(12.a) no es sumergible en E5 [22,25,31,33] Y aún se ignora si admite inmersi6n en
E6 [22,26). La determinación de K2 empleando la definición (l.b) exige bastantes
cálculos, sin embargo, con (B.a, b, U.a, 12.b) es inmediato que K2 ;::; O p&I'&la
métrica de Gode!'

ii) Para el espacio de Kerr [35] (agujero negro con rotación) sabemos [29Jque K2 >F O,
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entonces de (S.a, b, II.b) concluimos que en la métrica de l\.err 110 cxi:;tell vt'cton'~
no-nulos constantes.

iii) Los 4-espacios vacíos de Schwarz~child, Taub, métrica e, entre otros, ticIWIl
1<2 t O (ver [1]), entollees CIl virtud de (S.a, b, 11.6) dichas soluciones no aceptan
vectores constantes no-nulos.

Goenner-Kohler [13] probaron (2.6) para espacio-tiempos arbitrarios. pero Sil
Ct no es un vector y está en función de la sf~gullda forma fundamental de un IIih
tipo espacio inmerso en R4, así su expresión es más complicada que (8.b) aunqw'
podría ser útil en el problema oc Cauchy para relatividad genera!.

Ahora consideremos el caso de espacio vaelo (Hab = O), lo cual significa qUl'

Rabed = -- R:bed = Cabed, por lo tanto

I-:¡' I-:r' r,.beJv-g \2 = -V-gv<lbcdv

que en unión de (5.a,b,c, G.b) implica (S.a) con

( 1:l.(I)

( JJb)

relación tensorial que no se encuentra ell la literatura y que es alternati\'a a (S.b)
obtenida por Horndeski. De alguna manera, el resultado (1:J.b) era de esperarse
porque Lanczos {18] se apoyó en l\ 2 para probar 1:,.existencia del superpotencial
K.]t.

En relación a (7,b, 13.b) debe comentarse que dichas expn'siones tient:'Il la des-
ventaja\de que en general es difícil obtener explícitamente a !{I]r para una IIlI~trica
dada. En [I} se calculan espintcnsol'cs para diversos 1li!4 vacíos (Taub, métrica C.
Schwarzschild, etc.), sin embargo, por cjemplo, para lit solución de I\err alíll se
desconoce el superpotencial de Lanczos en forma explícita, así que por ellllOlllt'llto
para dicha métrica las expresiones (i.b, 13.b) 110 son dt>mucha utilidad. Pero han~-
mos notar que para cualquier espacio-tiempo vacío tipo :\ o 111(en la c1asifkacióll
de Petrov [23,3.tj) es fuerte la importancia de (7.b, 13.b) porque para ellos ya co.
nocemos [21J l<,}t explícitamente; además. recuérdese ¡:J.t] que para los tipos 111
y N vacíos siempre se tiene 1\1 = H2 = O, de mallcra que (i.b, 13.b) implicall
Bt;t = Ct¡t = O.
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Abstract, We study the implications oí the íact that contracting. the
R.iemann tensor with both oí its duals, in every 114 leads to exact
divergence Lagrangians. For empty spacetimes, we show the importan ce
oí the Lanczos spintensor in this study. \Ve also show the relevance oí
oue analysis for investigating the existence of constant vectors in a given
metric.




