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Resumen. Se considera la esfera como un espacio fase de tal manera
que la¿¡rotaciones alrededor del centro de la esfera son transformaciones
canónica¿¡. El paréntesis de Poisson entre las funciones definidas sobre
la esfera se emplea para construir los armónicos esféricos en una forma
algebraica y se muestra la relación entre los armónicos esféricos y el
grupo de rotaciones.

PACS: 02.20.Qs; 02.30.Gp; 02.40.-k

1. Introducción

Las estructuras simplécticas aparecen en diversas áreas de la física matemática. El
ejemplo más ampliamente conocido de una estructura simpléctica se encuentra en
el espacio fase de un sistema de la mecánica clásica que tenga un número finito de
grados de libertad. En general, la existencia de una estructura simpléctica en algún
espacio equivale a la existencia de una operación entre pares de funciones definidas
en dicho espacio, llamada paréntesis de Poisson (véase, por ejemplo, la Reí. [1]).
Como consecuencia de las propiedades que debe satisfacer esta operación, la di-
mensión del espacio debe ser par y deben existir coordenadas, llamadas canónicas,
en términos de las cuales el paréntesis de Poisson toma una forma sencilla. La
superficie de una esfera, vista como parte de 1Iil3, tiene en forma natural una estruc-
tura simpléctica que está relaciohada con la acción de las rotaciones en el espacio
alrededor del centro de la esfera.

En este artículo se considera la estructura simpléctica de la esfera inducida
por el grupo de rotaciones, mostrándose que el álgebra de Lie de este grupo puede
representarse mediante funciones definidas sobre la esfera usando el paréntesis de
Poisson. Los armónicos esféricos se obtienen al buscar soluciones polinomiales de
la ecuación de Laplace, hallando su correspondencia con tensores simétricos sin
trazas y su relación con las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones. Se
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construye también la base ortonormal usual de los armónicos esféricos por medios
algebraicos.

Parte de los desarrollos que se presentan aquí requieren conocimientos básicos
del álgebra lineal, especialmente acerca de operadores en espacios con producto
interior hermÍtico. A 10largo de este artículo se utiliza la convención de suma: sobre
cualquier Índice que aparece repetido en un mismo término hay suma sobre todos
los valores posibles del Índice.

2. La estructura simplKtica de la esfera

En esta sección se muestra que si se usa.n coordenadas apropiadas para la esfera,
entendida ésta como el conjunto de puntos (x, y, z) de A3 tales que x2 + y2 + z2 = 1,
el efecto de cualquier rotación alrededor del origen sobre los puntos de la esfera
está dado por ecuaciones que tienen la forma de las ecuaciones de Hamilton de
la mecánica clásica. En otras palabras, se pueden definir coordenadas canónicas
sobre la esfera, análogas a las coordenadas y momentos de un sistema mecánico, y
cualquier rotación sobre la esfera es una transformación canónica.

Al efectuar rotaciones por un ángulo variable Q alrededor de un eje definido
por el vector unitario a = (al,a2,a3), la rapidez de cambio del vector de posición
x = (x,y,z) = (xl,x2,x3) de un punto cualquiera de A3 está dada por

dx •
do;;;; a X x, (1 )

con o medido en radianes, como puede verse de la Fig. 1, notando que la magnitud
de dx/do es igual al radio de la circunferencia descrit.a al rotar el punto x alrededor
de á, el cual equivale a la magnitud de x por el seno del ángulo entre á y x.
Desarrollando el producto vectorial en (1) se tiene entonces

dy
do;;;: a3x - alz,

(2)

Usando la. relación entre las coordenadas cartesianas y las esféricas

x;;;: rsenOcos4>,

y;;;: ,. sen O sen <P,

z;;;:rcosO, (3 )
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FIGURA 1. Rotación del vector x alrededor del eje a.

junto con las ecuaciones (2) se obtiene

dy dx
d' d x- -y-
--.!!. ::; _ arctan !!..::; d~ do
do do x x. + y2

::; -al cot O cos <jJ - a2 cot O sen <jJ + a3.

Introduciendo la variable

Jl=cosB,

se halla que

d<jJ Jl cos rp Ji sen </>
-::; -a)----- a2-~--+a3
da ~ ~

= :1' [al~.cos~+a2J17scn~+a31']

donde

. x
=a.~,

&G

&1' '

(4 )

(5 )

(6 )
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De manera semejan le,

dI' d (Z)
do = do ;:

1 dz
== --, =alscnOseu<jJ-a2senOcos<jJ
r (n

= al~sen4>- a2~cos4>

= - ~.p [alJI -1" COs.p + a,~ sen.p + a31'] oC
= - o.p' (7)

A partir de las Ecs. (5) y (7) se ve que si se emplean 4>y p = cosO como
coordenadas para los puntos de la esfera, bajo rotaciones alrededor del eje a, el
cambio de estas coordenadas está determinado por las ecuaciones

d<p oC;
do = al" (8)

las cuales tienen precisamente la fOfma de las ecuaciones de Hamilton con p ac-
tuando como si fuera el momento conjugado a la coordenada rIJ.Así, 4>y p. son
coordenadas canónicas y de la Ec. (8) se deduce que cualquier rotación finita es
una transformación canónica (véase, por ejemplo, la Ref. (1]). El que <jJy cosO sean
coordenadas canónicas y que las rotaciones sean transformaciones canónicas puede
deducirse también notando que el elemento de ángulo sólido, dado por sen O dO d<f; =
-d( cosO)d1>, es invariante bajo cualquier rotación (aunque de esta manera no se
obtiene la expresión para la generadora de una rotación).

En términos de las coordenadas canónicas 4>y 11, el paréntesis de Poisson entre
un par de funciones f y 9 definidas sobre la esfera está dado por

(9 )

Un cálculo directo muestra que el paréntesis entre las funciones generadoras de
rotaciones alrededor de ejes iz y bes [cL la Ec. (6)1

En particular, las funciones

x' xi
n' == - =-Ixl r

o, en forma explícita,

ni = sen Ocas4>= ~COS4>,

(10)

(!la)
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n2 :;;;;sen Osen 4>:;;;;~ sent/J,

n3 ;;: cosO = ¡J. (llb)

las cuales se obtienen haciendo á :;;;;(1,0, O), (O, 1,O)Y (O,0,1) respectivamente en la
Ec. (6), son las funciones generadoras de rotaciones alrededor de los ejes coordenados
y, de acuerdo con la Ec. (10), satisfacen las relaciones

( 12)

donde ti}! es el símbolo de Levi.Civita; es decir. {nI, n2} = n3 y relaciones similares
que se obtienen permutando cíclicamente los índices 1,2,3. La Ec. (6) muestra qut"
la generadora de rotaciones alrededor de un eje cualquiera es una combinación lineal
denl,n2ynJ.

De las Ecs. (6) y (10) resulta que el veclor unitario ñ:;;;; x/lxl tiene, en la estruc-
tura simpléctica de la esfera, el papel que posee el vector momento a.ngular L en la
estructura simpléctica usual del espacio fase de un sistema mecánico. La ecuación
(12) corresponde a las relaciones bien conocidas que sati:sfacen las componente:s del
momento angular (véase, por ejemplo, la Re£. [21,Cap. VlII).

A partir de la Ec. (9) Yde la regla de la cadena se tiene que, para una función
arbitraria J, {f,n;} = {x',n'}(iJJ/iJx') y de (110) y (12), usando que Ixl es cons-
tante bajo las rotaciones, {x', n'} = {Ixln', ni} = Ixl{n'. n'} = Ixit",n' = ""x' =
f'¡kjXk; luego

así que, definiendo los operadores diferenciales (L], L2, LJ) = L mediante

1
L=xx-:'\7,

1

(13)

(14 )

los cuales son, excepto por un fador h. los operadores de momento angular orbital
que aparecen en la mecánica cuántica, la Ec. (13) equivale a la identidad

L,J = i{ll'.f), (j = 1,2,3). p.') )

Los operadores Lj son autoadjuntos, o hermíticos. con respecto al produdo
interior ( , ) definido por

(16 )

donde la barra denota conjugación compleja.



La estructura simpléctica de la esfera y el grupo de rotaciones 635

Combinando las Ecs. (9) y (15) se obtiene que

. (aoJ a aoJ a ) -i (aoí a ao' a )
L;f = l a¡ al' - a¡; a4J J = senO a¡ ao - aoa4J J,

y sustituyendo las expresiones (llb) resulta

L1 = i (sen 4J:0 + cot Ocos4J:4J) ,

.( a a)L, = -, cos 4Jf!O - cotOsen 4Ja4J '

(17)

De la Ec. (15), la identidad de Jacobi y la Ec. (12) se halla el conmutador de los
operadores Lj y LI;,

. 1;, l.IL"L,]J=L,Ld-L,L;f=-{o',{o ,f}}+{o ,{o',j}}

= _{oí, {o',f}} - {o',u,o')) = U, {o',o'))

es decir

(18)

lo cual puede hallarse directamente de las expresiones explícitas (14) o (17).

3. Armónicos esféricos

A continuación se muestra que ciertos polinomios homogéneos de grado f en las
variables nI son soluciones de la ecuación de eigenvalores

L'J = W+ I)J, (19)

donde L2 ;; Li + L~+ L~es, excepto por un factor h2, el operador que representa
el cuadrado del momento angular orbital de una partícula en la mecánica cuántica.
De las expresiones dadas en (17) se deduce que

, la a la'L ;;;:;----sen8- - ----o
senOao ao sen' O a4J' (20)
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El operador L2 aparece también en varios contextos debido a su relación con el ope+
rador laplaciano; expresando el1aplaciano en términos de las coordenadas esféricas
se encuentra que

(21)

Las soluciones regulares (i.e., no divergentes) de la Ec. (19) reciben el nombre de
armónicos esféricos de orden e.

Cualquier polinomio homogéneo de grado f en las variables ni (siendo e un
número entero no negativo) tiene la forma

(22)

donde los coeficientes Cjj ... ! son constantes (reales o complejas) etiquetadas por f
subíndices. El polinomio (22) es homogéneo de grado e en el sentido de que todos sus
términos son de grado f en las variables ni lo que equivale a que pt(tni) ;;; tlpl(ni).

El valor de cada uno de los 3i coeficientes Cij ... k puede escogerse en forma arbitra-
ria; sin embargo, el valor del polinomio (22) depende de solo ciertas combinaciones
de los C1j ... k las cuales resultan de agrupar términos semejantes. Por ejemplo, si
l = 2, la expresión (22) es en forma explícita

pz(ñ) = clI(nl)' + c,,(n')' + c33(n')'

+ (CI' + c,¡)nln' + (C13+ c,¡)nln' + (C23+ c32)n'n',

por lo que, definiendo

se tiene que P2(ñ) = Cijninj, donde, debido a su definición, los coeficientes Cij son
simétricos: Cjj = Cjj. En general, la ecuación (22) equivale a

con

(')' ,j kPi n = C,) ...kll n ... n ,

1
Cijo .k =: f1( Cij ..1. + Cji ...k + ... + Ckj ...i

+ Cjk .. i + ... + Cik...j + Cki...j + ...),

(23)

(24)

donde la suma incluye todas las el permutaciones de los índices i,j, ... , k. La equi~
valencia de (22) y (23) puede comprobarse sustituyendo (24) en (23), notando que
las sumas múltiples tales como Cij ...knin} ... nk y C}i ...kn)nl ... nI. son iguales en-
tre sÍ. Los coeficientes Cij ... k son, por construcción, totalmente simétricosj es decir,



La estructura súnplédica de la el:Jjtra y el grupo de rotaciones 637

Caj ... k = Cr!l ... t si los Índices 1', $, ... t se obtienen permutando los índices .,j, ... ,k.
El proceso dado por la ecuación (24) que lleva de los coeficientes CiJ ... k a los C;j ...k
se conoce como simetrización.

AsÍ, cualquier polinomio homogéneo de grado f en las variables nI puede ex-
presarse en la forma. (23), con coeficientes Clj ... k que son totalmente simétricos.
Tomando en cuenta la simetría Ci) ...1 y que cada Índice puede tomar tres valores
resulta que sólo (l + l)(l + 2)/2 de los Clj ...1 son independientes entre sí¡ en otras
palabras, después de agrupar términos semejantes, los polinomios (22) y (23) tienen,
en general, (l + l)(f + 2)/2 términos. Esto puede verse expresando a Pi en la forma

Pi = L o'J(nl)'(n')J(,,')'-'-J.
ij~O
;+j9

donde ya se ha.n agrupado término~ semeja.ntes. Puesto que i y j deben ser enteros
no negativos tales que i + j:S t, existen (f + l)(t + 2)/2 coeficientes Djj.

Debido a la forma en que fueron definidas, las varia.blesnI son las componentes
cartesianas de un vector unitario;

(25 )

por lo que, para f 2: 2, en general el polinomio (23) se puede expresar como la suma
de polinomios homogéneos de grado l,t - 2, l - 4, ... Por ejemplo, si t = 2, los
coeficientes cI)pueden descomponerse en la forma

'. (, 1") 1 - ,cl) = (ij - jCrrVij + j(rrVI) (26)

donde, por la suma implícita sobre Índices repetidos. érr = CIl + C'22 + 1333, lo cual
es la traza de la matriz (é,j). La combinación Ci) - iCrr6¡j es tal que su traza vale
cero. Usando las identidades (26) y (25) se tiene entonces

(")_' i J_(- 1-')' J+1' '.' JP2 n - cl]n n-el) - 3crrol) n n 3crrvl}n n

(' 1-')'J 1-= (ij - JCrr(}l) Il n + JCrr'

que es la suma de polinomios homogéneos de grados 2 y Oen las va.riables ni. En
forma similar, como consecuencia de la. identidad (25), resulta que el lado derecho
de la ecuación (23) se puede escribir como una suma de polinomios homogéneos
de grados lIt - 2, l - 4, ... , hasta l o O (dependiendo de que l sea impar o par,
respectivamente) cada uno de los cuales es de la forma dij ...knínj ... n1, donde los
coeficientes dij ...k tienen todas sus trazas iguales 1\ cero¡ es decir, la suma d,] ...r ... r ... k,
sobre cualquier par de índices, vale cero de tal manera que de estos polinomios no
se pueden extraer otros de grados menores. Como se muestra a continuación, estos
polinomios son armónicos esféricos.
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PROPOSICIÓN. El polinomio homogéneo de grado £

(27)

con coeficientes totalmente simétricos es solución de la ecuación de eigenvalores

[,2pl = e(e + l)PI,

si y solamente si la traza de di) ..k sobre cualquier par de índices vale cero

dij ...T ... r ...k = O.

Proeba. Haciendo uso de la ecuación (Ha) se tiene

2 .. k
= dij ...kV (XiX)'" X ),

y de la expresión del laplaciano en coordenadas cartesianas resulta que

(28)

(29)

(para £ 6. 1el lado derecho de la ecuación anterior vale cero) por lo tanto, suponiendo
que se cumplen la.."condiciones (29), V2(rl]Jt) = O.

Por otra parte, de la identidad (21), notando que Pl depende sólo de las coor-
denadas ()y eP,

2 I 1 d 2 d I rl,
'V (r PI) = PI'-d r -d r - ,[, PI

r r r r

= rl-2 [e(e + l)PI- [,'Plj,

de donde se concluye la igualdad (28). Es facil ver del desarrollo anterior que la
Ec. (28) implica las condiciones (29), completándose así la prueba.

Con los coeficientes di) ...k en (27) siendo totalmente simétricos, las condiciones
(29) equivalen a que la traza sobre el primer p&rde índices sea cero

drrij ...k = o. (30)

Tomando en cuenta que drrij ...k es tot&!mente simétrico en los £ - 2 índices libres
i, j, ... , k, las condiciones (3) son [(e - 2) + 1][(e - 2) +21/2 = eu -1)/2 restricciones
independientes sobre las (£+ 1)(£+ 2)/2 componentes independientes de di) ...k. Así
que las solucioues (27) de la ecuación (28) contienen [(e + 1)(e + 2)/21 - [e(e-
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1)/2] = 21 + 1 coeficientes independientes entre sí. Esto significa que la..-.soluciones
de la ecuación (28) de la forma (27) forman un espacio vectorial de dimensión
2l + 1. De hecho, como se demuestra más abajo, todas las soluciones regulares de
(28) tienen precisamente la forma (27).

Luego, el obtener armónicos esféricos de orden f equivale a obtener coeficientes
d¡j ...I,;, con l índices, que tengan todas sus trazas iguales a cero. En los casos l=:O
Y l = 1, en los que no se pueden definir trazas, no hay restricción alguna sobre
los coeficientes. Aunque se pueden construir polinomios cuyos c~)eficientestengan
todas sus tratas iguales a cero aplicando sobre cada par de índices el procedimiento
indicado en (26), este método es laborioso y no muy conveniente. Un método alter-
nativo resulta de que el paréntesis de Poisson de la generadora de alguna rotación
y un armónico esférico da otro armónico esférico del mismo orden.

Para demostrar la afirmación anterior conviene usar el que ¡} y cualquier ope-
rador LJ' conmutan. Usando las propiedades de los conmutadores y las relaciones
básicas (18) se tiene

De acuerdo con la Ec. (6), la generadora de cualquier rotación es de la forma G ::;::
GjnJ (es decir, G es un armónico esférico de orden 1), por lo que si Pi es un armónico
esférico, empleando la Ec. (15),

, >{'}'"L {G,ptl = L- 0,0 ,1'1 = -¡o,L-L,PI

= -io,L,L'PI = -iojLAf + l)PI

= f(f + l)o,{nj,ptl = f(f + I){G,PI},

lo cual significa que {G, pt} también es un armónico esférico de orden t. Excepto por
el uso del paréntesis de Poisson, la deducción anterior corresponde a la demostración
que se da comúnmente en los textos de mecánica cuántica de que al aplicar cada
operador Lj a un armónico esférico se obtiene otro del mismo orden. Una ventaja del
empleo del paréntesis de Poisson es que con la generadora de una rotación expresada
en la forma G = 0,0' y con PI dado por (27), el cálculo de {G,PI} se reduce al
empIco de las propiedades algebraicas del paréntesis y de las relaciones (12) (véase
los ejemplos que se dan más abajo).

La base de los armónicos esféricos que se escoge usualmente está formada por
aquellos que son eigenfunciones de L3 los cuales son, por tanto, ortogonales entre sí
con el producto interior (16). Denotando, como es costumbre, por }'im él. un armónico
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esférico de orden f que sea eigenfunción de £3 con eigenvalor mj es decir,

o equivalentemente

tal que

i{nJ, Yim} = m}'im,

Pim,}'lm) = 1.

(310)

(31b)

(32)

con el producto interior (16) (lo cual define a Yim hasta un factor complejo de
módulo 1), de l¥ ecuaciones (18) se deduce que (£1 :i: iLz)Y(m es eigenfunción de
£3 con eigenvalor m:i: 1, siempre y cuando (£} ::i::: iLz)Y1m no sea cero,

L3(L, :l: iL')Ylm = [L" L, :l: iL,lYlm + (L,:l: iL,)L'Ylm

= (iL,:l: i(-iL¡)]Ylm + (L,:l: iL,)mYlm

= (m:l: 1)(L, :l: iL,)YI •••.

Esto significa que

(330)

o

(33b)

donde C+(f,m) y e_(i,m) son constantes cuyo módulo está determinado por las
condiciones de normalización (32)

Ic",(e,m)I' = ((L,:l: iL,)YI, ••••(L,:l: iL,)YI, •••)

= ((L, :¡: iL,)(L, :l: iL')Y',m. V
"
•••)

= ((Ll + L~:l:i(L,. L'])Y',m, VI.•••)

= ((L' - Li:¡: L,]y" •••, V
"
•••) = e(e+ 1) - m':¡: m,

donde se ha hecho uso de la hermiticidad de los operadores L) y de las relaciones
(18), (28) Y (310). Conviene tomar los VI•••de tal manera que las constantes C",(e, m)
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sean reales y positivas, con lo que

C,,(e, m) = [e(e+ 1) - m':¡: mIli' = [(e:¡:m)(e:fe m + 1))1/'. (34)

Puesto que

o ::; (L, Ylm, L, Ylm) + (L, }'lm, L, Ylm)
= ((Li + Li)Ylm, Ylm) = ((£' - Li)Ylm, Ylm) = e(e + 1) - m',

los valores de m, para t fijo, están acotados. Si Al denota el máximo valor de m,
entonces (LI + iL2)YIM debe ser cero, ya que de otra manera sería eigenfunción de
L3 con eigenvalor M + 1. Por consiguiente, C+(f, Al) == O, lo cual, de acuerdo con
la Ec. (34), implica que M == f.. En forma similar resulta que el mínimo valor de m
es -t, por lo que los eigenvalores de L3 son e,t - 1, ... ,-l.

Luego, el armónico esférico Yu, del cual pueden obtenerse todos los demás Y1m
aplicando repetidamente el operador (£, - iL,), es tal que [véase la Ec. (33b)j

{nI + in', Ya} = O. (35)

Notando que, de la definición (9), {f,g} es precisamente el jacobiano 8(f, g)/8( </>, ¡.¡),
la Ec. (35) equivale a que ni +in2 y Y'u sean funcionalmente dependientes; es decir,
Yil es una función de nI + in2 solamente. Como Ya es un polinomio homogéneo de
grado t, resulta entonces que

Ya = C(nl + in')l, (36)

donde C es una constante de normalización. Un cálculo directo muestra que. efec-
tivamente, (36) es eigenfunción de £3 con eigenvalor e ya que por (15) y (12)

L3(C(nl + in')l) = i{n3,C(nl + in')l}
= iCe(nl + in')l-' {n3, n' + in'}
= iCe(n' + in')l-'(n' - in')

= eC(n' + in')i.

Se puede ver también que Yú es necesariamente un polinomio homogéneo de grado
f en las n'. Usando que i{nJ, Yil} = lYu y que, de acuerdo con la Ec. (35), Yil ==
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. 3 _' 3 , . ,¡dl'u(n' + in')
¡{n ,Y,,}-1{n,n +m d(' . ,

n + m )

(' . ,)dlí,(n' + in')= n + 111 ------ = ¡Ya,
d(n' + in')

de donde, integrando, rcsulta la ('xpr('sión (:16), d(,llIostrándose así la afinnaciiJll
hecha más arriba acerca de las soluciones de (28). En forma similar ~wt'IlClll'nlr<l

que Y,,_, es múltiplo de (u I - in2 ¡t.

Si en lugar de buscar los armónicos t.-'SféricosflIH' son eigenfullciones de 1';1. ~t'

buscaran, por ejemplo, los que son eigenfuncioncs d(' LI, todos cllos se obtendrían
aplicando repetidamente 1.2 - iLJ a (ti:'! + in3( Nótese que, debido a la expresión
de L1 dada en (17), f~tas funciones no serían separables en las coordenadas O y t!J

(i.e" no se pueden expresar como producto de una función de O por una de <1»y
por lo tanto, no podrían obtenen,l' por los procedimientos usuales. De hecbo. ('11

la derivación dada aquí 110 se hil.11 empleado las ('xpresiones (Ji) en términos ti"
coordenada~.

En función de las coordenada.., esféricas, la (,cllación (36) da }'í, = e scn' Of"<l'.
La constante de normalización es1<\.determinada por la condición (e sen( OfdQ•
e sen' Oel'~, = 1, íU>í que

ICI-' = 1'< 1< «'11' 0<-'" ,en' o,". senO dOd<l>

= 2r. r~SCIl2t+1 (}dO = 2ir t (1 - 1(2)( d¡J,Jo J-I

y efectuando el cambio de variabl~' l' = (1 + JI)/'2. f('~ulta

, "+'1' I I Ü(2'£IJ'ICI- = 2,,2- v (1 - e) d" = ')£ )"o (_ + 1 .

La fase de e se escoge de acuerdo con

C = (-1)' [(2£ + 1)!] 1/'
2'£1 4r.

Como se señaló arriba, los demás }'im se obtienen de Y({ usando las relaciones (33).
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Por ejemplo. de (33). (34) Y (36)

YI,I_I = (2l)-I/'i{nl - in'.C(nl + in')I)

= (2l)-I/'iCl(ol + in')I-I{ol - in'.nl + io')
= (2l)-I/'iCl(ol + in')1-12in3

= (2l)I/'C(nl + io')I-ln3.

Cuando m = O, de la ecuación (:Jlb) resulta que {n3, YiO} = O de donde l'e
concluye que YiO depende solamente de n3 = cos O. De hecho, }'"/O es múltiplo del
polinomio de Legendre p((cos O), lo cual puede \'('rs(' sustituyendo YIO = }'"/O( cos (i)
en (28) que se reduce entonces, usando (20), a la ('('Ilación de L~gel1dre. La rf'lación
exacta es YIO(ii) = [(2l+ 1)/411'jl/' PI( 03). Aunque río LOS un polinomio homogéneo de
grado f que sólo depende de n3, YIO no es simplemente un múltiplo de (n3)/ puesto
que si (n3)1 se escribe en la forma (27) entonces solamente el coeficiente d33 ...3
es distinto de cero y la condición (29) no se satisface; en cambio. los coeficientes
correspondientes a (ni + in2)( si cumplen la condición (29).

Todos los Yim pueden obtenerse también a partir de YiO: usando repetidamente
las ecuaciones (33b) y (34) se ve que para m > O

" [(l- m)!] 1/' .¡ m"
'1m = (l + m)' (LI + 1 ,,) '10

[
2l+1(l-m),]I/'.m{, .•= ------~ 1 n + 111.

471' (l+m)' {.... {o' +in'.PI(03)} ... }}

/
pero, por la regla de la cadena y la ('cuación (12), para cualquier función j(n3),
{n' + in'.f(n3)} = {nI + io'.03}(dfl'¡',.') = ¡(nI + ¡o')(dfldn3) y puesto que el
paréntesis de Poisson de ni + in':! COIl cualquiera de sus potencias vale cero resulta

1, (') ( )m [2£+ 1 (£- m),]I/'( I ., m ,¡m P( 3)
1mn = -1 (f)' n + lO ) --3-)- In.4r. + m . d(n m

Procediendo en forma análoga para m < O, se obtiene

4. Representaciones del grupo de rotaciones

(37)

(38)

Los resultados de la sección anterior permiten ver fácilmente que al transformar
las coordenadas xi mediante una rotación alrededor del origen, cualquier armónico
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esférico de orden f se transforma en otro del mismo orden, por lo que se tiene una
representación lineal del grupo de rotaciones en (') espacio vectorial de dimensión
2l + 1 formado por los armónicos esféricos de orden t. Dicha representación es
unitaria e itTfducibJe (¡.c, no existen subespacios de dimensiones mayores que cero
y menores que 21 + 1 que sean invariantes Laja todas las transformaciones).

Bajo una rolación alrededor del origell, el vector de posición x de cualquier
punto se convierte en un vector x' = Ax, donde A es una transformación lineal. Las
componentes cartesianas de x' ~tán dadas por

(39)

donde (aj) es una matriz real :1 x 3 ortogonal (i.e., su inversa es igual a su tras-
puesta) la cual caracteriza, o representa, a la rotación en cuestión. (El elemento a;
se encuentra en el renglón i y en la columna j de la matriz (a;).) Si f(x) es una
función cualquiera, ésta se puede rotar produciéndose una nueva función, Af, dada
por

(Af)(x)" f(A-lx), (40)

donde A-1 es la transformación in•...ersa a A. Es fácil convencerse de que esta de-
finición es la apropiada: el valor de la función rotada en un punto x es igual al
valor de la función original en el punto que se obtiene rotando a x en la dirección
contraria.

De su definición es claro que la rotación A, actuando sobre funciones, es un
operador lineal. Además, A es unitario respecto al producto interior (16), puesto
que si f y 9 son dos funciones arbitrarias el valor de la integral que define a (Af, Ag)
no cambia si las variables de intl~gración se lIamall Xl. O' Y 4>'en lugar de x, O y 4>:

r" r(Af,Ay); Jo Jo (Af)(x')(Ay)(x') sellO' dO'd,p'.

Usando la definición (-10) y tomando x' = Ax como en (:19), de la invariancia del
ángulo sólido bajo rotaciones (senO' dO' d,p'; seIlOdOd,p) resulta

1"1'(Af,Ay); f(x)y(x) sen OdOd,p ; (I,y)
o' o

que caracteriza a un operador unitario.
Sabiendo que cualquier armónico esférico de orden f es de la forma

con todas las trazas de dij ..k iguales a cero, se deduce que bajo cualquier rotación
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A, la función APl también es un armónico esférico de orden f puesto que, de (40),

(A )(0) (A-lo) d (A-lo)'(A-lo)i (A-lO)'Pi n = Pi n = ¡J ... k n n... n

con

(41 )

donde (a) es la matriz inversa de (ail [véase la Ec. (39)). (La ecuación (41) puede
reconocerse como la "'ley de transformaciónn de las componentes de un tensor l
veces covariante bajo la transformación (39). Véase por ejemplo, la Ref. [3].) La
traza de cf,L.1 sobre cualquier par de índices es igual a cero debido a que, con (a~)

siendo una matriz ortogonal al.- = aJ• luego £i"aP = a"aP = h"P Y, J 1.-' , u u u u

r!.,.......... = aiaJ ., • (in ... tiP ••• ijkd.. •.t r, u u t IJ ... A •. p ...

-ti1aJ ... ¡ld" .-0- r, 1 IJ ... A ... "... - .

Por ejemplo, si se emplean los }"'il7l (con -l ::; m ::; E) como base para los armónicos
esféricos de orden l, cada rotación (39) representada por la matriz real3x3 ortogonal
(aj), queda también representada por la matriz compleja (2£+ 1) x (2£+ 1) unitaria,
(D;;:'), definida por

(con suma sobre m'). (42)

Para f fijo, las matrices unitarias (D:::') formaullllñ I'f'prcscntación lineal irreducible
de dimensión 2f + 1 (i.e., a.ctllall sohl'(' UIl csp.\cio de dimensión 2f + 1) del grupo
de rotaciones. Cualquier representación lineal irreducible de dimensión 2f + 1 del
grupo de rotaciones equivale a la dada por las matrices (D:;:'). Las matrices (a~),
por ejemplo, son una representación c(luivalente a la definida por las matrices (D;;:')
con f = 1 en el sentido de que unas se obtienen de las otras mediante una misma
transformación de similaridad. Para las dimensiones pares solamente existen repre-
sentaciones irreducibles del grupo de rotaciones doblemente valuadas, que algunas
veces se llaman representaciones espinoriales, las cuales no son equivalentes a las
definidas arriba.

Una consecuencia de que las matrices (D:~') sean unitarias, es decir, de que

(con suma sobre m) (43)

es que SI ñ y ñ' son dos vectores unitarios cualesquiera, entonces para cualquier
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rotación A, usando (42) Y (43),

/

L (AY/m)(ñ') (AY/m)(ñ) =
m=-i

/

L
m,m'"n"=-i

/

= L Y/m(ñ')Y/m(ñ).
m=-i

Escogiendo A de tal manera que A-171 = (0,0,1), resulta que (Alt",)(ñ) =
Ytm(O,O, 1), lo cual de acuerdo a las Ecs. (37) y (38) vale cero para m '" O Y es
igual a [(U + 1)/4"PI'p/(1) = [(U + 1)/4Jrp/2 para m = O. Por lo tanto, notando
que la tercera componente de A-1ñ' es (A-1ñ'). (0,0, 1) = (A-1ñ'). (A-1ñ) = ñ'. ñ,
se concluye que

= [(2f + 1)] 1/2 Y/o(A-1ñ')
4"

[
(U+l)]p(', ')= 41r in. n ,

es decir

/

P(" ') 4Jr '"/ n . n = 2f + 1 L,
m=-l

lo que se conoce como el teorema de adición de los armónicos esféricos.

5. Observaciones finales

La posibilidad de representar el álgebra de Lie del grupo de rotaciones mediante
funciones definidas sobre la esfera. [Ecs. (lO) y (12)1 está garantizada por el hecho
de que dicha álgebra es semi simple (véase por ejemplo, la Ref. [4]). En camhio, en
el caso del plano euclideano, donde las coordenadas cartesianas, x y y, son coor-
denadas canónicas y las rotaciones y traslaciones son transformaciones canónicas,
las funciones generadoras de éstas no obedecen las relaciones del álgebra de tie del
grupo de movimiento rígidos del plano.

Algunos de los resultados de las secciones 3 y 4 tienen análogos en el caso en
que se tenga una circunferencia de radio 1 en lugar de una esfera. Sobre el conjunto
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de puntos de lli!2que satisfacen la ecuación x2 + y2 ;::: l, se definen las funciones

1 Tn := - ;::: cos O,
c

2 - y Ou;:::-=sen,
r

(44 )

donde T Y O son coordenadas polares. El polinomio homogéneo de grado f. en las

variables ni y n2 dado por

con (oellcientes totalmente simétricos, satisface la f'Clldción

(J' "') I",+~ (rp¡)=O.
uX- (¡y-

si y sólo si las trazas de dí) ..k son cero

drr,} ..k = O.

(45 )

(46)

(4;)

(La demostración es L'Sellcialmente la dada en la S('CClon 3.) Debido a que cada
índice en la Ec. (45) toma sólo dos valores, existen solamente f + 1 coeficientes
dlj ...k independientes entre ~í.Para ( 2. 1, las condiciones (47) hacen que Pi tenga
(f + l) - [(f - 2) + II= 2 coeficientes independientes si se cumple la ecuación (.16);
por lo tanto, los polinomios homogéneos de grado f, con l 2. 1, que satisfacen (46)
forman un espcio vectorial de dimensi()1I 2. Cuando f = U, la dimensión del espacio

correspondiente es l.
Los polinomios (45) que cumplell la Ec. (.t6) podrían ser llamados armónicos

circulares de orden f. Para f 2. 1, IIl1a h<\'separa estos polinomios está formada por
(nI + in2)i y (nI _ in2)f [c£. (:l6)}, es decir, por ede y e-de 0, alternativamente, por
(OS (O y seu tO. El efecto de Ulla rotaCi()1l <\Iredcdor del origen por UII ángulo o sobre
cualquier función f(O) c:;.;(l11)(0) ;:::f(O - n). Aplicando la rotación A sobre cadé\.
elemento de una base y expresando el resultado como combinación lineal de esa
misma base se obtiene una matriz que representa a la rotación A en forma análoga
a (42). De esta manera, respecto a las hases {eale.e-,f8} y {costo,seniO}, A se

representa por

y (
cos eo
sen eo -seneo)

(OS lo '

respectivamente. En el primer caso la representación es reducible con las matrices
1 x 1 (e-iln) y (elfo) formando representaciones unitarias irreducibles. En el se-
gundo caso, si sólo se permiten cantidades reales, la representación es ortogonal ('
irreducible. El análogo del teorema de adición de los armónicos esféricos resulta ser
simplemente la fórmula de adición para el coseno.

Debe resultar claro que, en forma similar, se pueden construir armónicos "hi-
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peresféricos" en cualquier dimensión finita, los cuales sirven como base para repre.
sentaciones unitarias del grupo de rotaciones correspondientes.
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Abstract. The sphere is considered as a phase space in 5uch a way that
the rotations around the ccoter oC the sphere are canonical transforma-
lians. The Poisson bracket between functions defined on the sphere is
used to construct the spherical harmonics in an algebraic manner and
the relationship between the spherical harmonics and the rotation group
is shown.




