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Resumen. Se considera la esfera como un espacio fase de tal manera
que las rotaciones alrededor del centro de la esfera son transformaciones
candnicas. El paréntesis de Poisson entre las funciones definidas sobre
la esfera se emplea para construir los arménicos esféricos en una forma
algebraica y se muestra la relacién entre los arménicos esféricos vy el
grupo de rotaciones.

PACS: 02.20.Qs; 02.30.Gp; 02.40.—k

1. Introduccién

Las estructuras simplécticas aparecen en diversas areas de la fisica matematica. El
ejemplo mas ampliamente conocido de una estructura simpléctica se encuentra en
el espacio fase de un sistema de la mecanica clésica que tenga un nimero finito de
grados de libertad. En general, la existencia de una estructura simpléctica en algiin
espacio equivale a la existencia de una operacién entre pares de funciones definidas
en dicho espacio, llamada paréntesis de Poisson (véase, por ejemplo, la Ref. [1]).
Como consecuencia de las propiedades que debe satisfacer esta operacion, la di-
mension del espacio debe ser par y deben existir coordenadas, llamadas canénicas,
en términos de las cuales el paréntesis de Poisson toma una forma sencilla. La
superficie de una esfera, vista como parte de R?, tiene en forma natural una estruc-
tura simpléctica que estd relaciohada con la accién de las rotaciones en el espacio
alrededor del centro de la esfera.

En este articulo se considera la estructura simpléctica de la esfera inducida
por el grupo de rotaciones, mostrandose que el algebra de Lie de este grupo puede
representarse mediante funciones definidas sobre la esfera usando el paréntesis de
Poisson. Los arménicos esféricos se obtienen al buscar soluciones polinomiales de
la ecuacién de Laplace, hallando su correspondencia con tensores simétricos sin
trazas y su relacion con las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones. Se
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construye también la base ortonormal usual de los arménicos esféricos por medios
algebraicos.

Parte de los desarrollos que se presentan aqui requieren conocimientos basicos
del algebra lineal, especialmente acerca de operadores en espacios con producto
interior hermitico. A lo largo de este articulo se utiliza la convencion de suma: sobre
cualquier indice que aparece repetido en un mismo término hay suma sobre todos
los valores posibles del indice.

2. La estructura simpléctica de la esfera

En esta seccién se muestra que si se usan coordenadas apropiadas para la esfera,
entendida ésta como el conjunto de puntos (z,y, z) de R? tales que 2% + y* +2? = 1,
el efecto de cualquier rotacién alrededor del origen sobre los puntos de la esfera
esta dado por ecuaciones que tienen la forma de las ecuaciones de Hamilton de
la mecanica clasica. En otras palabras, se pueden definir coordenadas candnicas
sobre la esfera, analogas a las coordenadas y momentos de un sistema mecanico, y
cualquier rotacién sobre la esfera es una transformacion canodnica.

Al efectuar rotaciones por un angulo variable a alrededor de un eje definido
por el vector unitario @ = (ay, az,a3), la rapidez de cambio del vector de posicion

x = (z,y,2) = (¢',2%,2%) de un punto cualquiera de R® esta dada por

d

ﬁ - xx, (1)
con a medido en radianes, como puede verse de la Fig. 1, notando que la magnitud
de dx/da es igual al radio de la circunferencia descrita al rotar el punto x alrededor
de @, el cual equivale a la magnitud de x por el seno del angulo entre a y x.
Desarrollando el producto vectorial en (1) se tiene entonces

dz

— =a3z—a

do 2 3Y,

dy azr a

= = s 2

da 3 1

d

ﬁ = a1y — azr. (2)

Usando la relacién entre las coordenadas cartesianas y las esféricas

z = rsenfcos ¢,
y = rsenfsen ¢,

z =rcosé, (3)
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Ficura 1. Rotacién del vector x alrededor del eje a.

junto con las ecuaciones (2) se obtiene

dy dx
dg _d ¥ _"da Yda
e = Earctan; = I2—+y,2‘

= —aj cot § cos ¢ — a; cot @ sen ¢ + aj.
Introduciendo la variable
1= coséf,
se halla que

d¢ = [t cos @ Jisen @
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ad
= F™ [01\/1 — pheos ¢ +azy/1 — ﬂ258ﬂ¢+03#]
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donde
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De manera semejante,

d d
j—z — a (i) = l_z = ajsenf sen ¢ — azsenflcos ¢
a \r

rda

=a;\/1—p’seng —az\/1 — p?cos ¢

=—g—¢[al\ll—p2c03¢+ag\/1—,uzsend:-}-ag,u] =—g—j~. (7

A partir de las Ecs. (5) y (7) se ve que si se emplean ¢ y 4 = cos@ como
coordenadas para los puntos de la esfera, bajo rotaciones alrededor del eje @, el
cambio de estas coordenadas estd determinado por las ecuaciones

d¢ _9G  du G

da ~ au’ da 8¢’ (8)

las cuales tienen precisamente la forma de las ecuaciones de Hamilton con g ac-
tuando como si fuera el momento conjugado a la coordenada ¢. Asi, ¢ y u son
coordenadas candnicas y de la Ec. (8) se deduce que cualquier rotacién finita es
una transformacién candnica (véase, por ejemplo, la Ref. [1]). El que ¢ y cos # sean
coordenadas canénicas y que las rotaciones sean transformaciones canénicas puede
deducirse también notando que el elemento de angulo sélido, dado por sen 8 df d¢ =
—d(cos8)d¢, es invariante bajo cualquier rotacién (aunque de esta manera no se
obtiene la expresion para la generadora de una rotacién).

En términos de las coordenadas canénicas ¢ y p, el paréntesis de Poisson entre
un par de funciones f y g definidas sobre la esfera estd dado por

dfdg 9fdg

{f?g}=8¢a# EPErS (9)

Un célculo directo muestra que el paréntesis entre las funciones generadoras de
rotaciones alrededor de ejes a y bes [cf. la Ec. (6))

{a-ﬁ,é-ﬁ}:axé-%. (10)

En particular, las funciones

I
is® %

n
X|

(Ila)

o, en forma explicita,

n! =senfcosd = \/1 — p? cos 4,
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n =senfsen¢ = \/1 — p’sen¢,

3= cosf =y, (11b)

n

las cuales se obtienen haciendo @ = (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1) respectivamente en la
Ec. (6), son las funciones generadoras de rotaciones alrededor de los ejes coordenados
y, de acuerdo con la Ec. (10), satisfacen las relaciones

{n',n?} = ¢;pnt, (12)

donde ¢;;; es el simbolo de Levi-Civita; es decir, {nl, nz} = n? y relaciones similares
que se obtienen permutando ciclicamente los indices 1, 2, 3. La Ec. (6) muestra que
la generadora de rotaciones alrededor de un eje cualquiera es una combinacion lineal
de n!, n? y n®.

De las Ecs. (6) y (10) resulta que el vector unitario i = x/|x| tiene, en la estruc-
tura simpléctica de la esfera, el papel que posee el vector momento angular L en la
estructura simpléctica usual del espacio fase de un sistema mecanico. La ecuacion
(12) corresponde a las relaciones bien conocidas que satisfacen las componentes del
momento angular (véase, por ejemplo, la Ref. [2], Cap. VIII).

A partir de la Ec. (9) y de la regla de la cadena se tiene que, para una funcién
arbitraria f, {f,n'} = {2?,n'}(0f/0z’) y de (11a) y (12), usando que |x| es cons-
tante bajo las rotaciones, {z7,n'} = {|x|n/,n'} = |x|{n?,n'} = |x|e;un* = e;uz* =
e.'k_,-z"; luego

k
{f;nl} = €k T BxJ I(XXVf)I‘, (13)
asi que, definiendo los operadores diferenciales (L, Lo, L3) = L mediante

1
L=xx-V, (14)

?

los cuales son, excepto por un factor h, los operadores de momento angular orbital
que aparecen en la mecanica cuantica, la Ec. (13) equivale a la identidad

Lif =i{n?, f}, (i = 159:3) (15)

Los operadores L; son autoadjuntos, o hermiticos, con respecto al producto
interior ( , ) definido por

(f9) = jﬂ [0 F(8, 9)9(6, 6) sen 6 db d, (16)

donde la barra denota conjugacién compleja.
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Combinando las Ecs. (9) v (15) se obtiene que

sen §

Lf_z(&_ﬁa__%a_) — =t (.a..r.lia anja f
T\ 8¢ 0 Op 04 dp 90 90 4]’

y sustituyendo las expresiones (11b) resulta

Ly=: (sen qﬁ% + cot @ cos ¢g—¢) ;

Ly = —1 (cos d)g—e — cot # sen ¢%) g

d -
Lg — —1%. (17)

De la Ec. (15), la identidad de Jacobi y la Ec. (12) se halla el conmutador de los
operadores L; y Ly

(Lj, Lelf = LiLf = LeLif = {0’ {n*, f}} + {n*, {n?, f}}
= —{n?, {n*, f}} = {n* {£in}} = (£, {n',n*}}
={f,€jtrn"} = —€r{n”, f} = i€jae Li f
es decir
Ly, Lk] = i€jkr Ly, (18)

lo cual puede hallarse directamente de las expresiones explicitas (14) o (17).

3. Arménicos esféricos

A continuacién se muestra que ciertos polinomios homogéneos de grado £ en las
variables n' son soluciones de la ecuacién de eigenvalores

L*f=et+1)f, (19)

donde L? = L? 4 L} + L? es, excepto por un factor i?, el operador que representa
el cuadrado del momento angular orbital de una particula en la mecanica cuantica.
De las expresiones dadas en (17) se deduce que

4 1 a ] 1 9

R TS LR S, .y 20
50096 °"%56 ~ wenZd o (20)
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El operador L? aparece también en varios contextos debido a su relacién con el ope-
rador laplaciano; expresando el laplaciano en términos de las coordenadas esféricas
se encuentra que

2
L (21)
r2or Or r?
Las soluciones regulares (i.e., no divergentes) de la Ec. (19) reciben el nombre de
armonicos esféricos de orden /. _
Cualquier polinomio homogéneo de grado £ en las variables n' (siendo ¢ un
nimero entero no negativo) tiene la forma
pe(n®,n?,nd) = ¢ _gn'n? -0k, (22)
donde los coeficientes ¢;; j son constantes (reales o complejas) etiquetadas por ¢
subindices. El polinomio (22) es homogéneo de grado £ en el sentido de que todos sus
términos son de grado £ en las variables n' lo que equivale a que py(tn') = t'py(n').
El valor de cada uno de los 3¢ coeficientes cij. k puede escogerse en forma arbitra-
ria; sin embargo, el valor del polinomio (22) depende de solo ciertas combinaciones
de los ¢;; i las cuales resultan de agrupar términos semejantes. Por ejemplo, si
£ =2, la expresién (22) es en forma explicita

pa(R) = en1(n')? + ez2(n?)? + c33(n®)’
+ (e12 + c21)n1n2 +(c13 + C31)n1n3 + (c23 + C32)n2n .
por lo que, definiendo
&j = gleij +€i)s

se tiene que py(n) = &;n'n’, donde, debido a su definicion, los coeficientes ¢;; son
simétricos: ¢&; = ¢;;. En general, la ecuacién (22) equivale a

pelit) = &, gn'n? - nk, (23)
con
1
Cij. k= 7 sil€ij. k + ik + o+ crji
+Cik.i+ TGk ek ) (24)
donde la suma incluye todas las £! permutaciones de los indices 1,7, ..., k. La equi-

valencia de (22) y (23) puede comprobarse sustituyendo (24) en (23), notando que
las sumas multiples tales como ¢;; xn'n’---n" y ¢;_gntn' .- -nk son iguales en-
tre si. Los coeficientes &; _ son, por construccién, totalmente simétricos; es decir,
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Gij..k = Crs.1 8i los indices r,s,...1 se obtienen permutando los indices z,7,..., k.
El proceso dado por la ecuacién (24) que lleva de los coeficientes ¢;; x a los &;. &
se conoce como simetrizacion.

Asi, cualquier polinomio homogéneo de grado € en las variables n' puede ex-
presarse en la forma (23), con coeficientes &; x que son totalmente simétricos.
Tomando en cuenta la simetria ¢; i y que cada indice puede tomar tres valores
resulta que sélo (£ + 1)(£ + 2)/2 de los &k son independientes entre si; en otras
palabras, después de agrupar términos semejantes, los polinomios (22) y (23) tienen,
en general, (£+ 1)(£ + 2)/2 términos. Esto puede verse expresando a pg en la forma

pe= 3 aij(n)(n?) ()",
1.j20
i+3<t

donde ya se han agrupado términos semejantes. Puesto que ¢ y j deben ser enteros
no negativos tales que i + j < ¢, existen (€ + 1)({ + 2)/2 coeficientes a;;.

Debido a la forma en que fueron definidas, las variables n' son las componentes
cartesianas de un vector unitario:

5")‘n"n"' = ] (25)

por lo que, para £ > 2, en general el polinomio (23) se puede expresar como la suma
de polinomios homogéneos de grado £,£ — 2,¢ — 4,... Por ejemplo, si £ = 2, los
coeficientes ¢;; pueden descomponerse en la forma

&y = (&5 = §Erebij) + 3Errbis (26)

donde, por la suma implicita sobre indices repetidos, & = 11 + €22 + ¢33, lo cual

es la traza de la matriz (&;). La combinacion ¢;; — %é,,é;j es tal que su traza vale
cero. Usando las identidades (26) y (25) se tiene entonces

x P s . jo o
p2(n) = &jn'n? = (&; — %c,,éij)n'n’ + 3érrbin'n!
- 1=~ 1 "
= (&j — 3érebij) n'n? + i-c,-.-,

que es la suma de polinomios homogéneos de grados 2 y 0 en las variables n'. En
forma similar, como consecuencia de la identidad (25), resulta que el lado derecho
de la ecuacién (23) se puede escribir como una suma de polinomios homogéneos
de grados £,£ — 2,6 — 4,..., hasta 1 0 0 (dependiendo de que £ sea impar o par,
respectivamente) cada uno de los cuales es de la forma di; an'nt .- n*, donde los
coeficientes d;; i tienen todas sus trazas iguales a cero; es decir, la suma d;j. .r..r..k;
sobre cualquier par de indices, vale cero de tal manera que de estos polinomios no
se pueden extraer otros de grados menores. Como se muestra a continuacion, estos
polinomios son arménicos esféricos.
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PRrOPOSICION. El polinomio homogéneo de grado ¢
pe(R) = dij_gn'n? - nk (27)
con coeficientes totalmente simétricos es solucidn de la ecuacién de eigenvalores
Lpg = (€ + 1)pe, (28)
si y solamente si la traza de d;; j sobre cualquier par de indices vale cero
dij..v.vk =0, (29)

Prueba. Haciendo uso de la ecuacién (11a) se tiene
V2(r'pg) = VE(rld;; sn'n? - -nF)

= V(d;; 4a'a? - 2)

= di; 4V (z'a? ---2b),
y de la expresion del laplaciano en coordenadas cartesianas resulta que

Vi(z'zh o x®) =26V b p o gt 5TR),

(para £ < 1 ellado derecho de la ecuacién anterior vale cero) por lo tanto, suponiendo
que se cumplen las condiciones (29), V2(rfp,) = 0.

Por otra parte, de la identidad (21), notando que py depende sélo de las coor-

denadas 6 y ¢,

1d .d rf
270 = Rt 2_"t__ 2
Vi(r pe)—perzdrr " ,,zL Pe

=200+ 1)pe — L¥py]
de donde se concluye la igualdad (28). Es facil ver del desarrollo anterior que la

Ec. (28) implica las condiciones (29), completandose asi la prueba.

Con los coeficientes d;; ; en (27) siendo totalmente simétricos, las condiciones
) )
(29) equivalen a que la traza sobre el primer par de indices sea cero

drrij...k =0. (30)

Tomando en cuenta que d,,;; i es totalmente simétrico en los £ — 2 indices libres
1,7,---,k, las condiciones (3) son [(£—2)+1][({—2) +2]/2 = £(£—1)/2 restricciones
independientes sobre las (£ + 1)(€ + 2)/2 componentes independientes de dij k- Asi
que las soluciones (27) de la ecuacién (28) contienen [(£ 4+ 1)(£ + 2)/2] — [€(€ —
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1)/2] = 2¢ + 1 coeficientes independientes entre si. Esto significa que las soluciones
de la ecuacién (28) de la forma (27) forman un espacio vectorial de dimension
2¢ + 1. De hecho, como se demuestra mas abajo, todas las soluciones regulares de
(28) tienen precisamente la forma (27).

Luego, el obtener armdnicos esféricos de orden £ equivale a obtener coeficientes
di;. k, con £ indices, que tengan todas sus trazas iguales a cero. En los casos £ = 0
y £ = 1, en los que no se pueden definir trazas, no hay restriccién alguna sobre
los coeficientes. Aunque se pueden construir polinomios cuyos coeficientes tengan
todas sus trazas iguales a cero aplicando sobre cada par de indices el procedimiento
indicado en (26), este método es laborioso y no muy conveniente. Un método alter-
nativo resulta de que el paréntesis de Poisson de la generadora de alguna rotacién
y un armonico esférico da otro arménico esférico del mismo orden.

Para demostrar la afirmacién anterior conviene usar el que L? y cualquier ope-
rador L; conmutan. Usando las propiedades de los conmutadores y las relaciones
basicas (18) se tiene

(L%, L;] = [LeL, Lj]) = Le[Lx, L;) + [Li, Lj) Lk

LkikarLr =+ iekerrLk

I

ing,LkL,- + ierjkLkL, = ().

De acuerdo con la Ec. (6), la generadora de cualquier rotacion es de la forma G =
a;n’ (es decir, G es un arménico esférico de orden 1), por lo que si p¢ es un arménico
esférico, empleando la Ec. (15),

Lz{Glpf}

I

Lr“'{a_,'n",pg} = —iaJLzLjpg
= —ia;L;L*pe = —ia;L;€(£ + 1)pq

= 6L+ )a;{n?,pe} = (L + 1){G,pe},

lo cual significa que {G, p¢} también es un arménico esférico de orden £. Excepto por
el uso del paréntesis de Poisson, la deduccién anterior corresponde a la demostracién
que se da cominmente en los textos de mecanica cuantica de que al aplicar cada
operador L; a un arménico esférico se obtiene otro del mismo orden. Una ventaja del
empleo del paréntesis de Poisson es que con la generadora de una rotacién expresada
en la forma G = ajn’ y con p; dado por (27), el calculo de {G,p¢} se reduce al
empleo de las propiedades algebraicas del paréntesis y de las relaciones (12) (véase
los ejemplos que se dan mas abajo).

La base de los arménicos esféricos que se escoge usualmente estd formada por
aquellos que son eigenfunciones de L los cuales son, por tanto, ortogonales entre si
con el producto interior (16). Denotando, como es costumbre, por Yz, a un armonico



640 G.F. Torres del Castillo

esférico de orden £ que sea eigenfuncién de L3 con eigenvalor m; es decir,

L3Yen = mYim, (31a)
o equivalentemente
i{n®, Yim} = mYem, (318)
tal que
(Yem, Yem) = 1, (32)

con el producto interior (16) (lo cual define a Yy, hasta un factor complejo de
médulo 1), de las ecuaciones (18) se deduce que (L) + 1L2)Y, es eigenfuncién de
L3 con eigenvalor m % 1, siempre y cuando (Lj £ 1L2)Yym no sea cero,

La(Ly £ 1L2)Yem = [L3, L1 £ 1L3)Yem + (L1 £ 1L2) L3Yem
= (1L £ 1(—1L1))Yem + (L1 £ iL2)mYy,

=(m=%1)(L; £1L2)Yem.
Esto significa que

(Lr £iL2)Yem = C1(€,m)Yem+1, (33a)

i{nl + inzu Yfm} = Cd:(fvm)}/[,m:l:h (336)

donde C4(f,m) y C_(f,m) son constantes cuyo médulo estd determinado por las
condiciones de normalizacion (32)

|C+(&,m)|? = ((L1 £ iL2)Yem, (L1 £iL2)Yem)

((Ly FiLl2)(L1 £1L2)Ym, Yem)

= ( L2 +L2 d:l[LluLZ] YlvaCm)

(L ~ L3 ¥ La)Yom Yom) = L€ +1) - m? Fm,

donde se ha hecho uso de la hermiticidad de los operadores L, y de las relaciones
(18), (28) y (31a). Conviene tomar los Yz, de tal manera que las constantes C+ (£, m)
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sean reales y positivas, con lo que
Cx(t,m) = [t +1) —m? Fm]'2 = (£ Fm)(L £ m + 1)]'/2, (34)

Puesto que

0 < (L1Yem, L1Yem) + (L2Yem, L2Yem)

= (L} + L)Yem, Yem) = ((L* = L3)Yom, Yem) = (€ + 1) — m?,

los valores de m, para ¢ fijo, estan acotados. Si M denota el maximo valor de m,
entonces (Ly +1L2)Yypy debe ser cero, ya que de otra manera seria eigenfuncién de
L3 con eigenvalor M + 1. Por consiguiente, C(¢, M) = 0, lo cual, de acuerdo con
la Ec. (34), implica que M = £. En forma similar resulta que el minimo valor de m
es —¢, por lo que los eigenvalores de L3 son £,£ —1,...,—¢.

Luego, el arménico esférico Yy, del cual pueden obtenerse todos los demaés Yy,
aplicando repetidamente el operador (L) — iL2), es tal que [véase la Ec. (33b)]

{n! +in? Yo} = 0. (35)

Notando que, de la deﬁnicion (9), {f, g} es precisamente el jacobiano d(f, g)/8(¢, ),
la Ec. (35) equivale a que n! + in® y Yy sean funcionalmente dependientes; es decir,
Yie es una funcién de n! + in? solamente. Como Yy es un polinomio homogéneo de
grado £, resulta entonces que

Yy = C(n! + in?), (36)

donde C es una constante de normalizacion. Un célculo directo muestra que, efec-
tivamente, (36) es eigenfuncion de L3 con eigenvalor £ ya que por (15) y (12)

Ly(C(n' +in®)Y) = i{n®,C(n! +in?)%}
=1Cl(n! +in?)H{n? n! 4 in?)
= iCl(n' + in®):"1(n? — in!)
= C(n! +in?)t.

Se puede ver también que Y} es necesariamente un polinomio homogéneo de grado
¢ en las n'. Usando que i{n® Yy} = ¢Y; y que, de acuerdo con la Ec. (35), Yz =
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Yee(n' + in?) se tiene

_ _ . dYpe(n' +in?)
3 B | 2 te
i{n’, Yo} = i{n”,n" +in”} d(n! + in?)

dYy(n' + in?)

1y a2
= i

=Y,

de donde, integrando, resulta la expresion (36), demostrandose asi la afirmacion
hecha mas arriba acerca de las soluciones de (28). En forma similar se encuentra
que Yy _¢ es multiplo de (n! — in?).

Si en lugar de buscar los armonicos esféricos que son eigenfunciones de Lj, s
buscaran, por ejemplo, los que son eigenfunciones de L, todos ellos se obtendrian
aplicando repetidamente Ly — iLz a (n® + in?)t. Nétese que, debido a la expresion
de L dada en (17), estas funciones no serian separables en las coordenadas ¢ y @
(i.e., no se pueden expresar como producto de una funcién de 8 por una de ¢) y
por lo tanto, no podrian obtenerse por los procedimientos usuales. De hecho, en
la derivacion dada aqui no se han empleado las expresiones (17) en términos de
coordenadas.

En funcién de las coordenadas esféricas, la ecuacion (36) da Yy = C sen® ',
La constante de normalizacién esti determinada por la condicion (C senf fet®,
Csen!0et?) = 1, asi que

2r T _
014 = / / sent e~ senf 0" sen 0 dO do
0o Jo

x 1
:21.’/ sen®*t1 9 dp = 2JT/ (1 —,(t?')(a'p!,
4

0

y efectuando el cambio de variable v = (1 4 11)/2, resulta

A 4m(200))?
ST IS U A R .
|C]™* = 272 ]0 v (l—v) dv 2T )

La fase de C se escoge de acuerdo con

(=D [(ee+
@ 2581[ 4 ]

Como se senald arriba, los demas Yy, se obtienen de Yy, usando las relaciones (33).
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Por ejemplo, de (33), (34) y (36)
Yeoo1 = (207 2i{n! —in?, C(n' +in?)t}
= (207124 Ce(n! + in?)* ! — in? n! + in?)
= (20)712%Ce(n! + in®)t12in?
= (20)12C(n! + in?)" 103,

Cuando m = 0, de la ecuacién (31b) resulta que {n% Yy} = 0 de donde se
concluye que Yy depende solamente de n® = cos#. De hecho, Yy es miiltiplo del
polinomio de Legendre Py(cos#), lo cual puede verse sustltuyendo Yoo = Yio(cost)
en (28) que se reduce entonces, usando (20), a la ecuacion de Legendre. La relacién
exacta es Yy () = [(26+1)/47]"/2P)(n%). Aunque Yy es un polinomio homogéneo de
grado I que sélo depende de n?, Yy no es simplemente un miltiplo de (n*)¢ puesto
que si (n*)¢ se escribe en la forma (27) entonces solamente el coeficiente di3._ 3
es distinto de cero y la condicion (29) no se satisface; en cambio, los coeficientes
correspondientes a (n! + in?) si cumplen la condicién (29).

Todos los Yy, pueden obtenerse también a partir de Yyy: usando repetidamente
las ecuaciones (33b) y (34) se ve que para m > 0

¢ —m)i*? |
( m),] (L1+iL2)"Yeo

B s

¢ —m)! 1/2< . 9 1
:[24:155+m§!] ™{n! +in’ (... {n! +in?, Py(n®)}.. })

pero, por la regla de la cadena y la ecuacion (I‘)) pala. cualquler funcién f(n?),
{n} +in?, f(n®)} = {n' + in?, n’ M df dn®) = i(n + in?)(df /dn®) y puesto que el
paréntesis de Poisson de n' + in? con cualquiera de sus potencias vale cero resulta

o A+1(6—m)? |, 4™ s
Von8) = (- [ LG s intyn s S, o)
Procediendo en forma andloga para m < 0, se obtiene
flm = (_I)m},!,—m- (38)

4. Representaciones del grupo de rotaciones

Los resultados de la seccién anterior permiten ver facilmente que al transformar
las coordenadas z' mediante una rotacién alrededor del origen, cualquier arménico
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esférico de orden £ se transforma en otro del mismo orden, por lo que se tiene una
representacion lineal del grupo de rotaciones en el espacio vectorial de dimensién
2¢ + 1 formado por los armonicos esféricos de orden £. Dicha representacién es
unitaria e irreducible (i.e., no existen subespacios de dimensiones mayores que cero
v menores que 2f + 1 que sean invariantes bajo todas las transformaciones).

Bajo una rotacion alrededor del origen, el vector de posicion x de cualquier
punto se convierte en un vector x' = Ax, donde A es una transformacion lineal. Las
componentes cartesianas de x' estan dadas por

n

' = (Ax)' = aj-:s’, (39)

donde (a}) es una matriz real 3 x 3 ortogonal (i.e., su inversa es igual a su tras-

puesta) la cual caracteriza, o representa, a la rotacion en cuestion. (El elemento a;
se encuentra en el renglén i y en la columna j de la matriz (a}).) Si f(x) es una
funcién cualquiera, ésta se puede rotar produciéndose una nueva funcién, Af, dada
por

(Af)(x) = f(A7'x), (40)

donde A7! es la transformacién inversa a A. Es facil convencerse de que esta de-
finicién es la apropiada: el valor de la funcién rotada en un punto x es igual al
valor de la funcién original en el punto que se obtiene rotando a x en la direccién
contraria.

De su definicién es claro que la rotaciéon A, actuando sobre funciones, es un
operador lineal. Ademads, A es unitario respecto al producto interior (16), puesto
quesi f y g son dos funciones arbitrarias el valor de la integral que define a (Af, Ag)
no cambia si las variables de integracion se llaman x',0' y ¢' en lugar de x,0 y ¢:

2r prw
(AfaA!])='/0 /; (Af)(x')(Ag)(x") sen 8’ dO' d¢'.

Usando la definicion (40) y tomando X' = Ax como en (39), de la invariancia del
angulo sélido bajo rotaciones (sen @' df' d¢' = sen § df d) resulta

VLS S
(4,49) = [ [ Toa(x)senodods = (£,9)

que caracteriza a un operador unitario.
Sabiendo que cualquier arménico esférico de orden £ es de la forma

pe(it) = dij_gn'n? -k,

con todas las trazas de d;; j iguales a cero, se deduce que bajo cualquier rotacién
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A, la funcién Ap; también es un arménico esférico de orden ¢ puesto que, de (40),

(Ape)(R) = pe(A7'R) = dij_p(A7'R) (A7TA)Y - (A7 A)*

k

=d;; pain"@ln® - i ;

n' = d’r,m,n’n' B
con

d,

ra.d = &:&-; e afdij‘..k (41)

donde (&}) es la matriz inversa de (a;) [véase la Ec. (39)]. (La ecuacién (41) puede
reconocerse como la “ley de transformacion” de las componentes de un tensor £
veces covariante bajo la transformacién (39). Véase por ejemplo, la Ref. [3].) La
traza de d;, , sobre cualquier par de indices es igual a cero debido a que, con (a})

siendo una matriz ortogonal, &f = ai; luego, atah = atah = 6™ y

— &= ~n ~ =~ k
d‘rs...u‘..u...t = a,aj} - Ty '(Iﬁ : rinily dij...n...p.“k
i -k
= a:.a.; ceely d:j...n...n...k =0.

Por ejemplo, si se emplean los Yy, (con —¢ < m < {) como base para los arménicos
esféricos de orden £, cada rotacion (39) representada por la matriz real 3x3 ortogonal
(a_"-), queda también representada por la matriz compleja (264 1) x (2£ 4 1) unitaria,
(DM definida por

AYpm = DYy (con suma sobre m'). (42)

Para ¢ fijo, las matrices unitarias (D;::J) forman una representacion lineal irreducible
de dimensién 2¢ + 1 (i.e., actian sobre un espacio de dimensién 2¢ + 1) del grupo
de rotaciones. Cualquier representacion lineal irreducible de dimension 2¢ 4 1 del
grupo de rotaciones equivale a la dada por las matrices (DI'). Las matrices (a}),

por ejemplo, son una representacion equivalente a la definida por las matrices (DQ')
con £ = 1 en el sentido de que unas se obtienen de las otras mediante una misma
transformacion de similaridad. Para las dimensiones pares solamente existen repre-
sentaciones irreducibles del grupo de rotaciones doblemente valuadas, que algunas
veces se llaman representaciones espinoriales, las cuales no son equivalentes a las
definidas arriba.

. . ! . . .
Una consecuencia de que las matrices (D] ) sean unitarias, es decir, de que

"

Dm DR = gm'm (con suma sobre m) (43)

es que si n y it' son dos vectores unitarios cualesquiera, entonces para cualquier
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rotacion A, usando (42) y (43),

£ £
Y (AVem) (@) (AVim)(2) = Y DRV (W) DI Yo ()
m=—{ m,m' m'=—{

Il

an )Yem(#).

m=—{

Escogiendo A de tal manera que A~'4 = (0,0,1), resulta que (AYpn)(R) =
Yem(0,0,1), lo cual de acuerdo a las Ecs. (37) y (38) vale cero para m # 0 y es
igual a [(2¢ + 1)/4x]1/2P(1) = =[(2¢+1) 47r]1/“ para m = 0. Por lo tanto, nota.ndo
que la tercera componente deA 13! es (A 7')-(0,0,1) = (A~'a") - (A~ 'h) = 7' -5,
se concluye que

L r vz
Y AT @ AYen) ) = | 2| AT
: 1172

= | B vty

. '(254::1) P! - 1),

es decir
4r S —
Bl o] i m; Vom (') Ve ()

lo que se conoce como el teorema de adicién de los arménicos esféricos.

5. Observaciones finales

La posibilidad de representar el dlgebra de Lie del grupo de rotaciones mediante
funciones definidas sobre la esfera [Ecs. (10) y (12)] esta garantizada por el hecho
de que dicha algebra es semisimple (véase por ejemplo, la Ref. [4]). En cambio, en
el caso del plano euclideano, donde las coordenadas cartesianas,  y y, son coor-
denadas candnicas y las rotaciones y traslaciones son transformaciones canénicas,
las funciones generadoras de éstas no obedecen las relaciones del algebra de Lie del
grupo de movimiento rigidos del plano.

Algunos de los resultados de las secciones 3 y 4 tienen analogos en el caso en
que se tenga una circunferencia de radio 1 en lugar de una esfera. Sobre el conjunto
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de puntos de R? que satisfacen la ecuacion 2% + y? = 1, se definen las funciones

= cos 0, n?= < =senb, (44)

P
A==
¥

5 =

donde r y f son coordenadas polares. El polinomio homogéneo de grado ¢ en las
variables n! y n? dado por

pe(i) = dij_gn'n? - n¥, (45)

con coeficientes totalmente simétricos, satisface la ecuacion

9° a! ¢ B
(G + ) trir0 =0 (46)

si y solo si las trazas de d;; x son cero
drrl]...k =0. (47)

(La demostracién es esencialmente la dada en la seccién 3.) Debido a que cada
indice en la Ec. (45) toma sélo dos valores, existen solamente ¢ + 1 coeficientes
dij._x independientes entre . Para £ > 1, las condiciones (47) hacen que py tenga
(£41) = [(£—2) + 1] = 2 coeficientes independientes si se cumple la ecuacién (46);
por lo tanto, los polinomios homogéneos de grado £, con ¢ > 1, que satisfacen (46)
forman un espcio vectorial de dimensién 2. Cuando £ = 0, la dimension del espacio
correspondiente es 1.

Los polinomios (45) que cumplen la Ec. (46) podrian ser llamados arménicos
circulares de orden £. Para £ > 1, una base para estos polinomios esta formada por
(n! +in?)t y (n! - in?)! [cf. (36)], es decir, por ¢ v ¢ o alternativamente, por
cos £6 y sen £6. El efecto de una rotacion alrededor del origen por un angulo a sobre
cualquier funcién f(0) es (Af)(0) = f(0 — ). Aplicando la rotacion A sobre cada
elemento de una base y exptesando el resultado como combinacién lineal de esa
misma base se obtiene una matriz que representa a la rotacién A en forma analoga
a (42). De esta manera, respecto a las bases {e? e "0} y {cos£f,senlf}, A se

representa por
it cosfa —senla
i &% ¥ senfla  cosfa )’

respectivamente. En el primer caso la representacion es reducible con las matrices
1x1 (e y (e'*®) formando representaciones unitarias irreducibles. En el se-
gundo caso, si sélo se permiten cantidades reales, la representacién es ortogonal e
irreducible. El analogo del teorema de adicién de los armonicos esféricos resulta ser
simplemente la férmula de adicién para el coseno.

Debe resultar claro que, en forma similar, se pueden construir arménicos “hi-
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peresféricos” en cualquier dimensién finita, los cuales sirven como base para repre-
sentaciones unitarias del grupo de rotaciones correspondientes.
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Abstract. The sphere is considered as a phase space in such a way that
the rotations around the center of the sphere are canonical transforma-
tions. The Poisson bracket between functions defined on the sphere is
used to construct the spherical harmonics in an algebraic manner and
the relationship between the spherical harmonics and the rotation group
is shown.





