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Resumen. Mostramos la utilidad del teorema hipervirial para obtener
elementos de matriz entre eigenestados del potencial de Morse.

PACS: 02.90.4p; 03.65.Fd

1. Introduccién

En {1] se utilizé el teorema hipervirial (TH) [2] para determinar elementos de ma-
triz para el oscilador armonico unidimensional, sin embargo, no conocemos alguna
publicacién donde se aplique el TH al calculo de elementos de matriz asociados al
potencial de Morse [3,4], aqui tratamos de remediar en parte esta tultima situacion.
En general, al emplear el TH basta conocer el potencial V' y el correspondiente
espectro de energia E,, haciéndose asi innecesaria la férmula explicita de la funcién
de onda v, opinamos que aqui radica la principal relevancia del TH. En la Sec. 2 se
utiliza el TH para a) demostrar que (n|e~®%|n) = (n|e~2%%|n), b) calcular (m|uln),
n > m una vez ya conocidos los elementos (m|e~%%%|n), § = 1,2, y c) Mostrar que los
(m|e=P3%|n), B = 3,4,5... son obtenibles a partir de (m|e~%%|n) y (m|e~2%*|n). En
la Sec. 3 se exponen las férmulas generales de [5,6,7] para (m|e~#%|n), enfatizandose
que atin no se ha probado la equivalencia de la férmula de Rosen [5]-(Vasan-Cross) [6]
con la expresién obtenida por Berrondo et al. [7].

2. Teorema hipervirial

En este trabajo nuestro objetivo principal es el cilculo de elementos de matriz para
el potencial de Morse en el caso de un centro, es decir, debemos determinar integrales
del tipo

(mlf(r)in) = /0 ® b f (") n dr, (La)
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donde %u’)m es la funcién de onda radial (constante de Planck y masa reducida
iguales a uno)

d2
qu + 2[E, — V(r)]$n = 0. (1.b)

El procedimiento directo para evaluar (1.a) consiste en sustituir ahi las expresio-
nes explicitas de f y ¥, v después efectuar a pie las integrales correspondientes.
Sin embargo, en [1] se mostré que para el oscilador arménico el toerema hipervi-
rial 2] permite calcular (1.a) sin utilizar la férmula explicita de la funcién de onda.
La ecuacién de Schrodinger contiene toda la informacién sobre nuestro sistema
cuantico, entonces parte de esta informacién se almacena en el teorema hipervirial
el cual a su vez se emplea para estudiar (1.a) sin tener a ¥,, explicitamente.
De (1.b) no es dificil [2] obtener el teorema hipervirial

(Em = En)*(m|fIn) + 3(mlf""n) + (Bm + Ea)(mlf"|n)
=2(m|f"VIn) — (m|f'V'|n) =0, (2)
donde las primas denotan derivadas respecto a r. Nétese que (2) exige conocer el es-

pectro de energia asociado al potencial V' (r). Si ahora nos limitamos a la interaccion
de Morse (3]

Vi(r) = D(e“z"" - 25_‘“‘), uw=r—"mg
2 (3)
7
Eﬂz_#by b=K —-2n-1
8
donde los parametros D, K, a, rp y la correspondiente funcion ¢, se han explicado

en [4]. Como r y u difieren por una constante aditiva entonces es claro que (2) es
valido con las primas representando derivadas respecto a u, ademas (1.a) nos queda

(mlf(r)ln)=f_ Ym(w +710) f(u + ro)ihn(u + ro) du. (4)

Enseguida haremos algunos ejemplos [para (3)] con funciones particualres, esto
con el fin de ilustrar cémo (2) permite obtener alguna informacién sobre determi-
nados elementos de matriz.

a) f(r) = r — rg, entonces de (2,3)
(Em — En)*(mluln) = 2aD(mle™" — e~2%|p), (5)

que a su vez origina dos situaciones, a saber:

iJn=m
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Entonces (5) implica
(nle™In) = (n|e™***|n), (6)

es decir, son idénticos entre si los elementos diagonales para e™** y g% Enfa-
tizamos que (6) es un resultado obtenido sin conocer explicitamente a 1y, ni al
espectro Ep,; en la Sec. 3 observaremos la validez de (6) mediante las formulas
de Rosen [5], Vasan-Cross [6] y Berrondo-Palma-Lopez (7], en efecto, veremos que
(nle=%¥|n) = $(K —2n —1).
ii)n>m

Asi (5) conduce a

2aD
(mluln) = Tp——pya(mle™*" ~ e7**In), (Ta)

esto significa que una vez conocidos los elementos de matriz (m|e_9“|n), f =1.2,
entonces quedan determinados los elementos (m|u|n) paran > m. De las expresiones
de [5,6,7] tenemos que

(mle”*|n) = A=

(=1)%t™ [blbgnlf‘(h' —n)

1/2
=K — -1
K mIT(K — m) ] ,  Bi=E-am-l

(7.b)
(m|e™2%|n) = —[n+1 (K=n)-m(K-m-1)], b=K-2m-1,

con I denotando la conocida funcién gama. Por lo tanto, al sustituir (3,7.b) en (7.a)
obtenemos

AK
{mlu‘n)za(m—n)(]{rn—m—l)’ n > m. (7.¢)

Este resultado (7.c) también fue deducido por Gallas [8]: este autor no utiliza el
teorema hipervirial pero si emplea una férmula no-trivial entre funciones gama, a
saber (n > m):

m![(K —m i (n-m+j-DITK-n-m+j—1)
nll['(K —n) JIN(K —2m + j3)

=0

B 1
T h=m)(K-n—-m-1)

(7.d)

Aqui y en las Refs. [5,6,7) no se necesité (7.d). No trataremos el caso diagonal
(n|u|n), el cual puede encontrarse en Gallas [8] (calculo analitico) y en Sandoval [9]
(diferenciacién paramétrica).
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b) Sea f(r) = e~#*r=70) 8 = 0,1,2,.... En consecuencia, de (2,3) es inmediato que
(para n > m)

64
(B = Bt 4 55 4 a4 B2) (ke

~28Da*(1 + B)(m|e~*P+D¥|n) 4 28Da*(1 + 28)(mle P+ n) =0 (8.q)

asi, por ejemplo, si # = 1 entonces (8.a) implica

4
(B = Ba)? + 5 + a*(Bm + Bn) | (mle™"|n)
—4Da’(mle™3%*|n) + 6 Da’(mle™**|n) = 0 (8.5)

y si en (8.h) sustituimos (3,7.b) resulta que

(m|e*%|n) = g {(n+1)(K —n) 3(n+2)(K —n+1)—m(K —m— 1)]

K?
+lm(m - 1)(K —m - 1)(K = m - 2)} (8.c)

que también es obtenible a partir de las relaciones de [5,6,7]. Asi, (8.h) nos muestra
que basta conocer (m|e~%%%[n), 6 = 1,2, para determinar (mle‘““ln) Si en (8.a)
ponemos # = 2 entonces (m!e“’““|n) es determinado por (m|e~%¥|n), v = 2,3,
etc. En resumen, mediante (8.a), un proceso de recurrencia y los elementos de
matriz (m|e=®%|n) y (m|e™2**|n) podemos calcular (m|e™#%%|n), 8 = 3,4,5,...;
esto muestra la utilidad del teorema hipervirial.

3. Elementos de matriz para e~ 5%
En la seccién anterior empleamos los resultados (7.5), aqui los justificaremos mos-

trando expresiones generales para (m|exp(—fBa(r —r))|n), #=0,1,2,....
De acuerdo con (4) tenemos que

(mle=99|n) = [ Ym0y, du, (9.0)

Rosen [5] y Vasan-Cross [6] sustituyeron en (9.a) la expresién explicita [4! de b,
asociada al potencial de Morse, entonces después de efectuar diversas ,nwgmles
entre polinomios de Laguerre obtuvieron

(m!e—ﬂauln) - (

—1)™m [y bymIT(K — )]”2
K7 [ n![(K —n)
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y i (P4 B DK -n—14F-4) 4,
=0

Jlm~ gL (R —~m—J)L(f~d)

recordar que by = K —2n — 1y by = K — 2m — 1. Si en (9.b) colocamos = 1,2
deducimos las relaciones (7.h); ademas, conn =m y 3 = 1,2 de (9.b) probamos (6)

by

—au o —2au L
(nle™|n) = (nle™***n) = .,

(9.¢)

resultado que también fue obtenido por Huffaker-Dwivedi [10] mediante operadores
de escalera construidos con el método de factorizacién de Infeld-Hull [11] (en esta
Ref. [11] también se calcula (7.c) con operadores de creacién y aniquilacién).

Por otro lado, en [7] se utilizé el hecho de que el potencial de Morse es equivalente
a un oscilador arménico bidimensional, y se obtuvo que (n > m)

(mle o) = ¢

—U“ﬂ[hhmTUY—mquz nl

KP n!C(K — n) I'(K —m)
S (0-Q\(0+Q) (K-n—-2+8—j)
<2 () () = e

donde 0 = 3 -1, Q =n—my (;’) representan coeficientes binomiales; de (9.4
también son inmediatas (7.5,9.c). Hemos probado directamente que (9.5, d) conducen
a los mismos resultados para los casos i) n, # arbitrarios y m = 0,...,2; ii) n,m
arbitrarios y 8 = 0, ...4, sin embargo, hasta ahora nadie ha podido demostrar que
(9.0) y (9.d) son completamente equivalentes. Quiza un método para tal fin seria la
induccién matemaica: Dejar n,m arbitrarios y aceptar que (9.b,d) coinciden para
algiin 3, y entonces probar su igualdad para (3 + 1).

Para finalizar, hagamos el siguiente comentario. En este trabajo nos hemos
interesado en elementos de matriz para el potencial de Morse, la mayoria de los
métodos para calcularlos son directos en el sentido de que en todo momento nos ocu-
pamos con (3). Por ahora investigamos un método indirecto (es decir, sin utilizar (3)
explicitamente): el proceso indirecto empleado en [7] se apoya en la analogia de los
osciladores de Morse y arménico en dos dimensiones, nosotros deseamos explotar
la equivalencia entre los potenciales de Coulomb y Morse descubierta por Lee [12],
originandose asi la posibilidad de que diversos elementos de matriz para Morse sean
consecuencia inmediata de elementos de matriz para Coulomb ya conocidos en la
literatura [13,14].
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Abstract. We show the usefulness of the hypervirial theorem to obtain
matrix elements between eigenstates of the Morse potential.





