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Resumen, I:n estl' trabajo!i(, estudia ('1 problelll;t de la int.eracción de
dos pS¡H'ciPS hiológirO!s. El ,In;ílisis ('S aplir<tble a pl'lIhll'lIJas dOlldt' la
intera.(ción es del lipa prt'sa.predador. S<:,estudia ,,1 1II0d('lo de Lotka-
Vo1t<:'rrasin contemplar la condición de anlisimetría de los parámetros,
Se obtiene ulla constante de lnovillliento p;lra el sistema {[lit' satisface
las ecuaciollt's de lIamiltoll. Deducimos la fOlls<:'f\'at.iólJ dI' la dt'llsidad
tIe pUlltos ,'11 el espacio de fases (Teorema dI' Ljoville) y postulamos
que los mismo se distribuYf'll según la Ley Canónica, dI' Cihhs, Se
encuentran leyes ('(luivalt'lItl's a Itts ley~s físira.s f1JltdauJl'fllall's d(' la
ITIN:ánica estadística y la tNlllOdinámica. Se illtl'oduft.' l,l ('OIlCl'pto de
ecotelllperatllra dI' la ttsodarión y SI' obtit'lll'll prl)lIlt'dios ¡h' fUllciones
de iutcrés ('('ológico, Se Ol>ti('II(,1IrdaciolJt's t¡UI' pl.'l'lIIit('n ralcular la
totalidad de los Pttl',íllJC'lros tlt'l lllodt'lo ol'igilJ<t1 ,\ partir dE' datos y
curva.s eXIH'rilllt'lltal('s, Se l'l'alizdn aplicaciollt's,l()¡!,r;íll(los(' IJIlaceptahle
gr,uio de aju!'>te,

PACS: 89.60,+x¡ 87.10.+1'; 0!'.i.90.+m

1. Introducción

Existen ejemplos en la naturaleza de ('COsistl'Illas ("Qmpuestos por ('slH'cil's biológicas
illteractuantes donde loS d(,llSiJa(h~s poblilciolJitles de lils 1IliSlllMi flut'túalL CIJ el
tiempo regui,Hlnclltl' con alllplitud aproxilllodalTll'nle constant(' [ver por ejemplo
lIuffak,'" (19"i). ~la(Luli(li (l93i).lIe,.g,',.ud (19S:!)I. Lotka (InO, 19"6))' Voltcrra
(19~n, 1!.J:l7) fueron los primeros ell propOIH'r rnodelos lIlalemáticos para este tipo de
probkmos, El discutido mo<kio de LolKa- \'olterra para el problema prf'sa-predador,
a pesar de su profunda idealización, ha sl'rvido de referencia a múltiples estudios
realizados con posterioridad. Su pff'diccióll d(') comportamiento cíclico de las varia-
bles y su aplicación ron éxit.o relatin) a problemas concretos, han sido •.•Iguna:,; de
I<\s razones fUlldam('lItales por las cuales lH'rduró. La illcorporaci/llI dl'l tratamient.o
llll'céÍllico-esta<iístico al mo(If'lo de Lot ktt- \'olterrtt n'alizatlil por I\('rnel' ( 1~).)i. 19;j9,
1!)61) Y Coe! y colab, (1971) posil,ilit(') la ¡¡p1ir<lCi{'1l1del illldallliilje físicu <¡lIe pro\"ce
lit llll'ciÍllica-cstadistictt abri/'lldosl'. dI' ('stl' lllodo. lIlli-l IIlW\'i\ lH'rSIH'ctiva de induda-
hle valor. EI'lIl'senlt' trabajo "reSt'lIta lI11it11lE('\"at('cnica para l,t l"('solución dI'! 1II0-
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delo de Lotka-Volterra. Con fines ejemplificativos se propone una metodología que
posibilita eludir la restricción de la antisimetría de los parámetros, siendo ésta una
de las causas que imposibilitan, en gran medida, Sil aplicación práctica. El camino
aquí propuesto permite arribar con simplicidad a una constante de movimiento para
el sistema (equivalente a la obtenida por Kerner, pero prescindiendo de la condición
arriba expuesta). Es éste el punto de partida para el desarrollo de la teoría mecánico-
estadística que se realiza a continuación. De este modo se obtienen la expresión de
magnitudes físicas fundamentales y se allé\liza su sigllificado ecológico. A partir del
análisis estadístico se obtienen rc1aciollf'squ(' Ilosi!>ilitan,sin ningún parámetro lihre
de ajuste, la inmediata aplicación de los H.'sllltados obt.enidos. En nuestro análisis
supondremos que la variación de tina población n'al puede suponerse corno la super-
posición de una cornponenete determinística responsable del comportamiento global
del sistema y su tendencia en el tiempo, y tilla componente estocástica con el fin
de contemplar una multiplicidad de factores que varían azarosamente en el tiempo
(temperatura, humedad, enfermedades, prescTlcia del hombre en el ecosistema etl

estudio, etc.), factores que, hemos supucsto, no producen cambios sustanciales ('11

las propiedades generales del sistema.

2. Modelo matemático: planteo y resolución

Cuando la interacción entre las especies es del tipo presa. predador, es decir una
de ellas (presa) sirve de alimento a la otra (predador), el sistema de ecuaciollc~
propuesto es el siguiente,

dS,
--- ; (-1" + (1'1.\'1)'\'.'di - - -

(1)

donde NI es la densidad poblacional de la presa, N2 la del predador, 1'1 Y "2 son
los índices de crecimiento de la presa y del predador, rcspt.."Ctivamente;al2 midc el
grado de pcrjuicio que origina para la presa la presencia del predador y a.n indica
el beneficio que ocasiona para el pf(-'~Iadorsu encuentro con la presa. Todos los
coeficientes del sistema (1) son positivos.

Volterra supone, para cncontrar la solución de éste sistema, que se vcrifica la
condición al2 = -a2t. Nosotros cncararemos el prohlema desde otro punto de vista:
definiremos lluevas variables que aseguran la existell(:ia de una integral de movi-
miento. Los valores de equilibrio del sistema (1) son

r2
ql ;

a21
(2 )

rl
92 =

(lL!
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Definimos Ia.<¡nuevas variables VI y V2 del siguiente modo

v¡ = In (~¡),
(No)tI2 = In q2- .

En las nueva.<¡variables el sistema (1) es

<IV)di = r¡(1 - exp(v,)),

Suponcmos la cxistcncia de ulla función ll(t'I.I':d que satisface

:!..H(v¡, v',) = aH dv¡ + all dv, = 0,
di • av. di av, di

Una condición suficiente para el cumplimiento de la condición (5) es

aH dv,
av¡ = di'
aH dv¡
ov, = -di'

(3)

(4 )

(5)

(6)

estas últimas son las ecuaciones de Hal1lilton
l
y I/(V), V2) es el hamiltoniano del

sislema (4),
De la comparación de lo~ sistemas (.1) y (6) se desprende que

OH
-,- = -r,( 1 - exp(t'. ¡¡,
cJl')

integrando

donde 4>(V2) es una función arbitraria.
Del mismo modo

aH
;;- = -,'¡(1 - exp(v2)),
uv2

(7)

(8 )

(9 )



658 Ilugo Felasco y E::jo ,t/archj

,ntegrando

11("1. ",) = -rl('" - exp(",)) + tJ(vIl, ( 10)

donde d( VI) es, también una. función arbitraria.
A partir de las ecuaciones (8) y (lO) encontramos la expresióll general explícit.a

para el hamiltoniano

(ll )

Esta expresión, puede S('[ descompuesta. en dos términos, cada uno dependiendo
de una variable, esto es

( 12)

donde

/{¡(V¡) = -1':!Ul +r2exp(v¡),

Es claro que la suma de illllho!' términos, 111 y 1/2, permanece constante en pI
tiempo. no necesariamente cada lUlO de ellos.

Sea

v = -l",!V¡ + 1'2cxp( VI),

por (1]), se verifica tambiéII <¡llt'

(14)

( 15)

con JI constante. En la Fig. 1, se han grafieado las curvas V' US. t'¡ a la izquicl'da y
V t'S. V2 a la derecha, esta l'J!tirna paril tres valof('s distintos de li_

La curva de la izquierda lieue un míuimo f'1l 1'1 = O, V = 1'2. Lil ('un-a d(, lil
derecha presenta un máximo cuando l',! = O, V = /1- 1'). Se han represt'lltildo tres
casos diferenciándose entre sí por el villor de 11 (<¡ue queJa fijado por las condicioll('"
iniciales del problema, o el conocimiento de la densidad poblacional de cada especie
en un instante). En el caso que 11 < 1'] + 1'2, el mínimo de la función V VS. VI, es
mayor que el máximo de la [unción V VS. vz, no existiendo valores reales para VI

y v2 que satisfagan simultáneamente las relaciones (14) y (15). Si se verifica que
JI = rl + 1'2, el sistema se encuentra en su estado oe equilibrio, la única solución
compatible es V] = ° Y V2 = O (o sea NI = ql, N2 = q2). La tercera POsibilIdad
se presenta cuando JI > 1'1 + 1'2, en este caso la variación de VI está acotada po
su valor mínimo VIm, Y su valor máximo VIM. Análogamente V2 varía entre V2m

(mínimo) y V2M (máximo). Esta variación de VI y de V2 da lugar a \lna trayectoria
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FIGURA l. HepresentaClóll gn\fica dI' l'(l'\,f':d l',~."1 (ízqllíNda) y "s. "2 ron tr('s valores de 11:
IfI > r\ + "2, 112 = 1'1 + "2 Y 113 < "1 = ,,2 (SI" rotlsidf'Ta rl = ..¡. r'} = .5. 11\ = 1.9,
1I'} = .9 Y 1J3 = .'l)

V,

-1

FlCiURA 2. Espacio dt' fa.<o;t's: varíilri<iJl cíclica de las variables 1'1 :- l''} (M' considera: r¡ = A, "'} = .5
, 11 = 1.9).

('('rrada en el plano t'].l':.! alrededor del valor dI' equilihrio PI ::; ":! = O. En la Fig. 2
~e [('presenta la trayectoria en d l'spacio d(' fitM'spara este caso.

3. Consideraciones físicas: teoría mecánico.estadística

Desde el Pllllto de vista físico, la propiedad más importante del sish'rna es que



660 /fugo Velasco y Ezio Marchi

v,

FIGURA 3. Conjunto de puntos imágenes en el espacio de fases, representan un gran número de
copias del sistema cuyo valor de }{ está comprendido en el intervalo [1l1.1l2J.

admite la existencia de una constante de movimiento, y ésta es la base sobre la cuál
desarrollaremos las consideraciones mecánico-estadísticas.

Es conveniente describir el estado del sistema con dos grados de libertad, por el
valor de las variables hamiltonianas VI y V2. Podemos imaginar, ahora, un espacio
eudídeano de dos dimensiones, espacio de fases, tal como el representado en la
Fig. 2. Cada estado posible de nuestro sistema queda biunívocamente indicado por
un punto en este especia (punto imagen). El conocimiento del estado del sistema
en un tiempo dado determina, con exactitud, d estado que tendrá el sistema en
cualquier otro tiempo. En particular, conocer el estado inicial del sistema, determina
la trayectoria a seguir por el punto imagen en el espacio de fases.

Supongamos que consideramos un gran ll1.imerode copias del sistema cuyo valor
del hamiltoniano está comprendido dentro del intervalo dll = H2 - lit, los puntos
representativos de todas las copias estarán distribuidos en el espacio de fases entre
las trayectorias correspondientes a valores del hamiltoniano 1/1 y Ih, esto se muestra
en la Fig. 3. Estos puntos viajan siguiendo trayectorias cerradas dentro de la zona
sombreada. Su sentido de giro es antihorario.

La densidad local de puntos de fasc, en cualquier reglan del espacio de fases,
permanece constante en el tiempo: Esta propiedad, importante para la construcción
del andamiaje estadístico, corresponde al teorema de Liouville, cuya validez demos-
traremos. Si P(VII V2) indica la densidad de puntos en el espacio de fases, la ecuación
de continuidad es

8p 8(pv¡) 8(pv,)-+--+---0at 8v¡ 8vz - ,
. dv
v = di' (16)
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o sea

up oil, . Op oil, . Op
"-+P-u +VJ-o +P-o +l"-o =0,
vi VI VI v2 V2

pero según las ecuaciones del sistema (4)

entonces la ecuación (17) queda

dp op . op . op
- = -+v¡-+l',- = O
di di ol'¡ ol',

(17)

(18)

demostrándose de este modo el teorema de Liouville.
Por consiguiente, podemos asegurar que establecida una distribución uniforme

para el conjunto de puntos imágenes dentro de un intervalo de ¡';energía", esta dis-
tribución permanecerá uniforme, esto significa que los puntos de fase no tenderán a
agruparse o congregarse con preferencia en alguna región del espacio.

Kerner (1957) postuló que los puntos imágenes se encuentran distribuidos con
la siguiente ley de probabilidad

Pi = exp( -{3If,)
1exp( -{3If,) dl"

(i = 1,2). (19)

Esta distribución es una proposición básica de la mecánica estadística y define una
asamblea canónica. 1/ f3 es una constante característica del sistema en estudio y
Kerner la denominó ecotemperatura de la asociación. El factor que figura en el
denominador de la Ec. (19) normaliza la distribución, es decir

J p, dl" = 1. (20)

Una ley similar propondremos para el caso que se contemple el problema bidi-
mensional. La distribución de probabilidad será

(.) exp(-{3If(v"v,))
pv"V' =11 .• exp( -{3If(l'" v,)) dl'Jdl', (21)

En cumplimiento de la hipótesis ergódica [véase por ejemplo Khinchin (1959)1,
el promedio de cualquier función ¡(Vi), podrá ser evaluado de la siguiente manera,

(I(v,») = 1exp(-{3H(l'o))f(l'o)dl',
1exp( -{3H(l'o) dl" (22)
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05

FIGURA 4. Representación gráfica de j(vI) VOS. VI (r2 = .5: jJ = 4.5).

Debido a que H(vI,"'); H¡(v¡); 1I,(v,), se verifica que

(f¡(v¡)h(v,)); (f¡(v¡))(h(v,))-

La función Z(v¡. t'2) definida por

1.5 v,

Z(V¡,v,); J J exp(-¡3fl(v¡,v,))dv¡dv, (2-\ )

es la función de partición en el caso bidimensional. Esta puede ser expresada como

(2;')

donde Z¡ (v¡) ; J exp( -,311 ¡) dv¡ y Z,( v,) ; J ex!'( -¡311,) dv,_ Hea¡izando el cam-
bio de variables Xl == exp(v¡) y X2 == exp(v2) e integrando se obtiene

(26)

(en esta expresión r es la función gamma).
La probabilidad de que la variable VI tome un valor comprendido en el intervalo

VI y Vl + dVI es

1 I
p¡ dv;; Zcxp(-¡3I1¡)dv]; Z J(v¡)dv]_, ~]

(27)

En la Fig. 4 se ha representado gráficamente J( t'¡) vs VI_ El máximo corresponde
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R

---------

FIGL'RA!j Representación gráfica del máximo de la probabilidad, PIl"l, en función de ¡J. Con
trazos se representa PI'M VS. T.

al valor VI = O (en términos de la densidad poblaciollal la probabilidad es máxima
cuando NI = qI).

Consideremos la viU"iacióndel ll1;\xilllo de la probabilidad como función de p.
Con tal fin escribimos la expresión (27) COII VI = O

(28)

cuando P - O (con valores positivos) PH.f -t O. Si P _ ce utilizando propiedades
de la función gamma y luego la fórmula de Stirling, se obtiene la siguiente expresión

(29)

En la figura 5 se r{'prl."'Sentael comportamiento gráfico de la función PIM US. {3
(superpuesta con ella se reprcscnta COIltrazos la variación de PIM en función de la
ecotcmperatura T).

La ecotemperatura del sistema cs, por tanto, una medida del "orden" existente
en el mismo. Si T -t O la curva de la Fig .. 1 presenta un pico muy agudo en L'I = O.
Mientras que cuando T aumenta, es menos probable que el sistema se encuentre
f'n su estado de equilibrio (VI = O) produciéndose UIl "ensanchamiento" de dicha
curva. Entollces se convil'rt(' la variahll' T ell una Inf'dida de la dispersión de VI COIl
respecto al valor de equilibrio.

:\. continuación calcularemos los promedios d(' illgunas funciones generales de
interés ecológico. En primer lugar, evaluaremos el promedio de la función exp( VI)
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(= N¡fq¡):

11=(exp(v¡)) = - cxp(-¡1H¡)cxp(v¡)dvI
Z¡ -00

11== - cxp(-¡1r2v¡)cxp[-¡1r,cxp(v¡)jdv¡,z} -00

cambiando de variables, si XI = exp(t')), entonces

=
(¡3r, )8"(jJr-, + 1)

1'(¡1r, )(¡1'-2)18"+ 1)

recordando que r(x + 1) = xr(x), la ültima expresión se reduce a

(XI) = 1.

La última expresión indica que

(N¡)=ql_

En forma análoga se demuestra que

(N2) = q2-

(30)

(31 )

El valor medio de las densidades pohl~ciollalcs coincide con el valor de equilihrio
del sistema de ecuaciones originales propuesto.

El promedio de variación de la densidad pohlacional con el tiempo es

(dN¡) ( dV¡) ( -aH)di = q¡ exp( v¡) di = q¡ cxp( v¡) aV2

1 r= r= -aH= z J-= J-= exp( -(3/l )q¡ exp( VI) aV2 dv¡ dV2

q¡ 1= 1= 1 d= Z exp(-¡1J1¡ +v¡)dv¡ -ad[exp(-¡1H2)]dv2-
-00 -00 fJ V2

Si como antes cambiamos de variables en la primer integral, operando convenientc-
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mente, resulta que

(dNl) '11 -1 1""di = Z-r(¡3r, + 1)/fexp(-¡3iJ,) _"" = O,

de igual modo se demuestra que

(dN,)di =0.

A continuación calcularemos el proTTwdiode la función 81 = vt{dl/¡/dvI)

) J"" -J d(B,) = ., -a"l-d [exp(-¡3iJ')ldv"
/.1 -00 ~ VI

integrando por partes

El primer tl;rmino del corchete es Oy el segundo es ZI, por lo tanto,

)
([JI) = {jo

De modo análogo, si lJz = v2(dJl2/d1J2}, su promedio es

1
(lJ,) = {jo

Se deUlUcstri\ fácilmcul.e <¡ue

(
lO, dll,) = (VI dll,) = O.
- di di

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

Las ecuaciones (34), (:1.5) y (36) son c(¡uivalentes al teorema de equipartición
generalizados de la mecánica estadística. El mismo afirma que

donde XI son las coordenadas generalizadas del sistema físico en estudio y H el
hamiltoniano del mismo. Estos resultados SOIl coincidentes a los encontrados por
Kerner para el caso general de 1) poblaciones interactuantes con la condición de
antisimetría de los parámetros. Partiendu de las ecuaciones (34) y (35) se encuentra
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la siguiente expresión para la ecotemperatura del sistema,

T = (",(-1', + r,exp(",))) = (",(-1', + 1', exp(v,))). (17)

Un mejor conocimiento del significado de la ccolempcrat1ll'a St' obti('Ilt' si I.'\'a-
¡uamos el prollledio de (dllJ!dif. E:;ta función es UBa Illedidil dc la dispersión dI'
NI respecto de su prollledio tll,

(dll')', "-- = (-1'2 + "2exp(I'I))~ = ([21-('\1
dl'¡

y su promedio ('S

- tI¡ )2.

-(j~(dll,)'-,- --- exp(-;JII,)d"l
/'1 -00 dv¡

=-.1 [X (dll,) [~("Xp(-.i11I))] d,', .
.1/.¡ J-'X. d"1 d"1

integrando PCJI"[>ill'lf'S

((d//')') -( [ I"'=x [X (,1'//,) ]~ = 3/.1 e,xp(-.1I1I) q=-x + J--x. dl'12 1':\p(-.1//¡) rI,'] •

el prill\l'r tl"rmino ch'l ('orc!wl1' I'S nulo: para J"('soln'r la inl1'gral en 1,1Sl'glllldo
ténllillo. 1l'IlCIllOS1'1] CllI'llta 1I11l'

;llliilogal]lt']l]t'

(,1'11,)
tirio!

d 11,=r,+--.
- 1/ l' I

(:I!) )

", ( 111 )

/ ( le)
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La ecotelllperatura e~, por tallto, una medida de la dispersión de la fluctuación
de la densidad poblaciollal respecto de su cstado de equilibrio. T = O implica que
el sistema se eIlcuentra ('n el estado estacionario. las poblacioncs toman los valores
q¡ y q'l, respectivamcnte, los q\ll' se mantiellen constantes en el tiempo.

4. (onexión con la termodinámica

Las Illagnitll<les físicas importantes relacionadas con 1111sistC::'lTlaen particular pueden
ser t'xprcsadas en función delln1., donrle 1. es la función de partición dd sistema. En
llIl<'sl.ro caso, a part.ir de léI (()lIsideraciclll de <¡Uf' tos puntos imágenes en el espacio
de fases pn'S('utall llllél distrihución Cilllclllica, ell("()lltralllos la ('xpresióll de Z. De la
expn'sión (~;'). se obl.i('IH' <¡II<'

tOlnalldo logiuitmo natural

111 Z = In Xl + In Z,!
(42)

t'sta relación fUllJanwlltitl ser,í usada <'11lo sucesivo.
La exprt.-'sión encontrada para el hamiltoniano presenta dos términos, cada uno

de 1'110s COl110fllnción de sólo ulla de las variables, esto es: II(l'¡,V2) = flt(Vt) +
11,!(\/:,!). II¡ Y JI2 no peflllanC(CI1. 1I1'CL'Sarialllt'II!(', nJIIstantcs cn el tiempo. En
t(~'nlliJlo~ físicos. la ellergía interna media asociada él la primer población es

1 j~(1/,) = ~ ,'xp(-¡JII,)II, <Iv,
XI -oc.

(1/,) = (43)

t'xpr('SJOIl qu{' puede t..'Scribirse como

(11,) = - ~i¡1" Z,.

:\ IláJ()gamcnte

iJ .
--llIZ,.i)J -

(44)

(45)



668 Rugo Velasco y Ezio Marchi
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FIGURA 6. Representación grá~ca de (Hl) VS. ¡3 (izquierda))" de (112) l'S. [J. Con trazos se muestra
la variación de amba.s funciolle1i con T (se considera rt = 0.4 Y f2 = 0.5).

Teniendo en cuenta la expresión (.12), la ccuaciólI (44) es

(H,) = r, + ",ln()1r.,) - r,I/>()1r,), (.16)

donde "'(x) = ;t-In(f(x» es la función digamma. Esta función admite el siguiente
desarrollo en serie

I/>(I) = InI - ~ [(I ~ k) -In (1+ (I ~ k¡)] , (4 i)

Utilizando este desarrollo en la Ec. (.16) se obtielle

(,18)

razonando de un modo similar, se obtieue

00 [ 1
(H,) = r, + r, [; ()1r, + k) In (1 + __ 1__ )] .

(fir, +k)
(I~)

Las dos últimas ecuaciones permiten inferir que cuando ,8 _ 00 (1' - .• U) I..'lIton-
ces (lid - r2 Y (Hz) - r]. Este resultado es coincidcnte COIl la conclusión que se
obtiene, con las mismas hipótesis, en las Ecs. (13). Por otro lado. de las Ecs. (-18)
y (49) se desprende que si )1 ~ O (7' ~ 00) enlonces (JI,) ~ 00 y (11,) ~ oo.
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En la Fig. 6 se han trazado las curvas que rcpresentan la variación de {Ht} y de
{H2} como funciones de ¡J. Superpucsta con estas curvas se representa la variación
de estas funciones con respecto a la ecotcmpcratura. Tanto (H¡) como {llú son
funcioncs crccientes COII T. Ahora calcularemos el valor medio de la dispersión de
1/1 respecto de su promedio, esto es

((M/¡)') = ((JI, - (11,))') = (11/) - (l/¡)'

pero

(l/') = -.!.. (iJ'ZI)'
¡ ZI iJ¡3

la última expresión puede ser escrita en función de (l/1f, pues

(JI ') =~. [-.!.. ilZ¡] [-.!..az,]'
, iJ¡j Z¡ iJ¡3 + Z, iJ¡3

= _ iJ~~I) _ (JI,)'.

De esta última relación concluimos que

(l/¡') _ (JI¡)' = _ iJ(JI¡)
iJ¡3

por tanto

(50)

(51 )

(52)

(53)

(.54 )

donde 1/>' (x) = d1/>( x) / dx es la función trigamma. Si en la ecuación (54) desarrolla-
mos en serie la función trigamma, ohtenemos

00

2 r2 2 """ 1((MI¡) ) = -ji +" L (13" + n)'.
n=O

(55)

En la Fig. 7 se representa el comportamiento gráfico de (~Hd2) como función
de 13y de T.

Una expresión similar a la (55) puede deducirse para ((~H2)2). Pueden ser
evaluadas de igual modo las variables temodinámica', convencionales. Corno ejemplo,
encontraremos la expresión de la energía libre de Helmholtz. Conocida la función de
partición del sistema, dada por la expresión (26), la variable termodinámica antes
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FIGUH.,\ 7. Hcprpsenlaci611 grálica de ({J"l)~) I'.~. J. eOIl trazo:-; so' repres,'uLa L\ Illisll\il fUIICiiJlI
,"s. T (se cOllsid,'ra 1'2 = .:1).

mcnciollada está definida COl1l0 sip;lJ('

F = .1.1,,1.
.1

(',1, )

Esta fUllt:ión puede l'xpn'''ar~í' COIIIO:--lllllil di' cOlll ri1Jllciollcs illdividllak--s de cada
una JI..' la:- poblaciPlws. I'slo es

F = ,..,+ Jo,.

F, =', 1,,(,Ir,) - ~ In I'(,ir, 1

(',7 )
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F,
OS

04

O

0.2

O.,

00 on 01 02 0.3 0.4 OS T

FIGURA 8. Repres~nt&Ción grifica d~ F¡ v,. T (~ considera r, = .5).

Expandiendo en serie la función In r(,8rz) se obtiene

1 ~ m 00 1

- 2/3J; (m + l)(m + 2) J; (/3rJ + n)(m+l)
(i = 1,2;j = 1,2;i 'f j).

En función de la ecotemperatura la energía libre <1<.'Helmholtz es

donde

(60)

(61)

(j=1,2),

verificándose que

lim A,(T) = const&nte
T-oo

(pues la serie :L:~_¡(I/n)P es convergente si p > 1). En la Fig. 8 se representa
gráficamente F¡ vs T.
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El conocimiento de la ellergía libre de lIelmholtz posibilita encontrar la ex-
presión de la entropía del sistema, dc 1<\ rcl<lcióll tl'flTlodinámica

F = (/1) - 1'5, (62)

derivando con respc('to a T se obt.iene kn gf'lIerill liI fUllción F tiellC como \"ilriahks
indepcndientes la tClIl])cratnra yel \'OIUlllClI (h.l sistelll<l considerado, ('11 llucstro
caso la únicil vill"iilble ("011Sigllific<ldo fÍsi("o ('S ];1c'coll'Ill]H'r¡ltura)

Df'
DI'

_1)(_1_1) _ S _ T as
DI' iJr

(G:J)

a la derecha de esta igualdild, cl ¡>rllllel"O y el t.ercer t('rmino son equivalentes, la
capacidMI calorífica a YOIUlllCl1cOllstanle es

Por lo tanto, la Ec. (G:l) nos pron'(' Hila fOl"lIlildirecta de calcular la entropía asociilda
con la población i.t-sillla:

SI =

Utilizando la ccnación ((;1) ohtellelllOs

iJ I'~
- (J7" (61)

donde

(i = U:j 1,2: i i' j), (6ó)

En la Fig. 9 se rCI)l'c'Sc'lIt•.l lil griiri("<1de ,':"1cs. T. El cstado estacionario ¡VI = {JI,

N2 = {j'.!. al cuál corrcspond(' '1' = O. t.ic]]c' 1,1 yalor cle cllt.ropía S' = -oo. Esta
función es r~pidaIlH'IlII' CTc'l'ir'lllí' COII T, y le asign,-l]'I'IIlOS el sentido usual de la
c'ntropía COll10 IIlc(lidi¡ (!(,I Ol"l!C'llclel sist('lllil,

5. Aplicaciones

A modo (I!- Cj('llll)lo ('stll(li;ll'eIIIOS eJ COllll)ort,lllliC'lIlo (1(, illgl11lilS IHIIII;-¡ciOlll'Sn'al,,:,
donde pucden sc'r apliCi¡dos los ("onu'plos !l;-¡sta "'luí dl'silrr"II;-"los.

Si fuera posil)lc ddel"lllill(ll" a partir ele lilS cur\"as ('XIlC't'illll'lllilics 1,1 \"alor d(,
dos de los p;\r¡íllwtros IWrlc'l]('cielltC's al sisll'llli1 (1(' (,cu<Killll(".; illiciall's. 1'11 virtll(1
dc' las relaciOlll'S cllcontrillla ...•.SI' pu('d,' ("¡¡ICld,]!"d I'('sto dc los ("(lt'ficif'111,'s y, d(~
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s
1.S

-0.5

-1.0

03 O~ os T

FIGURA D. Hepn's(,lItaciáll gráfica d\' .";1 1'.,.T (sp coll .••idt'ta l.:! = .;;)

este modo, trazar la~ rllrvas !eOl"lcas. En seguida lllostrarelllOS 1111camino que nos
permite determinar la t<~Sil dt' Cl"('cillliclllo aproxil1l;Hla dI' la presa, y a partir de est.e
valor ljtll'di-\ determilli-\do, ll11i\.ocalllt'Il!<', la 1;>.:-<1 di' 1lI1l1t.iplicilCj('1I1dd predador.

Considerando la primera ('Cllilcióu dl'l sistema (-1), e igualando a ("('1"0,obtellelllos

(fiG)

de esta n,lacióll podl'lIloS ('IICOII(r;lr1'11j('tll]>o¡para los ]Hlnlos críticos dI' la fUllción
dl'J/dt. La condición (66) se satisf¡¡("l' cuando

",(1) = 0, (67)

derivando lIuevamenle PI res¡)('clo dl'l, y I'valuando t'll t = {SI' o!Jli('IJ('

,1'", I d"., I-.-, = -1'11"1'(",(1)) --
d/~ /=/ di f=f

dl', I
di I=f

(GS)

De esta ecuanOll se deslHt'IIde <¡ue si dl'"!/clt en 1 = t es mayor <¡ue ("ero, entonces
v¡(t) tiene un máximo en este t.iempo, y nde talllhii'n que si dv2fdi es negativo
en i = i, VI(t) prescllta llll lnínilllo ('11(licllo tielllpo. Consideramos la scgll11da de
las altt'rIliltivé\.S plallteadas, ('slo CS, 1'11f = ¡ 1'1 IOIl!il su valor 1Ilílll1l10 Vln¡ y se
verifica que l'z(t) = O. SCfl j' el lil'lllPO para el cUid I'"! toma su valor mínimo P2111
y. en ("ollsc("lU'llcia. SI' clIlllple <¡tU' /'1(1') = O. Si ¡¡Illjeamos par" ('slo" Ilos tiempos
la condición de Sf'¡- 11 ("(mslalllc dI' 11l0\'illliclllo. ohtl'llf'1ll0S la sig\lil'lIte n'lacj('llI



674 Rugo Velasco 1I Ezio Marchi

general

H(i) = If(i') - r,".m + r,exP(",m) + r,

(69)

de aquí podemos despejar rz COlnofunción de r} y de valores que pUf'<lenextraerse
de las curvas poblacionalf's experimentales

[
exP("'m) - "'m - 1]rz - r].

- exp(v}¡n) - VIm-1
(70)

El índice de multiplicación de la presa, rt, puede ser obtenido, con buena aproxi~
mación, considerando intervalos de tiempo en los que la densidad pohlacional del
predador alcanza valores mínimos. En tales intervalos podemos suponer partiendo
del sistema (1) que

cuya solución es

tomando logaritmo natural

N¡(t) = N,(O)exp(r¡t),

In N¡(t) = In N¡(O) + r¡t.

(71 )

(72)

(7:1)

La pendiente de la recta que resulta de graficar In N¡(t) VS. t da el valor de la tasa
de multiplicación de la presa.

El primer ejemplo que analizaremos se trata de una experiencia de laboratorio
realizada por Buffaker (1957) con dos tipos de ácaros. La densidad poblacional de
cada una de las especies fue medida cada cinco días durante un lapso de siete meses.
Para efectos de nuestro estudio, hemos considerado como tiempo inicial (t = O) al
día veinticinco de comenzada la experiencia. En la segunda columna de la izquierda
de la Tabla 1 se muestran, para cada tiempo, los valores experimentales de las
densidades poblacíonales de ambas especies.

A partir de los valores expe~imentales se obtiene que (N¡) = 995.6 y (N2) =
11.9. Consider ••.,.¿:l el intervalo de tiempo entre t = 30 Y t = 50 se obtuvo, seglÍn
la técnica descrita anteriormente, que r¡ = 0.074, y teniendo en cuenta la ecuación
(70) r, = 0.111. Con estos resultados y consider&fldo las ecuacion", (30) y (31) se
obtiene que: alZ = 6.2 x 10-3 y a2I ;;:: 1.11 x 10-4• Con los va.lores de las densida-
des poblacionales iniciales y las constantes anterton. te obtiene el correspondiente
listado de las densidades poblacionales según el modelo propuesto (tercera columna
de la izquierda en la Tabla 1).



o
5
10
15
20
2.)

30
3.)

40
4.j

50
55
60
6.)
70
j,)

80
8.)

90
9.)
100
10.)
110
115
110
125
130
135
¡.jO
1.15
150
155
160
165

Expcrilll(,llt al~'s
NI N2
!.lOO :\6
flOO ~[l

250 17
100 12
If)O ~
200 'j

:200 ti
250 :1
350 1
.IS0 1
500 :1
S50 1)

1600 ;)
1750 Ir)
2000 ID
20110 10
I iOO Ili
J.lOO \.")
800 :t'")
;)00 18
,'jflO 7
6:)0 i
iDO 12
700 6
850 1
1150 I
1800 1
1900 1
1800 1
¡700 :1
1800 9
1700 20
1.\00 :10
.\00 39

Teóricos

NI
900.0
461.0
:104.2
257.:l
'lfi(J.fi
297.7
:lGi.O
.17-1.:>
G:H.6
85:1:1
1158.7
1563.3
1052.:1
2485.6
2.10:11
150~.9
7'll.h
:193,8
'l~l..")
252,9
1()i.)

:113.3
392,1<
f)¡:12
686,D
!):Ul.i
I:W:U;:
IG!li.fi
'1.1~lfj_()

'25'19./'\
n1:16
1232:1
1)00.2
:146.3

N,
360
29.7
21.0
1.10
9.:1
6.2
.J3
:1.1
2.1
2.1
2.1
2.6
4.0
8.2
19'1
:1:1.6
:1.) 1
:2i.J
IS.;
12.4
/'\,2

.'l ..)
:UJ
28
'1:1
20
2.1
'2.8
'1./'\
10.5
'23.7
:15.8
:n.:I
24.5

Aleatorios
\' ., I
8592
.\136
317.5
1182
126.6
403.7
3302
654.6
737.9
742.8
100141
16363
1921.2
2626.5
2516.0
1.169.6
888.5
311 :1
.101.0
.13;},9
18Ul
:1818
558.1
:158.2
53!).;)
791.9
1.10:),9
15:2:1,7
'l20'l.oS
25.\<1.9
2018.7
14;)9.5
506.1
300.6

N2-

34.1
26.7
10.1
12.5
99
7.6
6.4
02
4.7
5.3
45
:1.1
50
10.\
209
3U
33.7
268
17.9
11.6
11.5
8.1
4.6
1.2
2.2
0.6
29
0.0
'l.1

12.1
23.6
aS.7
:130
24.4

TABLA 1. Experiencia de lIuffakl'r. Listado dt' valores poblaciollales experilll(,lItall's, tf'óricQl'; y
éstos ultimos más \lila IH'rtllrbMióll aleatoria, ('01110fllllCiollt's del tiempo l'xpn'sado en
días.

Podcmos supoller que liI variaciúll dl~ ulla cOlllpont.'lltc dt..t.t~rlllillísti('a, respon-
sable del cOlllportamiento gellf'ral dd sistema (y qll(, pretende ser expresada por el
modelo quc h(,lIIos propuest.o), y \lILa cOlllponente estocást.ica, que pretende repre-
scntar Ulla Illultiplicidad th~ riH"tOrt'S <[11('varía aZélrOS,UIIt.'IIl.een el ticlllpo, pero que
no ongman cambios sust.anciales en el cOlllpOrliHni('nt.o global del sisl.cma (corno
por ejemplo cambios ell 1,\ telIllH'ratura, humedad, otros fenólIlenos climatológicos,
presellcia circunstallcial de otras ('s]H'ci('s, de). Se ha ddillido la \"nriable lV.(t) dc
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FIGUR.A 10 Repre5entacióll gráfic(\ de NI' r'.~.1, y dI' "',' ".~. l. Los \"(\IOrf'5eXI)('rimentales ~
sel-lalan COII círculos

la siguiente manera:

"'"(1) = S(t) + a(I), (7.1)

donde a(t) es una variable aleatoria COIl media igual a cero, y que suponernos tiene
amplitud máxima laLu :;;;;(¡VM-NIlI)/lO. N~Iy.vm )o;on, respectivamente, los valores
poblacionales máximo y mínimo.

En la Fig. 10 se representan NJ. y N,!. como fUIICiollcs del ticmpo. Los puntos
experimentales se marcan eDil PC{luclioscirculo~.

El siguiente es un cuadro comparativo entre los resultados t.eóricos y los eX¡H'-
r¡mentales:

Valor experimental Predicción teórica

(N,) 995.59 99482

(N,) 11.91 11.90

Periodo 78 a 83 dia.<; 78.6 días

(11')/" 1.28 1.27

(11,)/" 1..\~ l.4.\

«(N,/(N,»') .t.O I x lOs 5.7 X 105

«(N, - (N,»') 116.43 12089

d¡f.(%)

0.78
7.00

41.'10
38

En consecuencia, con el análisis teórico desarrollado se obtiene que

/ dtn) / -dVI)\ v,df = \ t~dt = 0.065,



E,<lfudiomecállico-estadl:q/iro de dos ')(lblaciones intemctuanles 677

y por tanto la ecotemperatura [véa--<¡cla Ec. (3i)] es

T = 0.06.5.

Los valores de la entropía asociadas a las poblaciones son, respectivamente,

SI = 3.01 Y S, = 3.46.

El segundo ejemplo que analizaremos se trata de la fluctuación en las poblacio-
nes de liebres (presa) y linces (predadores) en Canadá. Los valores experimentales
han sido extraidos del trabajo realizado por MacLulich (1937) Y se reproducen,
parcialmente, en la Tabla 2 (siguiendo el mismo orden de la tabla 1). Esta tabla ha
sido construida con los valores registrados anualmente, entre 1872 y 1901. (t = O
corresponde al año 1872).

Con los valores experimentales se obtuvo que (NI) = 50700 Y que (N2) =
2.1.133.3. El valor calculado pñra 1'1 fue 1.0.1 ya partir de éste se obtiene que: T2 =
.493, al2 = .1.2 x IO-,S y (I'!I = 9.7 x 10-6. En la Fig. 11 se representan NI.
y N2. como funcioncs d(,1 lit'HlpO. Con pcqueúos círculos se marcan los puntos
eXI)('rillJel1tales.

El siguiente cs un cuadro comparativo de los resultados tt~óri('os con los experi-
mcntales:

Valor experimental Predicción teórica

(N,) 50700.00 .\0734.24
(N,) 244:1:1.3:\ 2H3;I,iG

Pt'riodo lOa 12alit)l.; 9.8 alias
(11,)/" 1.25 1.32
(11,) /", l. :l!.l 1.16

((1',/(1',»') 1..10 x JO!' 1.72 X lO!'
((N, - (N,»') -1. 10 x IO¡' 2.02 X 1Ul'i

diC. (%)

5.60

10m

1860
50.70

En consecuencia, COll el <lll¡.ilisistelÍrico desarrollaxlo se obtiene que

( dU,) ( -d"I) '.1!1-(- = r',!-¡- = 0..H2
(/ d

y por tanto la ecott'lllpera\.lll'a [\'("é\se la Ec. (:Ji)] es

T = 0.312.

Los valorcs de la entropía asociados a las poblaciones, son respcctivamente,

SI = 3.78 Y S, = 2.44.
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Tiempo ExperilO('ntale~ Troricos Aleat.orios
NI N2 N, N, NI N./

O 60 10 600 10.0 .\7.9 8.1
1 46 18 105.2 13.5 108.0 10.0
2 50 19 131.1 27.5 133.3 24.2
3 103 43 72.4 47.3 6,).1 45.5
4 87 37 26.7 45.0 19.7 4.5.6
5 68 22 14.3 33.1 24.6 34.6
6 17 15 12.4 22.9 10..\ 253
7 10 10 156 1.\.9 25.0 12.6
8 17 8 24.6 11.8 30.2 144
9 16 8 44.3 90 38 ..\ 13.7
10 15 30 81.4 11.0 7.\.3 13.8
11 46 52 127.1 18.7 130.9 19.4
12 55 7.\ 108.6 392 101.8 41.2
13 137 80 42.8 488 50.2 .51..J
14 137 33 18.1 39.1 240 41.0
15 9.\ 20 12..\ 17.5 10.1 28.3
16 37 13 1:\.3 HJ.O 22.1 17.3
17 22 7 HU 1:\.5 14.7 132
18 .\0 6 32.6 10.,5 :l89 v.ti
19 54 10 60.:\ 9.9 69.8 91
20 65 20 105,9 13.5 101.5 17.2
21 60 :l5 1320 27.6 13,5.6 306
22 81 55 72.0 47.7 80.7 .18..\
23 95 40 26.3 4.\.1 18.2 43.2
24 56 28 14.1 33.1 6.3 33.0
25 18 16 12.2 22.8 .\1 21.2
26 5 .\ 15.4 15.9 22.8 16.8
27 2 6 24.3 11.7 15.2 7.8
28 15 5 439 9.8 442 7 ..')
29 2 7 80.5 10.5 813 11.3

TABLA 2. Variación de las poblaciones de liebres (N¡) y linces (.\':d CIl Canada como función
del tiempo dado en aii~: valores experimclltales, jl'óricos, y estos líltimos, mas una
perturbación aleatoria. (Cada uno debe multiplicarse por lO:l).
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Abstract. Lotka.Volterra's model is studied wítbout ímposing the
coodition of antisyrnmetry. A new methodology to solve the problem ís
developed. Such methodology was basically directed to the obtention of
an integral of movement (Harniltonian) for the original problem, which
was obtained from the solutioll of a system of differential equations in
partí al derivatives (equations of Hamilton). From the above mentíoned
integral of movement, a statistical nl£'chanica! analysisl¡ was developed
based 00 the following poínts: a) verificatíon of Liouville's theorem,
b) assumption that tlle ergodic hypothesis holds (llirkhoff's thoorem),
e) proposíng that the poínts in pha.,>('space are distributed according
with Gibbs canonic law. A numbee of relatiolls were obta.ined from the
above mentioned hypothesis, and these allowed us to associate magni-
tudes or functions of easy empírical evaJuation with the parameters of
the original model. Equivalent laws to the fundamental physicaJ law8 of
Statistical1fechanics and Theemodynamics were obtained. Thís results
allowed us to contrast tht..'Oretical and experimental results.




