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Resumen. En este trabajo se estudia el problema de la interaccién de
dos especies bioldgicas. El andlisis es aplicable a problemas donde la
interaccion es del tipo presa-predador. Se estudia el modelo de Lotka-
Volterra sin contemplar la condicién de antisimetria de los parametros.
Se obtiene una constante de movimiento para el sistema que satisface
las ecuaciones de Hamilton. Deducimos la conservacion de la densidad
de puntos en el espacio de fases (Teorema de Lioville) y postulamos
que los mismo se distribuyen segin la Ley Candnica de Gibbs. Se
encuentran leyes equivalentes a las leyes fisicas fundamentales de la
mecdnica estadistica y la termodindmica. Se introduce el concepto de
ecotemperatura de la asociacion y se obtienen promedios de funciones
de interés ecoldgico. Se obtienen relaciones que permiten calcular la
totalidad de los parimetros del modelo original a partir de datos y
curvas experimentales. Se realizan aplicaciones, logrindose un aceptable
grado de ajuste.

PACS: 89.60.4x; 87.10.4¢; 05.90.4m

1. Introduccién

Existen ejemplos en la naturaleza de ecosistemas compuestos por especies bioldgicas
mnteractuantes donde las densidades poblacionales de las mismas fluctian en el
tiempo regularmente con amplitud aproximadamente constante [ver por ejemplo
Huffaker (1957), MacLulich (1937), Bergerud (1983)]. Lotka (1920, 1956) y Volterra
(1931, 1937) fueron los primeros en proponer modelos matematicos para este tipo de
problemas. El discutido modelo de Lotka-Volterra para el problema presa-predador,
a pesar de su profunda idealizacion, ha servido de referencia a miltiples estudios
realizados con posterioridad. Su prediccién del comportamiento ciclico de las varia-
bles y su aplicacion con éxito relativo a problemas concretos, han sido algunas de
las razones fundamentales por las cuales perdurd. La incorporacién del tratamiento
mecanico-estadistico al modelo de Lotka-Volterra realizada por erner (1957, 1959,
1961) y Goel y colab. (1971) posibilitd la aplicacion del andamiaje fisico que provee
la mecénica-estadistica abriéndose, de este modo, una nueva perspectiva de induda-
ble valor. El presente trabajo presenta una nueva técnica para la resolucién del mo-
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delo de Lotka-Volterra. Con fines ejemplificativos se propone una metodologia que
posibilita eludir la restriccion de la antisimetria de los parametros, siendo ésta una
de las causas que imposibilitan, en gran medida, su aplicacién practica. El camino
aqui propuesto permite arribar con simplicidad a una constante de movimiento para
el sistema (equivalente a la obtenida por Kerner, pero prescindiendo de la condicién
arriba expuesta). Es éste el punto de partida para el desarrollo de la teoria mecanico-
estadistica que se realiza a continuacion. De este modo se obtienen la expresién de
magnitudes fisicas fundamentales y se analiza su significado ecolégico. A partir del
analisis estadistico se obtienen relaciones que posibilitan, sin ningin parametro libre
de ajuste, la inmediata aplicacion de los resultados obtenidos. En nuestro analisis
supondremos que la variacién de una poblacién real puede suponerse como la super-
posicion de una componenete deterministica responsable del comportamiento global
del sistema y su tendencia en el tiempo, y una componente estocastica con el fin
de contemplar una multiplicidad de factores que varian azarosamente en el tiempo
(temperatura, humedad, enfermedades, presencia del hombre en el ecosistema en
estudio, etc.), factores que, hemos supuesto, no producen cambios sustanciales en
las propiedades generales del sistema.

2. Modelo matemético: planteo y resolucién

Cuando la interaccién entre las especies es del tipo presa-predador, es decir una
de ellas (presa) sirve de alimento a la otra (predador), el sistema de ecuaciones
propuesto es el siguiente,

dN
dtt :(?‘1 —(1]3.\r2),‘v| (l)
LA W—————ry
= (=1 a1 Ny )iNa
i 2+ an Ny )Ns

donde N es la densidad poblacional de la presa, N, la del predador, r; y r; son
los indices de crecimiento de la presa y del predador, respectivamente; a2 mide el
grado de perjuicio que origina para la presa la presencia del predador y as; indica
el beneficio que ocasiona para el predador su encuentro con la presa. Todos los
coeficientes del sistema (1) son positivos.

Volterra supone, para encontrar la solucién de éste sistema, que se verifica la
condicién aj2 = —az;. Nosotros encararemos el problema desde otro punto de vista:
definiremos nuevas variables que aseguran la existencia de una integral de movi-
miento. Los valores de equilibrio del sistema (1) son

T2
g17= ="
a2l 2)
™ (
g2 =

aya i
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Definimos las nuevas variables v; y v del siguiente modo

(@)
v1=1n sl © )
q1
(5
vo=In{—].
q2

En las nuevas variables el sistema (1) es

dvy
B T
L= ri(1 = exp(ua), .
dl-‘z
= = Tl —exp(u)).
Suponemos la existencia de una funcion H(vy,v2) que satisface
d afl dvy  OH dvy
—H(vj,v3) = —— — 4+ — —=£ = 0. 5
dt (01, 02) dvy dt  Ovy dt ¥ (5)

Una condicion suficiente para el cumplimiento de la condicién (5) es

5H _ dv'g
doy — dt’
(6)
3H o dvl
dvp ~dt

estas dltimas son las ecuaciones de Hamilton, y H(vy.v2) es el hamiltoniano del
sistema (4).
De la comparacién de log sistemas (4) y (6) se desprende que

o = =ra(1 = exp(on)) (7)
integrando
H(vi,v2) = —ry(vy — exp(v1)) + ¢(v2), (8)

donde @(v2) es una funcién arbitraria.
Del mismo modo

dH
e —r1(l — exp(vz)), (9)
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mtegrando
H(vy,v2) = —ri(vy — exp(v2)) + d(w1), (10)
donde ¥(vy) es, también una funcién arbitraria.
A partir de las ecunaciones (8) y (10) encontramos la expresion general explicita
para el hamiltoniano

H(vy,v2) = —ravy — rive + roexp(vy) + 1 exp(va). (11)

Esta expresion, puede ser descompuesta en dos términos, cada uno dependiendo
de una variable, esto es

H(vy,vg) = Hy(v1) + x(v2), (1

]

donde

Hy(vy) = —ravy + rapexp(vy),
(13)
Ha(vy) = —riva + 1y exp(va).

Es claro que la suma de ambos términos, H; v H,, permanece constante en el
tiempo, no necesariamente cada uno de ellos.
Sea

V = —ryvy + raexp(vy), (14)
por (11), se verifica también que
V =riv2 —ryexp(v) + H, (15)

con H constante. En la Fig. 1, se han graficado las curvas V' vs. v} a la izquierda y
V' vs. vy a la derecha, esta tiltima para tres valores distintos de H.

La curva de la izquierda tiene un minimo en vy = 0, V = ry. La curva de la
derecha presenta un maximo cuando v =0, V' = [f — r;. Se han representado tres
casos diferenciandose entre si por el valor de H (que queda fijado por las condicione-
iniciales del problema, o el conocimiento de la densidad poblacional de cada especie
en un instante). En el caso que fl < ry + ry, el minimo de la funcién V vs. vy, es
mayor que el maximo de la funcién V ws. vz, no existiendo valores reales para v
¥ vz que satisfagan simultineamente las relaciones (14) y (15). Si se verifica que
H = r1 + 12, el sistema se encuentra en su estado ae equilibrio, la tinica solucién
compatible es v; = 0y v2 = 0 (0 sea N} = q1, Na = ¢2). La tercera posibilidad
se presenta cuando f > ry + 73, en este caso la variacién de v estd acotada po
su valor minimo vim, y su valor maximo vyy. Andlogamente v, varia entre vom
(minimo) y vy (méximo). Esta variacién de vy y de vy da lugar a una trayectoria
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FIGURA 1. Representacion grafica de V(vy,va) vs. vy (izquierda) v vs. vy con tres valores de H:
H'>ri4+rg, H=r +roy H3 < vy =27 (sc considerar; = 4, 1o = 5, H! = 1.9,
H*= 9y H3=2).

Vi
i .
FIGURA 2. Espacio de fases: variacion ciclica de las variables vy y vo (se considera: ry = 4,70 = .5

y H=19).

cerrada en el plano vy, vz alrededor del valor de equilibrio vy = vy = 0. En la Fig. 2
se representa la trayectoria en el espacio de fases para este caso.

3. Consideraciones fisicas: teoria mecanico-estadistica

Desde el punto de vista fisico, la propiedad mas importante del sistema es que
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Ficura 3. Conjunto de puntos imégenes en el espacio de fases, representan un gran nimero de
copias del sistema cuyo valor de H esta comprendido en el intervalo [Hy, Ha).

admite la existencia de una constante de movimiento, y ésta es la base sobre la cuél
desarrollaremos las consideraciones mecanico-estadisticas.

Es conveniente describir el estado del sistema con dos grados de libertad, por el
valor de las variables hamiltonianas vy y v;. Podemos imaginar, ahora, un espacio
euclideano de dos dimensiones, espacio de fases, tal como el representado en la
Fig. 2. Cada estado posible de nuestro sistema queda biunivocamente indicado por
un punto en este especio (punto imagen). El conocimiento del estado del sistema
en un tiempo dado determina, con exactitud, el estado que tendra el sistema en
cualquier otro tiempo. En particular, conocer el estado inicial del sistema, determina
la trayectoria a seguir por el punto imagen en el espacio de fases.

Supongamos que consideramos un gran mimero de copias del sistema cuyo valor
del hamiltoniano estd comprendido dentro del intervalo dH = H, — Hy, los puntos
representativos de todas las copias estaran distribuidos en el espacio de fases entre
las trayectorias correspondientes a valores del hamiltoniano H; v Hs, esto se muestra
en la Fig. 3. Estos puntos viajan siguiendo trayectorias cerradas dentro de la zona
sombreada. Su sentido de giro es antihorario.

La densidad local de puntos de fase, en cualquier regién del espacio de fases,
permanece constante en el tiempo. Esta propiedad, importante para la construccién
del andamiaje estadistico, corresponde al teorema de Liouville, cuya validez demos-
traremos. Si p(vy, v2) indica la densidad de puntos en el espacio de fases, la ecuacién
de continuidad es

a(pl}g)_ ,_dv
5t oo + a5, =0, b=, (16)
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0O sea
e 1, (7)
2

pero segun las ecuaciones del sistema (4)

oiy _0in _
Bvq - avg -
entonces la ecuacion (17) queda
dp _8p . 0p . Op
E—E+v1a—vl+vza—w—0 (18)

demostrandose de este modo el teorema de Liouville.

Por consiguiente, podemos asegurar que establecida una distribucién uniforme
para el conjunto de puntos iméagenes dentro de un intervalo de “energia”, esta dis-
tribucién permanecera uniforme, esto significa que los puntos de fase no tenderan a
agruparse o congregarse con preferencia en alguna region del espacio.

Kerner (1957) postulé que los puntos imagenes se encuentran distribuidos con
la siguiente ley de probabilidad

exp(—A4H;) ,
= 1= b2, 19
pi fexp(_ﬁH') d’U;‘ ( ( )
Esta distribucién es una proposicién bésica de la mecanica estadistica y define una
asamblea canénica. 1/8 es una constante caracteristica del sistema en estudio y
Kerner la denominé ecotemperatura de la asociacién. El factor que figura en el
denominador de la Ec. (19) normaliza la distribucién, es decir

/ dal =1, (20)

Una ley similar propondremos para el caso que se contemple el problema bidi-
mensional. La distribucion de probabilidad sera

(vs, 24 = exp(—FH (vi,v))
Pl ffexp(”‘ﬂH(U{,Ug)) dvy dvy”

(21)

En cumplimiento de la hipétesis ergédica [véase por ejemplo Khinchin (1959)),
el promedio de cualquier funcién f(v;), podra ser evaluado de la siguiente manera,

_ Jexp(=pH (v)) f (i) dv;.

(f(vi)) [exp(—BH(v;)) dv;

(22)
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FIGURA 4. Representacion grafica de j(vy) vs. vy (rz = .5; 4 = 4.5).

Debido a que H(vy,v2) = Hi(v1) = Ha(v2), se verifica que
(fi(v1) fa(v2)) = (fi(v1)){fa(v2)). (23)

La funcion Z(v;,v2) definida por

Z(vy,ve) = //exp(—,@H(m,vg))dU] dvg (24)
es la funcién de particién en el caso bidimensional. Esta puede ser expresada como
Z(v1,v2) = Za(01) Za(v2), (25)

donde Z(v1) = [exp(—AH))dvi y Za(v = [exp(—pBHz)dvz. Realizando el cam-

bio de variables 1 = exp(v1) y 2 = exp( 1) e integrando se obtiene

Z(v1,v2) = (Bra) =P (Br1) =PI (Bra)T(Bra) (26)
(en esta expresién I' es la funcién gamma).

La probabilidad de que la variable v; tome un valor comprendido en el intervalo
vy y v +dvy es

1 )
Bydip= Zexp(—,ﬁHl)dv] = -/—IJ(L;)dv] (27)

En la Fig. 4 se ha representado graficamente J(v;) vsvy. El maximo corresponde
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FIGURA 5. Representacién grafica del maximo de la probabilidad, Pyy, en funcién de 4. Con
trazos se representa Py vs. T.

al valor v; = 0 (en términos de la densidad poblacional la probabilidad es maxima
cuando Ny = ¢q).

Consideremos la variacién del maximo de la probabilidad como funcién de B.
Con tal fin escribimos la expresién (27) con v; = 0

exp(—fBra)(Bry) P2
I'(fra) '

Piu(B) = (28)

cuando # — 0 (con valores positivos) Py — 0. Si f — oo utilizando propiedades
de la funcién gamma y luego la formula de Stirling, se obtiene la siguiente expresién

_ (Bra) Bry ) Pre-1)
For= e{2x(Bry — 1)}1/2 {gm_;} (29)

En la figura 5 se representa el comportamiento grafico de la funcién Pyy vs. 3
(superpuesta con ella se representa con trazos la variacion de Pyy en funcién de la
ecotemperatura T').

La ecotemperatura del sistema es, por tanto, una medida del “orden” existente
en el mismo. 5i T — 0 la curva de la Fig. 4 presenta un pico muy agudo en v; = 0.
Mientras que cuando 7" aumenta, es menos probable que el sistema se encuentre
en su estado de equilibrio (v; = 0) produciéndose un “ensanchamiento” de dicha
curva. Entonces se convierte la variable T en una medida de la dispersiéon de v, con
respecto al valor de equilibrio.

A continuacion calcularemos los promedios de algunas funciones generales de
interés ecologico. En primer lugar, evaluaremos el promedio de la funcién exp(v;)
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(= M/q):

(exp(o) = - f sl i) i) din

—00

00

=5 exp(—fravy) exp|—fAra exp(vy)] dvy,
1J-o0

cambiando de variables, si z; = exp(v), entonces

1 2
(z1) = Z / 277 exp(—Brazy )ay dey
1 J—00

_ (Bro)fra(Bra+ 1)
L(Bra)(Bra) Ara+1)

recordando que ['(z + 1) = 2I'(z), la dltima expresién se reduce a

{z1)= 1
La ultima expresion indica que

(N1) = q1. (30)
En forma aniloga se demuestra que

{N2) = qa. (31)

El valor medio de las densidades poblacionales coincide con el valor de equilibrio
del sistema de ecuaciones originales propuesto.

El promedio de variacién de la densidad poblacional con el tiempo es

<%> B <q1 exP(vl)%> - <q1 exP(vl)_a?f>

L = oH
= E/:w [m exp(—3H)q exp(v;) s dvy dvs

o0 oo d
= %imexp(—-ﬂﬂl + v1) dvy '/:m—%av:[exp(‘ﬂHZ)]dUZ-

Si como antes cambiamos de variables en la primer integral, operando conveniente-
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mente, resulta que

dN 00
<dt‘> (ﬂr2+1)71exp( BHz)|__ =0, (32)

de igual modo se demuestra que

<%Vt—2> =0. (33)

A continuacion calcularemos el promedio de la funcién By = vy (dH; /dv;)

(By) [ o fexp(=8Hy)] do,
5

integrando por partes

0o o0
(B1) = 5 [veso(-smm)|”_ = [ exp(-sH) do
rBZ = —o0
El primer término del corchete es 0 y el segundo es Z), por lo tanto,
(Br) = % (31)
1 B
De modo andlogo, si By = va(dH2/dvy), su promedio es
(B2) = (35)
2N=75

Se demuestra facilmente que

dH dH»
<t’JTtl> = <U17> = 0 (36)

Las ecuaciones (34), (35) y (36) son equivalentes al teorema de equiparticién
generalizados de la mecénica estadistica. El mismo afirma que

dH
<I,gg> = 5,'JkT,

donde z; son las coordenadas generalizadas del sistema fisico en estudio y H el
hamiltoniano del mismo. Estos resultados son coincidentes a los encontrados por
Kerner para el caso general de n poblaciones interactuantes con la condicién de
antisimetria de los parametros. Partiendo de las ecuaciones (34) y (35) se encuentra
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la siguiente expresion para la ecotemperatura del sistema,
T = {vi(—rz2 + rzexp(v1))) = (va(—r1 + 71 exp(v2))). (37)

Un mejor conocimiento del significado de la ecotemperatura se obtiene si eva-
luamos el promedio de (dH,/dl)*. Esta funcién es una medida de la dispersién de
Nj respecto de su promedio q;,

dHy\* T .
(“,vll) = (=rz2 + rzexp(v1))” = a1 ” (N1 —q1)7, (33)

y su promedio es

dH, N -1 % [fdH\*
B —8H,)dv
<(dv1) > 7 /_w(dm) s~ G et

—1 00 ([H] d
= g7 —(exp(—AH .
321 - ( ([Ul ) L’]i‘l (‘ YD( ] l)JJ r 1-

o

integrando por partes

dH \° =] v=nc e [N :
<( i ) > =37 [r.\p(.ﬁ!l) S ¥ f_x (—dc']j ) (.\[J(_;)’H[)] duvy,

el primer término del corchete es nulo: para resolver la integral en el segundo

término, tenemos en cuenta que

(d"’H] o din
dm? ) PET dey

analogamente

- 1 ; " Ty
") = (M- ) = 2 (39)
dui? H
\f
=il . - "
S} Ehdia” (U N — )" )i= —= 1)
(rh"_v’ ) ap{(N2 = q2)7) = (
de las dos iltinas ecuaciones concluimos que
(5 - j o _'.J, . ’
T =2 (V) = ) = = (e~ )). (12)

" )
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La ecotemperatura es, por tanto, una medida de la dispersién de la fluctuacion
de la densidad poblacional respecto de su estado de equilibrio. T = 0 implica que
el sistema se encuentra en el estado estacionario, las poblaciones toman los valores
1 Y gz, respectivamente, los que se mantienen constantes en el tiempo.

4. Conexién con la termodindmica

Las magnitudes fisicas importantes relacionadas con un sistema en particular pueden
ser expresadas en funcién del In Z. donde Z es la funcion de particién del sistema. En
nuestro caso, a partir de la consideracion de que los puntos imdgenes en el espacio
de fases presentan una distribucién canénica, encontramos la expresién de Z. De la

expresion (23), se obtiene que

Z = Z1Zy = (Br2)' P00 (Bra) (B )~ BrIT(Bry),
tomando logaritmo natural

mZ=InZ +InZ,
(42)

—fBraln(Bry) + InL(Br2) — BryIn(Bry) + In L (Bry),

esta relacion fundamental sera usada en lo sucesivo.

La expresion encontrada para el hamiltoniano presenta dos términos, cada uno
de ellos como funcién de sélo una de las variables, esto es: H(vy,v2) = Hy(vy) +
Hu(V2). Hy y Hy no permanecen, necesariamente, constantes en el tiempo. En
téerminos fisicos, la energia interna media asociada a la primer poblacién es

o0

Zl -0

(L’Y]) (‘X[)(—ﬂ]![)”] dL‘]

o equivalentemente

T fc,%f_:‘; exp(—/AH) ) dv; (43)
! fjooc exp(—AH,)dv,

expresion que puede escribirse como

7]
= ) 4
(Hy) 5 In Z, (44)
Andlogamente
(H3) = 7(_1— In Zs. (45)

a3
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(Hy

FiGUuRA 6. Representacion grafica de (H;) vs. 3 (izquierda) y de (H5) vs. 3. Con trazos se muestra
la variacion de ambas funciones con T (se considera I'y = 0.4 y s = 0.5).

Teniendo en cuenta la expresion (42), la ecuacion (44) es
(Hz) = r2 + raIn(fry) — reyp(Br2), (46)

donde ¥(z) = g; In(T'(z)) es la funcién digamma. Esta funcion admite el siguiente
desarrollo en serie

= 1 1 ~
d’(I):lnI_g][(I_*_k)—l"(]+m)]- (47)

Utilizando este desarrollo en la Ec. (46) se obtiene

1

= 1 _
(H1)=T2+r2§[m—ln(l+m)}‘ (48)

razonando de un modo similar, se obtiene

> 1 1 ;
(H2) =r1+m g} l:_—_(ﬁrl v In (1 + Brsh k))] : (49)

Las dos iltimas ecuaciones permiten inferir que cuando 3 — oo (T ~»+ () enton-
ces (Hy) — ro y {H2) — r;. Este resultado es coincidente con la conclusion que se
obtiene, con las mismas hipétesis, en las Ecs. (13). Por otro lado, de las Ecs. (48)
y (49) se desprende que si 3 — 0 (T' — oo) entonces (Hy) — oo y (Hs) — oo.
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En la Fig. 6 se han trazado las curvas que representan la variacion de (H;) y de
(H3) como {unciones de 3. Superpuesta con estas curvas se representa la variacién
de estas funciones con respecto a la ecotemperatura. Tanto (H;) como (H;) son
funciones crecientes con T. Ahora calcularemos el valor medio de la dispersion de
H, respecto de su promedio, esto es

(AH)?) = ((Hy - (H1))?) = (H%) - (H,)? (50)
pero
(H}) = ZL, (%gi) (51)

la tiltima expresién puede ser escrita en funcion de (H1)?, pues

; 2
- _3_(6%12 =(Ha)%.
De esta tltima relacion concluimos que
() — (y? = -2 (53)
por tanto
(AH)Y = FlaZy | 1 _ o ogipn), (54)

ag: 8

donde '(z) = dy(z)/dz es la funcién trigamma. Si en la ecuacién (54) desarrolla-
mos en serie la funcién trigamma, obtenemos

T

2 o~ 1
(A} =~ “22“2:0_“_(&”11)2' (55)

En la Fig. 7 se representa el comportamiento grafico de (AH 1)?) como funcién
de BydeT.

Una expresién similar a la (55) puede deducirse para ((AHz)?). Pueden ser
evaluadas de igual modo las variables temodinamicas convencionales. Como ejemplo,
encontraremos la expresién de la energia libre de Helmholtz. Conocida la funcién de
particién del sistema, dada por la expresién (26), la variable termodinamica antes
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By

FiGURA 7. Representacién grafica de ((A11,)%) vs. . Con trazos se representa la misma funcidn
vs. T (se considera ry = .5)

mencionada esta definida como sigue

|
e 3 InZ
(-)(1)
1 :
=rsIn(drs) — %I:l B(Ars) 4+ ryIn(de) — 3 In I'(/4ry).

Ista funcion puede expresarse como suma de contribuciones individuales de cada
una de las poblaciones. esto es

F=F+ R, (57)
té\_uld(‘
: 1 B
I = raIn(PBra) = 3 InT(dra) (58)
y
. e ”
I =ryIn(pry) — —ilnl{drl) (59)

I es la crereia asociada con la 7-ésima especie.
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FIGURA 8. Representacién grafica de F) vs. T (se considera ry = .5).
Expandiendo en serie la funcién In ['(3r;) se obtiene

1
F}:rg——ln(ﬂr.,%-lin\/ﬂ

28 B
ii e i : (i=1,%j=1,2i4#j)
2ﬂm=1 (m+1)(m+2) 1(5,.J+n)(m+|) t=Lay=L41F0)
(60)
En funcién de la ecotemperatura la energia libre de Helmholtz es
Fi=rj+}{lnr; —InT —In2r — A;(T)|T (61)
donde
00 oo
| =1,2),
Aj( (m+1) m+2 Z rJ/T+n)(m+1 ( )
m_—..l m=1
verificindose que
Tl‘l—rﬁ) A;j(T)=10

lim A;(T) = constante
T—oo

(pues la serie 3°>° (1/n)” es convergente si p > 1). En la Fig. 8 se representa
graficamente Fy vs T
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El conocimiento de la energia libre de Helmholtz posibilita encontrar la ex-
presion de la entropia del sistema, de la relacién termodinamica

F =(H) - TS, (62)

derivando con respecto a T se obtiene (en general la funcidon ' tiene como variables
independientes la temperatura y el volumen del sistema considerado, en nuestro
caso la tnica variable con signilicado [isico es la ecotemperatura)

oF _ o) .98

or = ot 0 lar (63)

a la derecha de esta igualdad, el primero y el tercer término son equivalentes, la
capacidad calorifica a volumen constante es

Loy 08
-', = ——= =1 s
- aT aT

Por lo tanto, la Ec. (63) nos provee una forma directa de calcular la entropia asociada
con la poblacion i-ésima:

5 = ——=t. (64)

Utilizando la ecuacion (61) obtenemos

|'J:,
[l

%[A*J +InT + A7)+ A (1) (1 =1,2v =1,%m 77, (65)
donde

) d
by =14 InZm—Ilnry y A (T)= ﬁAJ(I).

En la Fig. 9 se representa la grifica de Sy vs. T. El estado estacionario Ny = gy,
Ny = qu, al cudl corresponde T = 0, tiene el valor de entropia § = —oc. Esta
funcién es réapidamente creciente con 7', y le asignaremos el sentido usual de la
entropia como medida del orden del sistema.

5. Aplicaciones

A modo de ejemplo estudiaremos el comportamiento de algunas poblaciones reales
donde pueden ser aplicados los conceptos hasta aqui desarrollados.

Si fuera posible determinar a partiv de las curvas experimientales el valor de
dos de los parametros pertenecientes al sistema de ecuaciones iniciales, en virtud
de las relaciones encontradag, se puede calcular el resto de los cocficientes y, de
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FiGura 9. Representacion grafica de S, vs. T' (se considera ry = 5).

este modo, trazar las curvas tedricas. En seguida mostraremos un camino que nos
permite determinar la tasa de crecimiento aproximada de la presa, y a partir de este
valor queda determinado, univocamente, la tasa de multiplicacién del predador.

Considerando la primera ecuacién del sistema (1), e igualando a cero, obtenemos

dry i
— =il | — explez)) =0, (66)
dl

de esta relacion podemos encontrar el tiempo £ para los puntos criticos de la funcién
dvy/dt. La condicién (66) se satisface cuando

va(t) = 0, (67)
derivando nuevamente v; respecto de f, y evaluando en t = { se obtiene

4o (o)) 222 i (68)
— = —Triyexpluatt — = =7 , ls
i |,_, PR | V|,

De esta ecuacion se desprende que si dva/dt en ¢ = { es mayor que cero, entonces
vi(t) tiene un maximo en este tiempo, y vale también que si dvy/dt es negativo
en t =1, vi({) presenta un minimo en dicho tiempo. Consideramos la segunda de
las alternativas planteadas, esto es, en f = f v, toma su valor minimo Vim Y se
verifica que v3(f) = 0. Sea ' el tiempo para el cual v toma su valor minimo Vom
¥, en consecuencia, se cumple que v1(') = 0. Si aplicamos para estos dos tiempos

la condicién de ser fI constante de movimiento. obtenemos la siguiente relacion
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general
H(t) = H(') = ravim + r2exp(vim) + 11
= —rivam + r1exp(vam) + 12, (69)

de aqui podemos despejar r; como funcién de r; y de valores que pueden extraerse
de las curvas poblacionales experimentales

exp(vom) — vam — 1
exp(Vim) — vim — 1

ro = 1. (70)

El indice de multiplicacién de la presa, ry, puede ser obtenido, con buena aproxi-
macién, considerando intervalos de tiempo en los que la densidad poblacional del
predador alcanza valores minimos. En tales intervalos podemos suponer partiendo
del sistema (1) que

AN (1)
cuya solucion es
Ny(t) = N1(0) exp(rit), (72)
tomando logaritmo natural
In Ny(t) = In Nq1(0) + ryt. (73)

La pendiente de la recta que resulta de graficar In Ni(t) vs. t da el valor de la tasa
de multiplicacion de la presa.

El primer ejemplo que analizaremos se trata de una experiencia de laboratorio
realizada por Huffaker (1957) con dos tipos de acaros. La densidad poblacional de
cada una de las especies fue medida cada cinco dias durante un lapso de siete meses.
Para efectos de nuestro estudio, hemos considerado como tiempo inicial (¢ = 0) al
dia veinticinco de comenzada la experiencia. En la segunda columna de la izquierda
de la Tabla 1 se muestran, para cada tiempo, los valores experimentales de las
densidades poblacionales de ambas especies.

A partir de los valores experimentales se obtiene que (N;) = 995.6 y (Na) =
11.9. Considerando el intervalo de tiempo entre t = 30 y ¢ = 50 se obtuvo, segun
la técnica descrita anteriormente, que r1 = 0.074, y teniendo en cuenta la ecuacion
(70) r2 = 0.111. Con estos resultados y considerando las ecuacionzs (30) y (31) se
obtiene que: aj2 = 6.2 x 1073 y a; = 1.11 x 10~%. Con los valores de las densida-
des poblacionales iniciales y las constantes anteriores se obtiene el correspondiente
listado de las densidades poblacionales segiin el modelo propuesto (tercera columna
de la izquierda en la Tabla 1).
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Tiempo Experimentales Teéricos Aleatorios
Ny Ny Ny Ny N Np”
0 900 36 900.0 36.0 859.2 34.4
5 500 25 461.0 29.7 513.6 26.7
10 250 17 304.2 21.0 347.5 10.1
15 200 12 257.3 14.0 118.2 12.5
20 150 8 260.6 9.3 126.6 9.9
25 200 7 297.7 6.2 493.7 7.6
30 200 G 367.0 4.3 330.2 6.4
35 250 3 474.5 3.1 654.6 0.2
40 350 1 631.6 24 7379 47
45 450 1 853.3 2.1 742.8 5.3
50 500 3 1158.7 2.1 1044.1 4.5
55 850 5 1563.3 2.6 1636.3 32
60 1600 5 2052.3 4.0 1921.2 5.0
65 1750 15 2485.6 8.2 2626.5 10.5
70 2000 19 2403.2 19.2 2516.0 20.9
75 2000 20 1509.9 33.6 1469.6 34.3
80 1700 16 721.8 35.1 888.5 33.7
85 1400 15 393.8 27.1 311.3 26.8
90 800 35 281.5 18.7 401.0 179
95 500 18 252.9 12.4 433.9 11.6
100 550 7 267.1 8.2 181.9 11.5
105 650 T 313.3 5.5 381.8 8.1
110 700 12 3928 3.9 558.1 4.6
115 700 6 = 513.2 2.8 358.2 1.2
120 850 1 686.9 23 539.5 2:2
125 1150 1 930.7 20 794.9 0.6
130 1800 1 1263.8 2,1 1405.9 29
135 1900 1 1697.6 28 1523.7 0.0
140 1800 1 2196.0 4.8 2202.8 4T
145 1700 3 2549.8 10.5 2544.9 12.1
150 1800 9 2213.6 23.7 2018.7 23.6
155 1700 20 1232.3 35.8 1459.5 35.7
160 1500 30 590.2 33.3 506.1 33.0
165 500 39 346.3 24.5 300.6 24.4

TaBLAa 1. Experiencia de Huffaker. Listado de valores poblacionales experimentales, tedricos y
éstos tltimos mas una perturbacion aleatoria, como funciones del tiempo expresado en
dias.

Podemos suponer que la variacion de una componente deterministica, respon-
sable del comportamiento general del sistema (y que pretende ser expresada por el
modelo que hemos propuesto), y una componente estocastica que pretende repre-
sentar una multiplicidad de factores que varia azarosamente en el tiempo, pero que
no originan cambios sustanciales en el comportamiento global del sistema (como
por ejemplo cambios en la temperatura, humedad, otros fenémenos climatoldgicos,
presencia circunstancial de otras especies, etc). Se ha definido la variable N*(¢) de
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FiGURA 10. Representacion grafica de N, vs. f, v de N»" »s t. Los valores experimentales se
senalan con circulos.

la siguiente manera:
N*(t) = N(t) + a(l), (74)

donde a(t) es una variable aleatoria con media igual a cero, y que suponemos tiene
amplitud maxima |a|y = (Ny—Nm)/10. Ny y Ny, son, respectivamente, los valores
poblacionales maximo y minimo.

En la Fig. 10 se representan N;* y N2* como funciones del tiempo. Los puntos
experimentales se marcan con pequenos circulos.

El siguiente es un cuadro comparativo entre los resultados teoricos y los expe-
rimentales:

Valor experimental Prediccion tedrica dif. (%)
(M) 995.59 994 82 -
{Na) 11.91 11.90
Periodo 78 a 83 dias 78.6 dias -
(H1)/ra 1.28 1.27 0.78
(Ha)/r 1.56, 1.45 7.00
{(N1/{N1))?) 4.01 x 10° 5.7'x 10° 41.40
((N2 — (N2))®) 116.43 120.89 38

En consecuencia, con el analisis teérico desarrollado se obtiene que

dvs —d
<v1 ;;"> = <ngvl> = 0.065,
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y por tanto la ecotemperatura [véase la Ec. (37)] es
T'= 0.065.
Los valores de la entropia asociadas a las poblaciones son, respectivamente,
S$1=301 y S;=346.

El segundo ejemplo que analizaremos se trata de la fluctuacién en las poblacio-
nes de liebres (presa) y linces (predadores) en Canada. Los valores experimentales
han sido extraidos del trabajo realizado por MacLulich (1937) y se reproducen,
parcialmente, en la Tabla 2 (siguiendo el mismo orden de la tabla 1). Esta tabla ha
sido construida con los valores registrados anualmente, entre 1872 y 1901. (t = 0
corresponde al afio 1872).

Con los valores experimentales se obtuvo que (N7) = 50700 y que (N2) =
24433.3. Bl valor calculado para ry fue 1.04 y a partir de éste se obtiene que: 72 =
493, a;p = 4.2 x 1075 ¥ ayn = 9.7 x 1076. En la Fig. 11 se representan N;*
y N:2™ como funciones del ticmpo. Con pequeios circulos se marcan los puntos
experimentales.

El siguiente es un cuadro comparativo de los resultados tedricos con los experi-
mentales:

Valor experimental Prediccién tedrica dif. (%)
(Ny) 50700.00 50734.24 ==
(N2) 24433.33 24433.76 =
Periodo 10 a 12 anos 9.8 anos =
(H1)/ra 1.25 1.32 5.60
(Ha)/m, 1.20 1.16 10.07
(NN LA x 10° 1.72 x 10° 18.60
((N2 — (Na})?) 4.10 x 10° 2.02 x 10° 50.70

En consecuencia, con ¢l andlisis tedrico desarrollado se obtiene que

dvy —duv;
N— ) = w—— 3 = 0.312
<7' df > <" i > 031

y por tanto la ecotemperatura [véase la Ec. (37)] es
T=0312
Los valores de la entropia asociados a las poblaciones, son respectivamente,

$1=3.78 y S;=244.
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Tiempo Experimentales Tedricos Aleatorios

Ny Nz N, N, Ny Ny”

0 60 10 60.0 10.0 57.9 8.1
1 46 18 105.2 135 108.0 10.0
2 50 19 131.1 205 133.3 24.2
3 103 43 724 47.3 65.1 45.5
4 87 37 26.7 45.0 19.7 45.6
5 68 22 14.3 33.1 24.6 34.6
6 17 15 12.4 229 10.5 25.3
7 10 10 15.6 15.9 25.0 12.6
8 17 8 24.6 11.8 30.2 14.4
9 16 8 44.3 9.9 385 13.7
10 15 30 81.4 11.0 75.3 13.8
11 46 52 127.1 18.7 130.9 19.4
12 55 75 108.6 39.2 101.8 41.2
13 137 80 42.8 48.8 50.2 514
14 137 33 18.1 39.1 24.0 41.0
15 95 20 12.5 275 104 28.3
16 37 13 13.3 19.0 221 17.3
17 22 7 19.1 13.5 14.7 13:2
18 50 (i 32.6 10.5 389 9.6
19 54 10 60.3 9.9 69.8 9.1
20 65 20 105.9 13.5 101.5 17.2
21 60 35 132.0 27.6 135.6 30.6
22 81 55 72.0 47.9 80.7 48.5
23 95 40 26.3 45.1 18.2 43.2
24 56 28 14.1 33.1 6.3 33.0
25 18 16 12.2 22.8 5.1 912
26 5 5 15.4 15.9 22.8 16.8
27 2 6 24.3 | B Ry 152 7.8
28 15 5 43.9 9.8 44.2 7.5
29 2 7 80.5 10.5 81.3 11.3

TaBLA 2. Variacién de las poblaciones de liebres (N;) y linces (N) en Canada como funcién
del tiempo dado en afos: valores experimentales, tecricos, v estos iiltimos, mas una

perturbacién aleatoria. (Cada uno debe multiplicarse por 10%).
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Abstract. Lotka-Volterra’s model is studied without imposing the
condition of antisymmetry. A new methodology to solve the problem is
developed. Such methodology was basically directed to the obtention of
an integral of movement (Hamiltonian) for the original problem, which
was obtained from the solution of a system of differential equations in
partial derivatives (equations of Hamilton). From the above mentioned
integral of movement, a statistical mechanical analysis| was developed
based on the following points: a) verification of Liouville's theorem,
b) assumption that the ergodic hypothesis holds (Birkhoff’s theorem),
c) proposing that the points in phase space are distributed according
with Gibbs canonic law. A number of relations were obtained from the
above mentioned hypothesis, and these allowed us to associate magni-
tudes or functions of easy empirical evaluation with the parameters of
the original model. Equivalent laws to the fundamental physical laws of
Statistical Mechanics and Thermodynamics were obtained. This results
allowed us to contrast theoretical and experimental results.





