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Resumen. El material de este articulo estd dividido en cinco secciones.
En la Sec. I se discuten brevemente las caracteristicas bdsicas de los
sistemas cuanticos, haciendo hincapié en sus propiedades estocdsticas.
En la Sec. II se describe una version de la mecanica cuantica estocastica,
que demuestra que es posible leer el formalismo cuantico en términos
estocasticos. En la Sec. III se describen los elementos de la electro-
dindmica estocastica y se discuten sus posibilidades y limitaciones como
teoria fundamental de los sistemas cuanticos. En la Sec. IV se presenta
una reformulacion reciente de esta teoria, que supera las limitaciones
de la teoria discutida en la seccion anterior. Finalmente, en la Sec. V se
discuten muy brevemente los teoremas de EPR, von Neumann y Bell.
La presentacion es diddctica e incluye una amplia lista de referencias,
pero se omiten en lo general los detalles de las derivaciones.

PACS: 03.65.Bz, 05.40.4j

I. LA NATURALEZA ESTOCASTICA DE LA MECANICA CUANTICA

|.1 Caracteristicas de los sistemas cuanticos

Como es bien sabido, los sistemas cuanticos tienen una serie de propiedades cuya
combinacion da lugar a caracteristicas sui generis. En términos generales, las
caracteristicas mas sobresalientes son:

a) variables dinamicas (observables, en el lenguaje usual) con espectro discreto;

b) propiedades ondulatorias, manifestadas a través de fenémenos como la interfe-
rencia. la difraccion, ete.

c) estocasticidad, que da lugar a propiedades genéricamente englobadas bajo
términos como indeterminismo, etc.

Revisemos con algo de detalle estas propiedades. Estrictamente hablando, cualquiera
de ellas puede presentarse en sistemas clasicos. Por ejemplo el espectro de frecuencias
de un piano es discreto, y en el supermercado el azicar viene sélo en paquetes de 1,
2 0 5 kg, digamos; el sonido manifiesta propiedades de difraccion e interferencia, y se
trata de vibraciones mecanicas clasicas; finalmente, en los juegos de azar con dados,

*Notas de un curso impartido en el CURCCAF 1990, Panama, Panama.
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barajas u otros objetos clasicos, es justamente la aleatoriedad la que les da gracia y
atractivo —al menos para los jugadores compulsivos. O bien, ;quién podria predecir
el instante preciso en que una gota de lluvia caera sobre la hoja de un arbol?

En el caso de los sistemas cudnticos, constituidos por corpusculos —no por
ondas— estos diversos elementos se combinan para generar un comportamiento que
puede calificarse sélo con el término cudntico. Debe senalarse que en este caso,
los aspectos “indeterministas” adquieren usualmente un caracter esencialmente
diferente al que se atribuye a los sistemas clasicos. En efecto, en estos ultimos
la presencia de elementos aleatorios refleja sélo el hecho de que se esta haciendo
un estudio incompleto del sistema, eliminando de la descripciéon una multitud
de elementos que afectan los resultados. Por ejemplo, nadie duda que la gota de
lluvia o la bolita de la loteria siga fielmente leyes clasicas, pero nadie pretenderia
tampoco hacer una descripcion exhaustiva que permitiera predecir con precisién
cada resultado.

En cambio, en el caso cudntico la interpretaciéon generalizada —la que co-
munmente se designa como ortedoza— diria que la aleatoriedad presente en los
resultados cuanticos es irreducible en principio, y no producto de una descripcién
incompleta. Esta conviccién se expresa con vehemencia en la afirmacién de que la
mecanica cuantica es una teoria completa, pese a que sélo permite hacer predicciones
estadisticas.

De las tres caracteristicas mencionadas, las dos primeras son las que primero
fueron explicitadas e incluso utilizadas en la construccién de la teoria cuantica. En
particular, el caracter discreto de los espectros de emisién atémica fue la base para
la teoria de Bohr, como anos después las propiedades ondulatorias constituyeron
el pilar de la teoria de Schrodinger. En cambio, el indeterminismo o, mejor atn, la
estocasticidad omnipresente en el comportamiento cuantico, aparece més bien como
parte del conjunto de postulados seménticos, o sea como parte de la interpretacion
fisica del aparato matematico. Sin embargo, no se trata de una caracteristica menos
importante, sino que, por el contrario, frecuentemente estd a la raiz misma del
comportamiento cudntico.

Para ilustrar este punto, veamos con detalle el ejemplo de los electrones
difractados por un par de rendijas cercanas: el patrén de difraccién es una sucesion
continua de maximos y minimos de intensidad, y representa una clara manifestacion
del comportamiento ondulatorio de los electrones (u otros corpusculos cuanticos).
Sin embargo, sin alterar para nada el dispositivo se puede poner de manifiesto la
estructura granular y discreta del fenémeno; para ello basta con reducir la intensidad
del haz incidente hasta un nivel que corresponda a lanzar electrones aislados, uno
a uno, sobre las rendijas. En este caso se observa por cada electrén un punto en la
pantalla —si el recubrimiento de la pantalla es adecuado—; la acumulacion de un
niimero muy grande de puntos da lugar al patrén de difraccién [1]. Es importante
notar que el orden de llegada de los electrones es enteramente arbitrario, o sea que el
comportamiento de cada corpusculo en lo individual esta regido por el azar, en tanto
que el comportamiento estadistico del conjunto de los electrones (que representan
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una aproximacién a un ensemble! tedrico) esta descrito por el patrén de difraccion.
En otras palabras, aunque los electrones se comportan de manera aleatoria, tomados
en su conjunto muestran una regularidad estadistica, que es precisamente la que
queda descrita en términos de interferencia, o sea en términos ondulatorios.

1.2 Interpretacién estadistica de la mecénica cuéntica

La manera mas natural y directa de interpretar estos resultados es mediante la
adopcién de la interpretacion estadistica —o mejor atin, de ensemble— de la
mecanica cuantica, que consiste en proponer que la funcién de onda v(z), solucién de
la ecuacion de Schrodinger, describe el ensemble completo y por lo tanto contiene a la
vez propiedades ondulatorias y estadisticas. Por este mismo hecho, 1)(z) no describe
el comportamiento de un elemento especifico del ensemble, y por ello mismo la
descripcion no se refiere a una trayectoria —aunque esto no debe interpretarse como
la inexistencia de las trayectorias.? Notese que esta interpretacion es excluyente y
contradictoria con la ortodoxa, la que considera que ¥(z) proporciona la descripcién
completa del comportamiento de una particula, o sea de un miembro arbitrario del
ensemble. Dado que habra diferencias visibles en el comportamiento de los miembros
del ensemble, aparece el indeterminismo como elemento esencial e irreducible en el
marco ortodoxo.

El primero en proponer y defender con énfasis la interpretacién estadistica de la
mecanica cuantica fue Einstein [2]; aunque poco favorecida aiin, existen articulos [3]
e incluso textos [4] en los que se expone y se le utiliza. Pese a sus grandes virtudes
—entre ellas, su claridad y el desvanecimiento de muchas paradojas a las que
conduce la interpretacion de Copenhague [3]—, también es un hecho que no esta
exenta de dificultades conceptuales, como por ejemplo, que la descripcion estadistica
no se realiza en el espacio fase sino en un subespacio, como el de configuracién, o
bien que se trata simplemente de una descripcién sin que se identifique o conozca
la causa del fenémeno aleatorio. En particular, la descripcién estadistica resulta
insatisfactoria, al menos porque no existen reglas bien definidas para calcular el
valor esperado de funciones arbitrarias de z y p.

Pero si reconocemos la aleatoriedad de los sistemas cudnticos como una de sus
propiedades esenciales, surge de inmediato una serie de preguntas: jcual es la causa
que la origina? jes posible tomar como punto de partida la estocasticidad para
construir una descripcién estadistica de los sistemas cuanticos? Estas preguntas y
otras similares han inquietado a algunos investigadores y han conducido a la creacién
de una serie de alternativas estocasticas a la mecanica cudntica. Basicamente
podemos clasificar las teorias de esta naturaleza en dos grandes grupos, aunque
existen otros intentos [5]:

'Emplearemos el término ensemble, como es comin en nuestro medio, aunque tal vez fuera mas
correcto el término ensamble, o bien, conjunto estadistico.

“Esta caracteristica es comiin a toda descripcion estadistica. Asi por ejemplo, las estadisticas de
salud de un pais no nos permiten conocer la historia clinica de un poblador dado, lo que no significa
sin embargo que tal historia clinica no exista.
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i) las teorias que proporcionan o agregan una intepretacién estocastica a
la mecanica cuantica. En este caso se trata sélo de demostrar que es posible
y consistente desde el punto de vista fisico interpretar los sistemas cuanticos
como estocasticos, y precisar las leyes y propiedades de los procesos estocasticos
correspondientes. En estos modelos la intencién se centra mas en describir que en
explicar el fendmeno estocastico, por lo que se trata de teorfas fenomenolégicas que,
por construccion, no pueden ir mas alld de la propia mecanica cuantica. Existen
varias versiones de este tipo de teorias, que mencionaremos en el préximo capitulo,
pero todas ellas tienen como punto de arranque el trabajo seminal del fisico hiingaro
Imre Fényes (1917-1977) [6], en el cual se intenta explotar desde un punto de
vista fisico ciertas semejanzas entre el comportamiento cuintico y el browniano.
Las teorias que siguen esta linea de pensamiento son conocidas usualmente bajo el
nombre de mecdnica estocdslica o mecdnica cudntica estocdstica;’

ii) las teorias que agregan un elemento fisico nuevo para proporcionar una ez-
plicacion del comportamiento azaroso del electrén. Al intentar explicar la mecdnica
cuantica, la engloban dentro de una tcoria mas general —analogamente a como
la optica fisica explica y engloba a la dptica geométrica. Es claro que éste es un
programa muy ambicioso y sélo ha sido desarrollado hasta ahora en forma parcial
y no acabada. El modelo mas evolucionado y mejor conocido de este tipo de teorias
es la electrodinamica estocdslica, surgida hace ya cerca de tres décadas.

En las secciones que siguen presentaremos un breve resumen de estas dos teorias
estocasticas. Desgraciadamente la falta de espacio y tiempo nos obligara a hacer
una presentacion esquematica y breve y a dejar de lado los aspectos histéricos
relacionados con estas teorias.

II. LA MECANICA CUANTICA ESTOCASTICA

II.1 Cinemética de los procesos estocasticos

Exploremos la posibilidad de construir un modelo dindmico del electrén cuantico
como una particula sujeta a un permanente movimiento fluctuante. Un modelo
clasico que de inmediato viene a la mente es el de las particulas brownianas:
corpusculos pequenos en suspension en un fluido (particulas de polvo en el aire,
colorantes en el agua, etc.), que por la agitacion molecular siguen trayectorias
azarosas altamente irregulares, pero sujetas a leyes estadisticas bien definidas.
Debemos distinguir claramente, sin embargo, entre la situacién clasica y la cuantica,
al menos por las siguientes razones:

a) En el caso browniano el movimiento irregular es generado por una inmensidad
de impactos simultaneos de las moléculas del fluido sobre las particulas en
suspension; en el caso cuantico carecemos de un modelo microscépico especifico.

*Deben evitarse confusiones en la nomenclatura; por ejemplo Prugoveéki [5] le da este nombre a
una teoria con resultados experimentales difusos.
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La falta de modelo resta poder explicativo a la teoria, la que adquiere un caracter
fenomenologico.

b) En el caso browniane, la estabilizacion de propiedades estadisticas como las
fluctuaciones de las variables z,p, etc., depende de manera esencial de la
presencia de fuerzas disipativas, las que estan ausentes de la descripcién del
caso cuantico —pues la teoria debe ser consistente con el principio de inercia
para la trayectoria media de una particula libre.

c¢) Ciertas propiedades como la cuantizacion o los fenémenos ondulatorios son
caracteristicas de los sistemas cuanticos, y no se presentan en el caso clasico.

La enumeracién anterior es suficiente para poner de manifiesto que las versiones
estocasticas de la mecanica cuantica no pueden ser un modelo browniano del
fenémeno cudntico, sino que deben ser de naturaleza esencialmente diferente, pese
a las analogias y los paralelismos entre ambas teorias. Sin embargo, esta confusién
es frecuente, y se da incluso en obras tan valiosas y bien documentadas como la de
Jammer [1], lo que tiende a desvirtuar el sentido y el contenido de la teoria.

De las diversas versiones existentes de la interpretacion estocastica de la
mecanica cudntica, la mas conocida es la mecdnica estocdstica de Nelson [2], la que
ha sido usada incluso como modelo para efectuar la cuantizacién de campos [3,18].
Aqui presentaremos una versiéon un poco diferente, denominada mecanica cuantica
estocastica (MQE) [4]. En todos los casos los trabajos pioneros son los de Fényes cita-
dos en la Sec. I, y continuados por Weizel [5], Kershaw [6], Santos [7], Davidson [8],
Nassar [9], etc.

En la construccién de la MQE se parte de considerar un ensemble de particulas
que describen trayectorias con desviaciones aleatorias, pero evitando la introduccién
de peculiaridades aplicables sdlo al caso clasico. Una forma general de proceder es la
siguiente. Consideremos el conjunto (subensemble) de particulas que en el instante
t se encuentran dentro de una vecindad de r; llamemos P(r)d®r a la probabilidad
respectiva. Dichas particulas ocupaban al tiempo t' = ¢ — At posiciones diversas,
que denotaremos globalmente como r', y ocuparan al tiempo t’ =t + At toda una
serie de posiciones r'". Entonces para g(r) una funcién cualquiera de la posicién,

9(r") — g(r') = g(r + Ayr) — g(r — A_rx)
= 0ig - (Agri+ Aori) + 30:0,9[(A410)(A4ry) = (A-ri)(Borj)] + -+
en donde Ayr =r" —r, A_r =r — r'. Por consiguiente,

o) o) _,

- (Agri+ Aory Ayri)(Aqrj) = (A-ri)(A_r;)]
2At 2At

) 4 aia;t = v

(1)
y para el caso de un flujo sistematico, en el limite At — 0 obtendriamos el resultado
usual %g— = Vg - %. Sin embargo en el caso presente las desviaciones A r y A_r
son variables estocdsticas, por lo que habri que introducir dos consideraciones para
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que la expresién anterior adquiera un sentido definido: por un lado es necesario
promediar sobre todas las posibles desviaciones Ayr condicionadas por r en ¢
—lo que equivale a promediar sobre la probabilidad P(r)— y por otro lado es
necesario sustituir la At infinitesimal por una At suficientemente pequeiia pero
finita, puesto que la variable estocistica r bien puede resultar no diferenciable. Con
estas observaciones podemos definir la derivada (temporal) sistemdtica D, como la
siguiente generalizacién de d/dt:

ch(r) = (g(ru)Z;tg(r )) (2)

En condiciones estacionarias puede suponerse que ((A4r)?) —{(A_r)?) = O((At)?),
por lo que de (1) y (2) sigue que

Deg(r)=v-Vg

con

(Ayr+ A_r)
2A¢

Y=

Cuando ¢(r) depende también explicitamente de ¢ debe cambiarse el resultado
anterior por

Deg(r) = (% + v V) g. (3)

Es claro de su definicién, que v representa la velocidad local media en r, que
podemos identificar con la velocidad de flujo:

"
V:(I'ZT)':DCI'. (4)

La segunda igualdad se obtuvo mediante la aplicacién directa de (3) a g =r.
En forma analoga puede estudiarse la combinacién simétrica

9(r")+9(r') = 29+ 0ig(Asri — A_ri) +38i0;g[(A4mi)(Agrj) +(A_ri)(Aor))] +- -
y a partir de ella introducir una nueva derivada

{g(c") + g(r') — 29(r))

Dsg(r) = AL
=359(A+;‘ft—r-‘) +ai_ajg((A+n')(A+nL,Zi(ﬂ-fi)(ﬂ—rj)) Lo
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Cuando r es una variable no aleatoria, A r—A_r ~ O((At)?) y (Ar)? ~ O((At)?),
por lo que D,g se anula en el limite At — 0. Sin embargo en el caso estocastico
{A4r—A_r) mide la asimetria media generada por el movimiento difusivo, asociado
a inhomogeneidades en la densidad de particulas, por lo que podemos definir una
velocidad estocdstica u ,dada por

s (A+l‘— A_l') -

s D,r. (5)

La segunda igualdad se obtuvo mediante la aplicacion directa de Dy a g =r.

Por otra parte, el coeficiente de 9;8;g se puede identificar como el coeficiente de
difusién D;; en el espacio de configuracién. Normalmente puede tomarse éste como
homogéneo e isotrépico, en cuyo caso se tiene D;; = Dé;j, con

x 2
o] (6)

Con estas expresiones, la derivada (temporal) estocdstica de g(r) se escribe
Dyg(r) = (u- V + DV?)g(r). (7)

Como hemos dicho, la velocidad estocéstica se debe al flujo difusivo producido por
la diferencia de densidades p entre dos zonas, por lo que podemos esperar que
pu ~ DVp (este flujo se anula si D = 0 y también si no hay inhomogeneidades).
En efecto, un calculo detallado [4c] muestra que esta expresion es exacta,

u= DZ'LZ (8)
p

con p la densidad de particulas. Esta férmula exhibe a u como la generalizacion
de la velocidad osmética introducida por Einstein en conexién con el movimiento
browniano (con el signo contrario) [10].

Alternativamente puede definirse una pareja de velocidades v4 (hacia adelante)
y v_ (hacia atrds), que difieren entre si debido a los efectos difusivos y estan dadas
por

—_ (r 'A—-; r) _ (AA:r)’ (9a)
_(r -r) _(A_r)
V-="TAr T At (98)

Con ayuda de las férmulas anteriores se obtiene

Y= %(V.‘, i V—)v
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u=L(vs —vo), (10)
o bien
V=V u=(D;xD,)r=Dyr (11)

donde D4, D_ son los operadores de derivacién (temporal) hacia adelante y hacia
atrds, respectivamente, dados de acuerdo con las Ecs. (3), (7) y (11) por

ﬁi:%+vi-ViDv2. (12)

Estos operadores fueron introducidos por Nelson [2a).

Notese que la técnica propuesta nos permite definir en principio un mimero
arbitrario de velocidades, cada vez menos locales; el limite seria la asignacion de
una velocidad propia por cada particula del subensemble considerado. La necesidad
de utilizar un nimero mayor de velocidades tiene que ver con el orden de la
estocasticidad del procesc en cuestién. En el caso presente nos hemos limitado a
construir una cinematica apropiada a la descripcién de procesos estocasticos en el
espacio de configuracién, que puedan caracterizarse con un coeficiente de difusién
dnico y constante D, y con una sola pareja de velocidades v y u. Pese a lo restrictivo
de la descripcion, veremos que resulta suficiente para nuestros propésitos.

Obsérvese asimismo que al invertir el signo de la evolucién temporal en las
expresiones anteriores, se intercambian los tiempos ' y ¢", o sea si 7' es el operador
de inversion del tiempo,

Ttr _ t”, Tt” - 1'!,

por lo que de las Ecs. (9) sigue que v, se transforma en —v_ y a la inversa.
Andlogamente, Tv = —v pero Tu = u. Por lo tanto, de las cuatro aceleraciones
linealmente independientes que pueden definirse mediante la aplicacion de los
operadores de derivacién temporal D, y D, a las velocidades v y u , dos de ellas
cambian de signo y las otras dos son invariantes frente a la inversién temporal:

TD.v = D.v, TDsu = D,u,
) ) (13)
TDau = —-D.u, TDyw =-=D,v.

I1.2. Dindmica de los procesos estocasticos

Pasamos ahora a la parte dindamica de la teoria, la que trataremos de construir de
manera suficientemente general para englobar las diferentes situaciones de interés.
Para una descripcién estadistica, podemos considerar que la aceleracion media a =
(t) del subensemble considerado, que debe poder expresarse como una combinacién
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lineal de las cuatro aceleraciones arriba mencionadas, esta determinada por la fuerza
media F = (fy + f4 + £}, en donde f; es la fuerza externa sobre los elementos del
subensemble, fy las posibles fuerzas disipativas, y f, la fuerza estocastica responsable
del movimiento puramente aleatorio (los efectos sistematicos de la fuerza estocastica
quedan incluidos en fy). Por tanto, proponemos la ecuacion

ma =F, (14)
Tanto a como F tendrén en general una componente invariante frente a 7'y otra
que invierte su signo, las que podemos denotar como ag v Fy; entonces la Ec. (14)
se escribe m(ay +a_) = Fy + F_, y su transformada frente a T se escribe m(ay —
a_)=F, — F_, de donde
ritdy = Fi. (15)
Tomando en cuenta las propiedades de transformacién (13), escribimos entonces

m(ADev + XoDsu) = Fy

m(A3Deu + A Dsv) = F_. (16)

El juego de pardmetros A; puede seleccionarse para obtener posibles variantes,
mas o menos generales, de la teoria (ver por e]. las referencias [8a] y [9a]). Aqui
nos concretaremos al caso mas simple posible, que es de suficiente interés y muy
ilustrativo. Supondremos que F_ = 0, y con \' = M\j/X3 la segunda ecuacion (16)
queda

I .
D £-X D = 0.
Para fijar el valor del parametro A’ consideramos la ecuacién de continuidad

)
24V (pv) =0, (17)
ot

tomamos su derivada d/0x; = d; y utilizamos las Ecs. (8) y (17) para obtener

% + D3:0jv; + widjv; + vidjuy = 0.

Por otra parte, de la Ec. (8) sigue que ¥V x u = 0, y para los casos simples de interés
presente también podemos tomar ¥V x v = 0; con estas simplificaciones obtenemos
Qivpi= Oy, Oju; =8y

Ju; . 5
% + v;0u; + widiv; + DV°v; =0
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o0 sea
Dou+ D,v = 0. - (18)

Luego, con \' =1 (0 sea A3 = \y), la segunda Ec. (16) es simplemente el gradiente
de la ecuacién de continuidad, que se debe cumplir en todos los casos.

Pasemos ahora a la primera Ec. (16). En el limite en que el proceso estocastico se
hace despreciable, se tiene D, — d/dt, v — 7, u — 0, y la ecuacién se transforma
en mAif = F, por lo que el requisito de compatibilidad con la teoria clasica fija
A1 = 1. El pardimetro A3, que llamaremos —\, queda libre, por lo que la ecuacién
dindmica toma la forma (con F4 = F):

m(D;v — ADsu) = F (19)

o explicitamente,

m %vt—+v-Vv—)tu-Vu—,\DV2u =K (20)

Es sumamente interesante el hecho de que esta ecuacién, pese a ser no lineal y
complicada, puede integrarse con facilidad. En efecto, debido a que V x v = 0
podemos escribir

v =2eDVS (21)

donde € es un parimetro numérico que se especificara mas adelante y § = S(x;t)
juega el papel de un potencial de velocidad. Sustituyendo (21) y tomando F = V'V,
podemos escribir la ecuacién dinamica en la forma

mV 2CD?}!—S + %Vz - g—uz —ADV .u| = -VV

Yy puesto que S estd definida segiin (21) hasta una funcién aditiva de t, que puede
ser absorbida al integrar la ecuacién de arriba, nos queda

—2em0§ = %m(vz - Au?) =mADV -u + V. (22)

Por otra parte, de (8) sigue que podemos escribir

u=DVInp=2DVR (23)



Teorias estocdsticas de la mecdnica cudntica 27

con p = exp(2R), por lo que la ecuacion de continuidad toma la forma

R
2mD%—t+mDV—v+mu-v=0. (24)

Las ecuaciones (22) y (24) se pueden combinar en la pareja

F2mDv -V (6—;“%) = —*Qsz)\ [(Vwi)z + Vzwi] +V

con

wi=R:E——§-—

=~

con lo que se obtienen ecuaciones separadas para w4 y w-. Ademas, estas ecuaciones
se pueden linealizar mediante el cambio de funcion

v = exp(wi),
obteniéndose
;2n;D\f—_,\6;b—t* = —2mD*\Vipy + Vs (25)
con |
p = exp(2r) = exp(wy + w-) = P4¥- (26)
y

v =2DVS = DV=AVIn (i—*) : (27)
Las ecuaciones finales contienen el producto D+v/=X, lo que permite tomar D tal que
[A| = 1, o sea A = £1. Dependiendo de la eleccién de signo, la Ec. (25) se refiere a
dos clases de problemas enteramente diferentes. Para A = 1 (lo que hemos llamado
procesos de de Broglie [4c]), se recuperan las ecuaciones de la mecanica cuéntica, con
¥4 = 1, ¥ = ¥* una pareja de amplitudes complejas conjugadas, fijaindose el valor
del coeficiente de difusion en D = h/2m; el proceso estocastico manifiesta en este
caso propiedades ondulatorias, debido a la naturaleza hiperbélica de la Ec. (25)
con V=X = i. Por otro lado, para A = —1 (procesos de Einstein), se tienen dos
amplitudes reales 4+ = exp(R + ), ¥- = exp(R - S), cada una de las cuales
satisface una ecuacién parabélica; como se ha demostrado en otros trabajos [4,9], la
teoria es capaz de describir en este caso los procesos clasicos markofianos, al tomar
en cuenta la fuerza de friccién.

La ecuacién dinamica (19) puede escribirse en varias formas interesantes. Por
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ejemplo, usando la Ec. (18) vemos que
Dyvy=D_v_=D.v+D,u,
por lo que para procesos de Einstein (A = —1) podemos escribir
sm(Dyvi+D_v_)=F
donde F debe incluir las fuerzas de friccion. Por otro lado tenemos
Dive = (Dev— Dau) +(Dyv — Deu)
D_vy =(D.v—Dsu)— (Dyv — Deu)
por lo que para procesos de de Broglie se obtiene
sm(Dyv_ + D_vy) =F,

que es la forma utilizada por Nelson.

Por falta de espacio y de tiempo no podemos entrar en mavores detalles: sin
embargo debe quedar claro que la teoria propuesta con A = 1 v 2mD = h (lo
que muestra que D es independiente del problema especifico v por tanto tiene un
caracter fundamental), es capaz de reproducr formalmente todas las propicdades
de los sistemas cuanticos y, desde este punto de vista, constituye una interpretacion
estocastica de la mecanica cudntica. Por otro lado, el hecho esencial de que A tiene
valores opuestos para los sistemas cudnticos y los brownianos, muestra que ambos
sistemas son irreducibles el uno al otro y siguen leyes de evolucion esenciahmente
diferentes, aunque ambos sean estocdsticos; el no tener presente esta distincion ha
sido causa de muchas confusiones y eriticas mal enfocadas.

La limitante fundamental de la teoria expuesta es su caracter fenomenolégico,
que no permite profundizar en la naturaleza de los sistemas cuanticos. Sin eni
bargo, la teoria ha permitido dar algunos pasos novedosos ¢ interesantes —como
lo es una mejor comprension del sentido estadistico del principio de Pauli [2d,1e],
e incluso el seguimiento por simulacién con computadora de las travectorias es-
tocasticas [11], etc.— Las formulaciones mas recientes de la teoria responden a
muchas de las criticas que se han elevado contra ella (véase por ejemplo la Ref. [151])
y su expresion mas elegante se da normalmente mediante métodos variaciona-
les [2¢,3¢,Ta,12]; se han logrado generalizaciones v extensiones interesantes. cono la
introduccion del espin [13], tratamientos relativistas [13b,14], la extension de estados
puros a mezclas, [15] etc. Ha sido reformulada en términos de integrales de trayee-
toria [12b,12¢,16] v se ha aplicado al estudio de penetracién de barreras [11,16];
como hemos mencionado, se han generado esquemas mas generales, va sea como
una teoria del electrén [8c] o como una teoria de campo [17].

Por anadidura, como también hemos sefialado, la formulacién estocastica de
la mecdanica cudntica ha servido como punto de partida para el procedimiento
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de cuantizacion estocastica, es decir, la cuantizacién de campos via el método
estocastico [3a,17,18]. Un intento de derivacién de la férmula D = h/2m a partir de
la difusién de los electrones puede verse en la Ref. [20]. Por ultimo, recientemente
se produjo un tratamiento estocastico (mediante el proceso del telegrafista) de la
ecuacion de Dirac, [21] que complementa de manera muy interesante los esfuerzos
anteriores para describir las particulas relativistas con espin. Una bibliografia mas
amplia puede encontrarse en las Refs. [1,3a,3d,4f,19].

I11. LA ELECTRODINAMICA ESTOCASTICA

I11.1. Fundamentos de la electrodindmica estocastica

Pese a sus limitaciones intrinsecas, la mecanica cuantica estocastica muestra que
tiene sentido pensar en el corpisculo cudntico como un sistema estocastico y
adoptar la interpretacién de ensemble de la mecanica cuantica como la mds
natural y apropiada al problema; sin embargo, no nos dice nada respecto a
la causa —suponiendo que existe— de la estocasticidad de los corpisculos, ni
nos permite avanzar en la comprensién de fenémenos tan importantes como,
digamos, el origen de la cuantizacion de las orbitas atomicas. Para alcanzar esta
comprension necesitamos avanzar en la formulacion de la descripcion estocastica.
Este es precisamente el objetivo de la electrodinamica estocastica.

La electrodinamica estocastica (EDE) es la teoria del electron —o de cualquier
otra particula con interaccidn electromagnética— bajo la hipotesis de la existencia
de un campo electromagnético estocastico de vacio —el campo de punto cero.
A diferencia del vacio electromagnético de la electrodinamica cuantica, que es
considerado como virtual, en la EDE el campo de vacio es real. La idea de la existencia
de este campo de punto cero real no es nueva, pues va hasta Planck [1] y Nernst [2],
as{ como tampoco es nueva la idea misma de la EDE, pues se le encuentra ya como
propuesta formal en trabajos pioneros como el de Kalitsin [3], contemporédneo al de
Fényes, y en forma mas rudimentaria —pero ya proponiendo a este campo real como
fuente de fenémenos observables—— en trabajos como el de Park y Epstein [4], que es
anterior al de Fényes. La idea fue redescubierta repetidamente por diversos autores
y desde diferentes posiciones [3,5-8] y ha sido explorada con detalle en varios de sus
aspectos durante las ltimas tres décadas. Una revisién extensa puede verse en'la
Ref. [9] y otras mas breves y parciales en las Refs. [10-12]; en particular, en la Ref. [9]
se puede encontrar una amplia bibliografia sobre la EDE y temas relacionados.

En cuanto al origen y propiedades del campo de punto cero, haremos breve-
mente los siguientes comentarios. Pensemos en un electrén atomico: puesto que se
encuentra sumergido en el campo de fondo, su movimiento es fluctuante y sigue una
trayectoria muy compleja —que s6lo podemos describir estadisticamente, puesto
que contamos unicamente con la descripion estadistica del campo. La energia para
efectuar este movimiento la extrae del campo; pero por otro lado, debido a su movi-
miento erratico, el electrén radia continuamente. El equilibrio dindmico se alcanza
cuando la potencia media radiada y la absorbida son iguales, lo que determina el
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estado base atomico. Tenemos aqui un mecanismo que no sélo explica la estabilidad
atémica, sino que debe servir para determinar las dimensiones del atomo, como en
su momento lo hicieran las reglas de cuantizacién.

Ahora bien, el mecanismo anterior se refiere a cada electrén, por lo que el
conjunto de todos los electrones del Universo debe crear un campo permanente
de radiacioén, enormemente complejo y azaroso, que es precisamente el campo de
punto cero. Recientemente Puthoff [13] elaboré una prueba mas cuantitativa de
esta idea, aplicandola a un modelo inflacionario del Universo, con resultados muy
satisfactorios, pues conduce al espectro correcto para el campo de fondo, asi como a
una relacion correcta al menos en orden de magnitud, entre constantes cosmolégicas
y la constante de Planck, k.

Las ecuaciones fundamentales de la EDE se pueden establecer con los siguientes
argumentos. Consideremos una particula —un electrén— de masa m, carga e,
acoplada al campo de radiacién con potencial vectorial A(r,t) y sujeta a un
potencial externo adicional V(r,t); el hamiltoniano del sistema completo (particula
+ campo) es

2
Hr =5 (p-SA) +V(0)+Ha (1)

T 2m

donde Hp es el hamiltoniano del campo de radiacion. Este campo se puede expresar
en términos de ondas planas,

9y 1/2

h -

A= E (25“:‘ ) €nolng eXp [—t(wpt — ky - T)] + c.c. (2)
no

confinando al sistema dentro de un volumen de normalizacién V (el que al final de
todos los calculos se hace tender a infinito); la onda plana se propaga en la direccion
kn, con n = (nj,n2,n3), n; entero; wy, = ck, es la frecuencia y é,, (¢ = 1,2) son
los vectores de polarizacion, ortogonales entre si y a k,,, con ky, - épg =0 v

[ .
Z €noifno; = 61; = (%) . (3)

[

Con la notacion empleada, las amplitudes de los modos a,, deben ser variables
estocasticas complejas, tales que A tenga las propiedades estadisticas correctas,
Como se trata de un campo de vacio, debemos proponer que se anula su promedio
sobre todas las realizaciones del campo (promedio que representamos con el simbolo

()
(ano) =0,  {az,) =0, (4a)

Por otra parte, las amplitudes que se refieren a diferentes direcciones, frecuencias o
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polarizaciones se consideran estadisticamente independientes, por lo que escribimos

(ﬂnaan’a') =0, (a;aa;'oﬂ’) =0,

(am,a;,a,) - %Gﬂdénnfédd" (46)

Dado el nimero enorme de fuentes que contribuyen a conformar cada componente
del campo, por el teorema limite central concluimos que se trata de un campo
gaussiano, por lo que todas sus propiedades estadisticas quedan determinadas por
los primeros y segundos momentos, Ecs. (4). Ademas debemos suponer que el campo
de vacio es homogéneo, isotrépico y estacionario (al menos por lo que respecta a su
interaccién con sistemas atomicos), o sea que el coeficiente 8,, podra depender de
wn pero no de kp, éng, r o t. El hamiltoniano del campo representado por la Ec. (2)
es

Hp = Zhwﬁa;gaﬂﬂ (5)

n,o
y su energia media por modo es entonces

(Hg(wﬁ,o)) = ﬁwn(a:wana) = %hwnG(wu).
El campo de vacio corresponde a osciladores con energia media £(w) = %Hu, por lo
que debemos tomar f(w,) = 1. En el intervalo de frecuencias (w,w + dw) caben
dn = (w?/7%c*)dw estados del campo por unidad de volumen, y cada uno de
ellos porta la energia media £(w), por lo que la energia por unidad de volumen
en dicho intervalo de frecuencias es du(w) = £(w). (w?/r?c})dw = (hw? /2723 dw,
y la densidad espectral de energia p(w) = du(w)/dw resulta

7 3
plw) = lf) . (6)

Ir2ed

Este es un resultado fundamental: solamente un campo de vacio con p ~ w? es

consistente con los principios de relatividad y de inercia [11] (véase la Ref. [9], §3.1).
La manera més simple de ver esto es considerando un campo con densidad espectral
p(w) que sea isotropico para un observador en reposo; para un observador que se
mueve con velocidad v, ror efecto Doppler se produce una presion de radiacion que
da lugar a una fuerza sobre la particula (cargada o polarizable) de valor

G}
F”(f"@"a—z)"

donde A depende de los detalles de la interaccion. Para que un observador en
movimiento uniforme no sea frenado por el vacio (principio de inercia), o bien,
y en forma equivalente, para que la densidad espectral sea la misma para todos
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los observadores inerciales (principio de relatividad), se requiere que F = 0
independientemente del modelo; luego p — %wgg =0, 0 sea p ~ w? en concordancia
con la Ec. (6). Tomando (6) como un postulado de la EDE, vemos que la constante
de Planck fija la escala de las fluctuaciones del campo de vacio: ésta es la via de
entrada de f en la teorfa, la que no contiene ningin parametro libre adicional. Es
claro que las fluctuaciones de las variables dinamicas de la particula quedaran a su
vez determinadas por esta misma constante.

A partir de Hr podemos obtener en principio las ecuaciones de movimiento,
tanto para la particula como para el campo. Aunque las requeriremos mas adelante,
en la practica se acostumbra simplificar considerablemente el problema, pues el sis-
tema es demasiado complejo para admitir un tratamiento exacto. Un procedimiento
practico consiste en obtener, mediante eliminacién de las variables dinamicas del
campo, una ecuacion de movimiento para la particula; se obtiene asi, como es de
esperarse, que la particula estd sujeta a la accién de tres fuerzas independientes,
que son la fuerza externa F = —VV/| la fuerza de Lorentz ¢E + (e¢/c)r x B debida
al campo fluctuante, y finalmente la reaccién de radiacién (2e?/3¢*)¥. Como en
un tratamiento no relativista la componente magnética de la fuerza de Lorentz es
despreciable frente a la componente eléctrica, podemos escribir

mt = F(r) + mr¥ + ¢E (7

donde T = 2e%/3mc® (~ 1072 s para el electrén). Con frecuencia (aunque no
siempre) es posible simplificar atin la Ec. (7) eliminando la dependencia espacial
de E, o sea tomando E = E(t); esta es la llamada aproximacién de onda larga o
dipolar. Cabe mencionar que los problemas de causalidad que tiene la Ec. (10) por
la estructura del término de reaccién de radiacion, no son fuente de dificultades
importantes para la EDE.

I11.2. Algunos resultados de la electrodindmica estocastica

En esta seccién veremos, como ilustracién, un par de resultados proporcionados por
la EDE para mostrar sus potencialidades, antes de pasar en la siguiente seccién a
mostrar sus limitaciones.

El primer ejemplo y el mas sencillo es el del oscilador armonico, que ha sido
estudiado con detalle desde los primeros trabajos de la EDE; algunas referencias
sobre el tema son las Refs. [6.8,10,14-17], y en la Ref. [9] se revisa el tema con
amplitud. En la aproximacién de onda larga, la Ec. (7) con F = —mw?r es lineal y
puede resolverse en forma exacta. Usando las propiedades (4) y el caracter gaussiano
del campo se pueden determinar todos los momentos (r"p®}, con p = mr, que
resultan ser los de la distribucién

b s [=2 L AN 8
P(x.p) who P [hw (Zm T 2T ) 8 ®)



Teorias estocdsticas de la mecdnica cudntica 33

Cuando el campo de radiacién es el de vacio, # = 1; pero en el caso mas general
en que hay un campo de radiacién en equilibrio a temperatura T, debe tomarse
0 = [1 + exp(—phw)]/[1 — exp(—Bhw)] con B = (kT)~!, que corresponde a la
distribucion de Planck. La Ec. (8) coincide con los resultados que predice la mecanica
cuantica estadistica para la distribucién de equilibrio (la llamada distribucién de
Wigner para el oscilador arménico). Sin embargo, el resultado (8) es aproximado,
pues en su derivacién se han despreciado los efectos debidos a correcciones menores
a la ecuacién de evolucién de P(r,p,t); si en vez de despreciar estos términos se
calculan sus efectos al orden mas bajo de aproximacion, para el caso en que el
sistema se encuentra inicialmente en un estado excitado n, se obtiene que, por un
lado, la energia del estado se desplaza por una cantidad éFE,, y por otro lado, la
probabilidad de ocupacién del estado decae con vida media T,. Tanto el corrimiento
Lamb é6E, como la vida media T}, asi calculados coinciden con las predicciones de
la electrodinamica cuantica [16].

Este tipo de calculos se ha extendido al caso atdémico en presencia de paredes
y cavidades [18], encontrandose que en todas las situaciones se recuperan los
resultados de la electrodinamica cuantica; las ventajas del presente método son
su transparencia fisica y la relativa simplicidad de los calculos.

Es posible demostrar que la distribucién de equilibrio (8) contiene todos y cada
uno de los estados excitados discretos del oscilador arménico (ver por ej. la Ref. [T] y
el tercer trabajo de la Ref. [16]), con lo que se llega a la ecuacién de Schrédinger como
un problema de valores propios, recuperandose asi el formalismo de la mecanica
cuantica para este caso. Sin embargo, es necesario hacer dos sefialamientos. El
primero se refiere al hecho de que (8) determina todos los momentos de r y p,
incluyendo los mixtos del tipo (r"p*), mientras que la mecdnica cuantica usual no
especifica un valor \inico para estos iiltimos, debido a la no conmutatividad de los
operadores T y P; esta diferencia es caracteristica de todos los tratamientos en el
espacio fase, y de hecho se le encuentra también en el tratamiento cuantico que
conduce a la distribucién de Wigner.*

El segundo sefialamiento es mas de fondo y se refiere al hecho de que los
procedimientos recién mencionados que conducen a la teoria de Schrodinger son
enteramente formales y arbitrarios —aunque legitimos, naturalmente. Esto significa
que la teoria de Schrédinger aparece como una posible descripcion, pero sin el
contenido fundamental con que debiera emerger. Hasta este punto la teoria es
incapaz de contestar a la pregunta: jpor qué el formalismo de la mecanica cuantica
es la descripcion natural de los sistemas cuanticos? Mientras la EDE no proporcione
una respuesta convincente a este problema, no habra alcanzado su proposito inicial.

Como segundo ejemplo de aplicacion de la EDE veremos el caso mas simple
de efecto Casimir. Este efecto —que es una forma de fuerza de van der Waals—
consiste en que dos placas metalicas neutras paralelas se atraen con una fuerza
~ d~*, donde d es la distancia que las separa. Aunque este resultado puede derivarse
de la electrodinamica cuantica, el cialculo es laborioso y oscuro. Desde el punto de

Al construir esta distribucién se ha introducido lo que se llama una regla de correspondencia, que
especifica un ordenamiento definido para cada producto r"p*.
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FIGura 1.

vista de la EDE, la fuerza de Casimir ilustra el tipo de efectos observables a nivel
macroscopico que puede producir el campo de punto cero.

Sean dos placas cuadradas de lado L, llamadas 1 y 2; consideraremos una
placa adicional a distancia i de la primera (R — oo al final), para definir dos
paralelepipedos que encierran al campo de vacio, como se muestra en la Figura
1. Ahora consideremos una situacién modificada, con la placa 2 desplazada hasta
la posiciéon AR; la distribucién de modos del campo en los espacios 1 y 2 se vera
afectada por este desplazamiento. La energia del campo es £ = F} + F; en el primer
caso y E' = E} + E} en el segundo. Como veremos con el calculo, tanto £ como E
resultan infinitas; pero lo que nos interesa calcular es la diferencia U(d, R) = E—E',
que es finita,

lr"((f, 1]’,) = l':] + E‘! au [‘_,‘; e 1;13.
para calcular a partir de ella la energia potencial

Cada uno de los términos [, es una suma divergente de la forma L hwy; para
hacer finitas las sumas escribimos

—ak,
f:‘,:Z%hwnexp( c:_ ’),

con a un parametro de corte que hacemos tender a cero una vez efectuada la suma,
y k2 = (wp/c)? = (xl/d)* + (xm/R)? + (7n/R)?; I, m, n, enteros. El cilculo da
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(véanse las Refs. [10], [19] y §4.1 de [9]), con A = L?

w? 1 1 1 1
U(d) = Jim lim —hed |55+ (R—dF _ORP _a—pm t oW
B r2heA
o 720d°
v la fuerza de Casimir resulta
au 72hcA
F=—=—-—:.
ad 24044 ©)

I11.3 Las dificultades de la electrodindmica estocdstica

Las EDE ha permitido abordar con éxito variado otros problemas cuanticos, como
el de la distribucién de Planck [22] (més bibliografia en Ref. [20]), las fuerzas d.
van der Waals, [10,11,21] el diamagnetismo de los sistemas atémicos, [8,14,23,24]
el origen y significado del espin electronico y su conexién con los fenémenos
paramagnéticos, [25] e incluso ha dado lugar a toda una nueva rama de la fisica
tedrica llamada dptica estocdstica, [26] teoria que ha permitido entender desde un
nuevo punto de vista fisico varios fenémenos (ain mal comprendidcs) de la 6ptica
cuantica. Sin embargo, la aplicacién de la teoria a sistemas no lineales conduce a
problemas severos y a contradicciones con la mecanica cuantica, los que podemos
exponer como sigue. Para resulver la ecuacién de movimiento (7) se acostumbra
considerar que la solucién estda dada por la trayectoria cldsica debida a la fuerza
externa, mas una perturbacion debida a los términos m7¥ + ¢E. Por otra parte, es
facil ver que la condicion del balance energético derivada de esta misma ecuacién es

& (§mi £ V) = mr(-¥) + el - E),

por lo que para un estado estacionario la condicién de equilibrio —es decir, balance
entre potencia rad!ada y absorbida— queda

m‘r(i‘ r) +e(r-E) =0.

Si insertamos aqui la solucién perturbativa, expresando la solucién clasica z,(t) en
términos de sus amplitudes de Fourier &y, a orden e* obtenemos [27]

> [wh — 27k - Vjwrp(wr)] [Ee]* = 0. (10)
K

Aqui V; representa el operador gradiente respecto a las variables de accién J; =
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[ pidz del problema clasico correspondiente y k = (ky, ko, k3) con wy las frecuencias
de Fourier. El punto esta en que no basta con demandar que (10) se cumpla, sino que
debemos exigir que cada término de la suma se anule por separado, pues debe existir
equilibrio a cada frecuencia (balance detallado). De no ser este el caso, aunque la
energia total se conservara el sistema mecanico estaria bombeando energia de unos
modos del campo a otros. Pero como wy ~ k, para que (10) se cumpla término a
término se requiere que p(w) ~ k2, lo que significa que p(w) ~ w?, en contradiccién
con (6) —pero de acuerdo con la distribucién clasica de Rayleigh-Jeans, pr; =
(w?/7%c*)kT—. Esto significa que en la forma que hemos dado hasta aqui a la EDE,
no se cumple el principio de balance detallado, caracteristico de la teoria cuantica.

Este problema se puede constatar al aplicar la anterior descripcién al dtomo
de hidrégeno [3,28,29], pues la teoria predice energia nula (autoionizacin) para el
estado base. Si, por lo contrario, se eliminan los armdnicos para evitar la mezcla
de frecuencias y recuperar con ello el balance detallado, mediante el expediente
artificioso de considerar solamente 6rbitas circulares con radio a (y fuerza de
Coulomb constante de valor ¥ = —Ze?/a® y frecuencia orbital w = (Ze?/ma®)!/2,
la potencia media radiada resulta

2
= T 2 ‘TZ'64
mrr-r=—|—)F¢= ey
m ma

mientras que la potencia media absorbida por los dos osciladores ortogonales es

ef - E = (4W262> plw);

3m

la Ec. (10) en combinacién con la (6) da ahora a = h*/Zme? y la energia del estado
base resulta

Ze® mZ%et

Ey= - —_—
: 2a 2},,‘-)

3

que es precisamente el resultado cudntico. Sin embargo, el cilculo exacto, al mezclar
frecuencias, conduce a resultados erréneos como hemos visto. En la siguiente seccién
estudiaremos una posible salida a estas graves dificultades. Quiza lo mas interesante
del calculo anterior es que muestra que la densidad espectral de la EDE, Ec. (6), es
necesaria para recuperar los resultados cuanticos cuando se satisface la condicién
de balance detallado.

IV. FORMULACION NO PERTURBATIVA DE LA ELECTRODINAMICA ESTOCASTICA

IV.1 Las ecuaciones poissonianas

Las dificultades con que nos tropezamos en la seccién 111 son de fondo, y durante
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algin tiempo condujeron a muchos autores a la conviccion de que la EDE no es
una teoria correcta de la naturaleza; puesto que no contiene parametros libres
ni elementos arbitrarios, su falla parece ser definitiva. Sin embargo, un estudio
cuidadoso del procedimiento seguido para obtener las predicciones de la teoria
pone de relieve que se ha introducido una hipétesis mal justificada y probablemente
erronea: los calculos descansan fuertemente en la suposicién de que la trayectoria
de la particula estocastica puede representarse como una mera perturbacién de la
trayectoria cldsica. Esta hipétesis es poco sostenible, pues la intensidad del campo
fluctuante es enorme y tiende a producir fluctuaciones muy severas en las variables
de las particulas; por ejemplo, en el oscilador armoénico la energia del estado base,
que es debida sdlo a las fluctuaciones, es %hw y no puede considerarse pequena
respecto a la energia hw de excitacién entre dos estados consecutivos. Pero si
cuestionamos la validez del andlisis perturbativo nos encontramos que toda la teoria
anterior para sistemas no lineales es invalida, por lo que es necesario recurrir a otros
procedimientos. En lo que sigue expondremos de manera muy sucinta un método
no perturbativo de abordar el problema de la EDE, y veremos que nos puede llevar
hasta la teoria cuantica en una aproximacién asintética de un tipo muy particular.
Para ello retornamos a las ecuaciones que se derivan del hamiltoniano (véase la

Ee. TIL.1):

1 € 2 *
Hr=o—(p—-A) + V() + Z hwnty g @ns. (1)

Las ecuaciones de Hamilton para la particula son

& = [zj, Hr] = [ziy H]zp — micAi’

pi = lpi, Hr) = [pis Hlzp + f‘:i’i (%) (2

donde [A, B] es el paréntesis de Poisson de A y B,

0A dB 09A dB
481= % (5550 ~ G

y H es el hamiltoniano de la particula,

p?

H=HT(A=0)=%

+V(r). (3)

Nuestra tarea es encontrar un método no perturbativo que permita resolver el
sistema de ecuaciones (2) cuando A(r,t) corresponde al campo de vacio electro-
magnético. Con este propésito, hacemos una transformacién candnica que nos porta
de las variables dindmicas r(t), p(t), aq(t), a4(t) —con a = (n,)—, a las corres-
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pondientes variables al tiempo inicial ty (en que se supone que campo y particulas se
acoplan). Como debido a la interaccién, r y p dependen de las variables del campo,
con esta transformacion se obtiene:

[f’g] = [fag]ro.xlo - %[f':g]aa,a(‘, (4)
en donde
af a dg 0
[f:g]aa,a; = z [%aa{ - %aaf' = 1ok (5)

el factor —i/h se debe a que las variables candnicas del campo son g, =
i(h/2w) % (aq — ab), pa = (hw/2)/?(aq + a). La cantidad {f;9) se usard con
tanta frecuencia que hemos optado por darle un simbolo y un nombre especial: la
llamaremos poissoniano de fy g [1]. En términos del poissoniano, la Ec. (4) se lee

[f; 9] = [f, 9)zap0 — %(f;g)- (6)

Por ejemplo, para el campo de vacio, cuya correlacién temporal estd dada en
términos del espectro de potencia S(w) = (47/3)p(w) por la férmula

(E,-(t')E;(t)) = 6,5/0 S(w) cosw(t' — t)dw,
el poissoniano resulta
(Ei(t'); E;(t)) = 2i6;; fm S(w)senw(t' — t)dw,
0

de manera que la transformada de Fourier de la funcién Sy (w) = O(w)S(w), con
O(w) la funcién escaldn, igual a 1 para w > 0 e igual a 0 para w < 0, esta dada por

&ij ] Z S (w)e " Ddw = (Ei(t') E; (1)) + L(E(t'); E,(1)).

Usando (6) en las ecuaciones de movimiento (2), obtenemos

i'l' = [xi-pH]zg,pg = %(an} - iCAi’

~ (7)
) ! e. [JA
= b oo = s ) + 525 (G2 ).

La teoria que se va a desarrollar descansa sobre un postulado fundamental respecto



Teorias estocdsticas de la mecdnica cudntica 39

al comportamiento dindmico del sistema, que brevemente podemos explicar como
sigue. El campo de vacio imprime un movimiento estocistico sobre el sistema, que
con el curso del tiempo se vuelve muy importante; esta estocastizacién tiende a hacer
que los sistemas ligados alcancen situaciones de equilibrio estadistico determinadas
por el campo e independientes de las condiciones iniciales. Si nos restringimos a este
tipo de sistemnas, para tiempos suficientemente grandes podemos olvidarnos de los
paréntesis de Poisson respecto de las condiciones iniciales y escribir

& =~z H) - — A;,
h me
8
_i( _H)+c. % .
A= gl _— dz; )

Estas son las ecuaciones poissonianas del sistema; cuando se aplican, decimos que
se ha alcanzado el régimen cudntico, lo que significa que el sistema esta en o muy
cerca del equilibrio con el campo. Los tiempos de relajacién requeridos para que
pueda considerarse establecido el régimen cudntico pueden estimarse del orden de
(70%)7! con Q una frecuencia caracteristica del sistema (por ejemplo, del orden de
1019-10'5 s~! para sistemas atémicos o moleculares).

Las Ecs. (8) contienen el efecto del campo de vacio en dos formas diferentes: en
primer lugar estdn los poissonianos, que controlan el comportamiento dinamico, y
adicionalmente hay términos que dependen de A y producen correcciones normal-
mente pequeinas (como el efecto Lamb, las vidas medias, etc.). Por lo tanto, en lo
que a los efectos fundamentales se refiere y despreciando las correcciones radiativas,
podemos escribir

thi; = (zi H),
(9)
thpy = (pi; H).

Este sistema de ecuaciones dindmicas en el régimen cuantico debe ser completado
con la informacién de que las parejas de variables (z;,p;) son canénicamente
conjugadas. De las ecuaciones hamiltonianas sabemos que

352,] = pispy] = 0
pero
[;rl; Pj] = 6:)’-

Pasando una vez mas a las variables en t; y despreciando los términos que dependen
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de las condiciones iniciales, estas ecuaciones se reducen a

{egmd = ) =0 (10)

{zi;pj) = ihéi;.

Las ecuaciones (8) y (10) —o (9) y (10), en la aproximacién no radiativa—
constituyen el sistema completo de ecuaciones poissonianas para la descripcion de
la particula estocastica en el régimen cuantico.

IV.2 La descripcién cuantica

Las ecuaciones poissonianas han sido utilizadas para abordar una serie de problemas
importantes [2,3], entre los que podemos mencionar los siguientes. En primer lugar,
en vez de la Ec. (3.10) se obtiene para la condicién de equilibrio
d(H 4m2e? ;

B S [ ptin) —mirat| a, (11)

3h
o

lo que indica que para que haya balance detallado, el campo de fondo debe tener la
densidad espectral

oy = T o
PU)= 472 = 9

que es exactamente la férmula para el campo de punto cero, Ec. (3.6). Este resultado
puede considerarse como una derivacidn de la densidad espectral de equilibrio del
vacio.

Analogamente, la teoria se puede extender al analisis de la condicién de
equilibrio de un ensemble de dtomos sujetos a un campo estocastico externo de
radiacién electromagnética; el calculo conduce de manera directa a los coeficientes
Ay B de Einstein para las probabilidades de transicion espontanea e inducida, asi
como a la ley de Planck.

Aqui nos restringiremos a mostrar cémo puede obtenerse a partir del sistema
de ecuaciones poissonianas, una descripcion estadistica que cumple con las leyes de
la mecanica cudntica. Sea

W ({aa,a3}) = W(a,a")
la densidad de probabilidad de las variables del campo estocastico; si F(a,a*)

es a su vez una funcién que depende de estas variables a través, por ejemplo,
de las soluciones r, p de las ecuaciones poissonianas, el valor esperado de F' es,
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naturalmente,
(FY = /F(a‘a')H'(a.(t')(laa’a" (2)

donde dada* = [], dasda}, y la integracion se realiza sobre todo el espacio de
las a’s. La densidad de probabilidad p(x) —usamos notacién unidimensional, por
simplicidad-— es, en particular,

)= ]6(3' —ala,a*))W(a,a*) dada®. (13)

De aqui sigue que el valor de F(z(a,a*)) en la representacién = —o sea, como
funcién de la variable z—esta dado por

Flz)plz) = /6(.1" —x(a,a"))F(z(a,a"))W(a.a*) dada* (14)

y que el promedio de F' sobre el ensemble coincide con su promedio sobre la variable
b s

[F(:c]p(r)d:c = /F(a:(a.a')]W(a,a")da da™'= ().

La descripcién dindmica que hemos presentado en la seccién anterior tiene una
simetria respecto a las variables # y p, que parece perderse en esta descripcién
estadistica. Para recuperarla en la medida de lo posible, introducimos la densidad
en el espacio momental 7(p) definida como

r(p) = ]6(}} —pla.a*))W(a,a*)dada®

y F(p) como la representacién p de la variable F(p(a,a®)): _

Fip)r(p) = /6(p —pla,a*))F(p(a,a*))W(a,a") dada®.

Sin embargo, queda atin por resolver el problema de construir la representacion z (o
p, alternativamente) de funciones de = y p, como por ejemplo, de (z;p). Para esto
utilizamos la idea de factorizar p(z) en la forma

plx) = Yy (z)p_(z) (15)
con

¥y =exp(R+ S),
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en donde R(z) y S(z) son funciones ain desconocidas, pero con R real tal que
p = exp(2R). Con esta factorizacién podemos intentar obtener la representacion x
de p como un operador, tal que corresponda a una generalizacién de (14):

PYyp P = /5(r —z(a,a*))p" (a,a" )W (a,a”) da da’. (16)

Nuestro problema es ver si existe una funcién S(z) para la cual (16) se satisfaga
para toda r. Como preparacién para este problema, es util preguntarse primero por
la representacién z de (z; p)

P Op({z;p))Y- = /5("{ —z(a,a”)){z;p)W(a,a*) da da”
o mas en general,

Py Ope((f(2);p) J0- = /J(TJ* z(a,a)){f(z); p)W(a,a")dada".

De la definicién del poissoniano tenemos que

L L 0f
(F(@)ip) = ihs

(Afip) =MEip),  {fiae) = X(fip) (18b)
(fig)=—{g: ). (18¢)

(18a)

Debido a que la transformacion (17) es lineal, estas propiedades de simetria v otras
similares las hereda Op;((f(z);p)). De (18b) sigue que el operador asociado a (z; p)
debe ser de la forma

Op:({z;p)) = Ayzp + Azpa
y de (18¢c) sigue que
Ar1zp + Agpr = —A1pzr — Agzp,
o sea que (A; + A2)(zp + pz) = 0, de donde Ay = —A;. Por lo tanto, usando (10)
Opz({p; ) = A1(zp — pa) = ih.

Puesto que la constante A} determina la escala (arbitraria) de Op.(p), la podemos
tomar igual a la unidad, con lo que obtenemos

(zp — pz) = ih. (19)
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La solucion de esta ecuacion es

« )
p= —ihm +(z)

con v(z) una funcién arbitraria de z. Tenemos, usando (15) y (16), que

[ vide = =it [wsvian+ [H@pte) de

1 ny )
= p(n,?* )d-r+h)=(iﬁs'+7)-

Y+

(p)

Este resultado muestra que podemos absorber la funcién v (al 1gual que el factor de
escala A) en la definicién de la funcién S, escribiendo S + (th)~ ! [ydz = S); esto
es equivalente a poner v = 0, y por conagmente el operador

d
= —th— 20
tho- (20)
resuelve el problema planteado. Como (p) = th(5]) debe ser real, S; resulta
imaginaria, por lo que conviene escribir 5y = —z.S', y de (15),
Y=y =exp(R+i5), " =14 =exp(R-15). (21)

La representacién = del operador asociado a (z;p) resulta estar dada por el
conmutador,

Op:((z:p)) = [z, 7). (22)

Bajo el mismo procedimiento es posible demostrar que

8 N
(") :fﬁ" (—lﬁa) vz,

asi como

Op:((f(2);p) = [f(x), D]

Opz({x;9(p))) = [z, 9(p)]; (23)

etc. A la vez es posible demostrar que el procedimiento no fija una regla de
correspondencia, es decir, no permite especificar un valor inico (y un orden tnico)
a operadores mixtos del tipo x"p®.

El esquema anterior se puede rehacer en la representacion p, con resultados
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analogos; por ejemplo:

Opp({z;p)) = [&,p],& = ih (37;) , (24)
con amplitudes ¢( ), ¢*(p) tales que la densidad de probabilidad en el espacio
momental es 7(p) = ¢*(p)d(p). La relacién entre (z) y ¢(p) puede obtenerse

notando que el momento (p") debe ser el mismo calculado ya sea en la representacion

zoen lap, osea
¥ o) ¥ 2 (‘) ! /, 0y =4
¢ plodp= [ Y| —th— ) Y der. (25a)
dr

Ahora bien, si F(z), G(z) son dos funciones y F(k), G(k) sus respectivas transfor-
madas de Fourier, el segundo teorema de Parseval establece que [3]

/F*(k)(‘;(k)dk: /F*(I)G(J')d.v. (25b)

Con F =, G = (—=ihd/d2)" el lado derecho de (25b) se reduce al de (25a), lo
que significa que ¢(p) es la transformada de Fourier de y(x):

8(p) = B(p) = (zrm”-f ., (26)

IV.3 Las ecuaciones dinamicas en la representacion g

Dado que las expresiones (22), (23), ete. tienen igual forma en la representacion @
(escritas en términos de 2 y p) que en la representacién p (escritas en términos de
T y p), conviene ser mas generales vy escribir en todos los casos I, p; hablaremos
entonces de la representacion ¢. Por ejemplo, los conmutadores basicos toman en la
representacion ¢ la forma

[£:,25] =0, [Bi,:85] =0, [Bady] = b (27)
y las ecuaciones dindmicas se transforman en
ihx = Op,((x; H)) = [k, H]
ihp = Opq((p; H)) = [p, 1]

va que H tiene la forma de una suma de una funcién de x y una de p, lo que permite
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escribir

- p =
H = o + V(x). (29)
Las ecuaciones (27-29) corresponden a la descripcién de Heisenberg de la mecdnica
cuantica: las ecuaciones de Heisenberg son la representacién ¢ de las ecuaciones
poissonianas de la electrodinamica estocastica.

Estos resultados pueden utilizarse para pasar a la descripcién de Schrédinger sin
dificultades; de hecho ya se cuenta aqui con la funcién de Schrédinger (por ejemplo,
en el espacio de configuracion) i(x,t) = exp(R +15), asi como con el hamiltoniano,
Ec. (3), para el cual E¢ = H en el caso estacionario.

Recordamos del principio de esta seccion que la teoria descrita corresponde a la
aproximacién no radiativa de la EDE. Es posible demostrar —aunque no lo haremos
aqui— que la teoria puede extenderse al estudio de las ecuaciones dinamicas (8) en
vez de su version aproximada (9), si previamente se escriben las variables del campo
estocdstico, a,, al, en la representacion g, lo que obviamente les confiere el caracter
de operadores. Para cada a, se tiene un conmutador de la forma

(en donde @ = a, es la representacion ¢ de la variable estocdstica a,, etc.). Con
esta sustitucién y con los operadores & y p en la representacion g, el hamiltoniano
Hp de la Ic. (1) se transforma en el hamiltoniano de la electrodinamica cuantica
no relativista. Este resultado explica por qué las predicciones que ha sido posible
obtener en la EDE coinciden con las de la electrodindmica cuantica (véanse las
referencias en la seccién 3). Tenemos asi que la EDE permite entender el origen del
comportamiento cuantico y su naturaleza esencialmente estocastica, y conduce a la
conclusién univoca de que su descripcion en los términos usuales es estadistica.

V. Los TEoreMAS DE EPR, VoN NEUMANN Y BELL

V.1. El Teorema de Einstein, Podolsky y Rosen

En 1935 —hace ya 55 afios— Einstein, Podolsky y Rosen public..ron un pequeno
trabajo que es conocido “popularmente” como la paradoja EPR [1]. La intencién de
los autores era simplemerie mostrar que si se utilizan un par de conceptos simples,
que aparentemente deberian ser aplicables por igual a las situaciones clasicas que
a las cuanticas, del analisis de un tipico problema cuantico se concluye que la
descripcion que hace la mecanica cudntica es incompleta. EPR presentan su resultado
en forma de un teorema (discusiones detalladas y accesibles de él pueden verse en las
Refs. [3-7]), y sélo en la discusiones posteriores —de las que existen probablemente
algunes miles— aparece catalogado como paradoja.

Por su propio valor y por su utilidad para las discusiones posteriores sobre el
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teorema de Bell, daremos a continuacion una breve descripcion del teorema EPR.
Para esto utilizaremos, como se ha hecho costumbre, la versiéon en términos de
espines dada por Bohm y Aharonov [8] en vez de la versién original en términos de
variables z vy p; el contenido es el mismo, sélo los detalles cambian.

El punto de partida de EPR es la siguiente pareja de proposiciones, que aqui se
enuncian en un lenguaje informal:

a) Condicidn (necesaria) de completez (o completitud) de una teoria: cada elemento
de la realidad fisica debe tener su contraparte en la teoria;

b) eriterio (suficiente) de elementos de la realidad : si es posible predecir con certeza
el valor de una cantidad fisica, sin perturbar al sistema, entonces existe un
elemento de la realidad que corresponde a tal cantidad fisica.

Nétese que este criterio —no definicion— de elemento de la realidad fisica implica
que dicho elemento debe ser determinado experimentalmente, y no a través de
consideraciones filoséficas aprioristicas. En el cuerpo de su discusién, EPR utilizan,
aparte del formalismo cudntico, dos premisas adicionales:

c) separabilidad o localidad einsteiniana: si en el momento de la medicién dos
sistemas no estan ya en interaccion, ningin cambio real ocurrira en el segundo
sistema como resultado de lo que se haga o mida en el primero;

\d) validez de la mecdnica cudntica: las predicciones estadisticas de la mecanica
cuantica corresponden a la experiencia.

Analicemos un experimento simple, en el cual un sistema con espin cero se
desintegra espontineamente en dos partes, cada una con espin % (= h/2), las cuales
se separan hasta que cesa toda interaccion entre ellas. Se dispone de un aparato
—Jlamado Stern-Gerlach— que permite medir la proyeccion del espin de la particula
1 en alguna direccién prefijada. Pensemos en la posibilidad de hacer las siguientes
mediciones, siempre sobre la particula 1 y sin tocar la 2:

i) medir o (recuérdese que S} = (h/2)oy) en la direccién = y obtener +1 o —1.
Como el espin total es cero, la proyeccién del espin de la particula 2 en la
direccién z debe ser —1 o +1, respectivamente. Como en cada caso hemos

determine.do Sy; sin perturbar la particula 2, concluimos por b) que S3; es
un elemento de la realidad;

ii) analogamente podriamos pensar en la posibilidad de hacer mediciones similares
en otra direccién, por ejemplo la y; conluirfamos que Sa, es también un elemento
de la realidad.

Sin embargo, la descripcién mecéanico cudntica no puede contener simultaneamente
ambos elementos de la realidad, pues los operadores o2, y o2y no conmutan entre si y
no tienen, por lo tanto, vectores propios comunes. Esto significa que el conocimiento
preciso de una proyeccién impide el de la otra. Concluimos que, o

1) la descripcién mecanico cuantica de la realidad no es completa, o
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2) cuando los operadores que corresponden a dos cantidades fisicas no conmutan,
las dos cantidades no pueden tener realidad simultanea (pues si la tuvieran, de
la condicién de completez seguiria que ambas cantidades deberian entrar en la
descripcién y ser predecibles, lo que no es el caso).

Si negamos 1), es decir, si consideramos completa la descripcién cuantica, vemos
que negamos también la tnica alternativa que existe, la 2). Luego, se concluye que
1) es valido.

La reaccion a este trabajo ha sido importante y se ha mantenido a lo largo de
los afios, desde la respuesta inmediata de Bohr [9] —en la direccién de no admitir
como consistente con la mecanica cuantica la premisa c¢) de separabilidad— hasta la
discusién actual, [10] pues la idea de la incompletez de la descripcién cudntica choca
con la interpretacién ortodoxa. Es claro que desde la perspectiva de la interpretacién
estadistica de la mecanica cuantica el teorema EPR no implica ninguna dificultad
severa, sino mas bien tiende a reforzarla.

V.2. El Teorema de Von Neumann

Johann (Janos) von Neumann (1903-1957) fue una personalidad impresionante,
que produjo contribuciones fundamentales en muchos campos de la ciencia, como
las matematicas, la quimica, el concepto moderno de computadora programable, la
teoria cuantica, etc. En su conocido libro sobre los fundamentos de la mecanica
cuantica [11] —en el cual propuso y desarrollé la formulacién de la mecédnica
cuantica en el espacio de Hilbert— incluyd un teorema segin el cual todo intento de
“completar” la descripcion mecanico cuantica mediante la introduccién de variables
(convencionalmente llamadas ocultas) que permitan determinar univocamente el
resultado de cada medicién, conduciria a dificultades con la mecanica cuantica
—en breve, no es posible completar la mecanica cuantica—. Tal expresién de
incompatibilidad entre la teoria cuantica y teorias de variables ocultas, cerrd el paso
al desarrollo de estas iiltimas durante veinte anos. La primera fractura se produjo
en 1952, cuando Bohm pudo construir un modelo particular de este tipo de teoria
plenamente consistente con la mecdnica cuantica, [12] mostrando por construccién
que la conclusién usualmente extraida del teorema de von Neumann era incorrecta
(una discusion mas detallada puede verse en las Refs. [3], [5] v [7]).

En el curso de los anos se pudo establecer con mas claridad el alcance del
teorema, e incluso se hicieron varias generalizaciones de él. [3,5,7] Finalmente,
y gracias en buena medida a un par de famosos trabajos del fisico inglés John
S. Bell [13,14], quedé claro que el teorema de von Neumann se apoya en postulados
que no necesariamente debe cumplir foda teoria de variables ocultas. Por ejemplo,
si un operador C tiene la forma C = A+ B con A y B una pareja de operadores que
pueden o no conmutar, von Neumann demanda que las correspondientes funciones
de las variables ocultas —que en conjunto denotaremos como A— satisfagan la
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relacién C(A) = A(X) + B()), la cual resulta demasiado restrictiva.® Pensemos por
ejemplo en o = (2)"1/2(o, + ay): los posibles valores de o, y o, son *1, pero
el espin o, cuyos eigenvalores también son +1, claramente no satisface la relacién
anterior. Sin embargo, los resultados de Bell, lejos de abrir el paso a las teorias de
variables ocultas al debilitar el teorema de von Neumann, les obstaculizaron aun
mas el camino.

V.3. El Teorema de Bell

El teorema de Bell [13,15] es probablemente el mas activo de los temas actuales
de investigacién en los fundamentos de la mecanica cudntica; la apreciacién de su
importancia va desde “el descubrimiento cientifico mayor del siglo XX” [17] hasta
“su irrelevancia para la teoria cudntica”. [18] Bell llegé a su teorema durante sus
trabajos de andlisis del teorema de von Neumann y su relacién con la teoria causal
de la mecanica cuantica de Bohm. El punto que le sirvié de base fue la observacién
de que la teoria de Bohm es en efecto capaz de reproducir los resultados cuanticos,
pero solo a expensas de introducir un potencial ne local, es decir, un potencial que
contradice el postulado de separabilidad de Einstein (el postulado ¢) de arriba), y
se pregunto si esto seria una propiedad general de las teorias de variables ocultas
consistentes con la mecanica cuantica. Su conclusién fue que toda teoria de variables
ocultas locales contradice la mecinica cuantica, y llegé a ella mostrando que tal
tipo de teorias conduce necesariamente a ciertas desigualdades —las desigualdades
de Bell— que son violadas por la mecanica cuantica.

El trabajo que se ha desarrollado sobre las desigualdades de Bell es enorme;
se las ha generalizado en varias direcciones; se han deducido a partir de diferentes
(y no necesariamente equivalentes) postulados, lo que ha dado lugar a diversas
lecturas de sus implicaciones; se han buscado —y encontrado y criticado—hipotesis
suplementarias, normalmente ocultas en las derivaciones; se han conducido extensas
pruebas experimentales utilizando fotones en cascada, aniquilacién de positronio,
dispersién protén-protén, etc. Un andlisis detallado y critico puede encontrarse en
la Ref. [6]; otros anélisis complementarios se pueden ver en las Refs. [5] y [7]. Los
experimentos han tendido a confirmar la violacion de las desigualdades de Bell
por los sistemas cuanticos —aunque no han dejado de expresarse reservas serias al
respecto [6,10,19-21}]—. Para una amplia lista de referencias, puede consultarse la
Resource Letter IQM-2, Ref. [22].

En todo caso, los resultados de Bell son de importancia, al menos por las
conclusiones a las que han dado lugar, muchas de ellas mas especulativas que
justificadas. Por ejemplo, a partir de la demostracién original de Bell se concluye
que cualquier teoria que completara la descripeidn cudntica para hacerla causal,
seria necesariamente no local, negando asi un principio fundamental de cualquier
descripcion fisica que aspirara a ser realista; en lenguaje coloquial dirifamos que
el remedio resulta peor que la enfermedad. De aqui la importancia de analizar

*Por ejemplo, si A, B y C no conmutan, las mediciones de A, By C = A + B requieren arreglos
diferentes y no pueden realizarse simultaneament*z.
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detalladamente el significado y contenido real de estas desigualdades. Antes de hacer
algunos comentarios al respecto, presentaremos para mayor claridad la derivacién
original de Bell, como ilustracion del tipo de ideas y métodos comunes en su
derivacion.

Imaginemos un experimento como el usado para el teorema EPR, pero ahora con
dos aparatos Stern-Gerlach para medir ambos espines; los aparatos se encuentran
muy separados para que la hipdtesis de separabilidad c) pueda aplicarse. Las
proyecciones de los espines de las dos particulas se miden en direcciones a, b
arbitrarias, obteniéndose los resultados A(a), B(b), que pueden ser sélo +1. La
mecanica cuantica asigna a esta situacion la funcién de onda espinorial

10) = (1/2) 2[|4+)]=) = |=)|+)]

por tratarse del estado (antisimétrico) de espin total cero. Con esta funcién, la
prediccién cuantica para el valor esperado del operador

S]aSgb = (O’] = a)(crg = b)
es
P(a,b) = (0](e) - a)(g2 -b)[0) = —a-b = —cosd (1)

donde @ es el d&ngulo entre a y b. Por otro lado, si suponemos que existe un conjunto
de variables A que determinan los resultados caso a caso, con probabilidad p()) tal
que [ p(A)dX = 1, debe ser posible escribir

wa=/MmMMhMMMM- (2)

Aqui se ha introducido la condicion de localidad al suponer que A(a, A) no depende
de b ni B(b, \) depende de a, y que p(A) no depende a su vez ni de a ni de b. Notese
que ésta es una definicién particularmente fuerte de localidad. Como el espin total
es cero, si A(a) = 1 entonces B(a) = —1 para cada ), por lo que P(b,b) = -1y
B(b,A) = —A(b, X), con lo que (2) se escribe

ﬂmm=—]anmnnmnm. (3)

Consideremos ahora un experimento en que se escoge la direccién ¢ en vez de b, sin
cambiar la distribucién de variables ocultas; podemos entonces escribir

Pla,¢) = —fA(a,)‘)A(c,/\)p()q)d)\. (4)
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Restando y tomando en cuenta que A% = 1,
P(a,b) — P(a,c) = — / A(a, \)A(b, X) — A(a, A)A(c, A)p()) dA.
= —]A(a,A)A(b,A)(l — A(b, M) A(e, \)p(A) dA;
ahora, como A(a) = %1, tenemos
|P(a,b) — P(a,c)| < f{l — A(b, M) A(c, \)p(X) dA

o, finalmente,
|P(a,b) — P(a,c)| <1+ P(b,¢). (5)

El resultado cuantico, Ec. (1), viola, sin embargo, esta relacién. Por ejemplo,
tomando 8,, = 8, = 60°, 6, = 120° se obtiene P(a,b) = P(b,c) = —Pla,c) =
—% y de (5),1 < %, lo que significa que no hay modelo local determinista (o
realista, en breve) que reproduzca la prediccion cuantica (1). La conclusién usual
es que el postulado de localidad tiene que abandonarse. Sin embargo, la derivacion
presentada, ademas de utilizar una definicién de localidad no exenta de dificultades,
hace uso de una hipdtesis implicita de contrafactualidad. En efecto, al suponer (4)
estamos aceptando que es legitimo especular respecto a cual seria el resultado A(e, A)
al medir el espin en la direccién ¢, cuando en realidad se midié en la direccion b en
el mismo sistema; como ambas mediciones son incompatibles, no es posible verificar
la validez de esta hipétesis. Si se demanda de una teoria cientifica que contenga solo
hipotesis comprobables, habria que abandonar la derivacién anterior.

En general, las diversas derivaciones han dado lugar a variadas reacciones, inclu-
yendo criticas por parte de quienes consideran factible en principio una descripcion
realista del mundo cuantico. Quiza la critica mas general a las desigualdades de
Bell es la que afirma que para establecerlas es condicién necesaria y suficiente la
existencia de la probabilidad conjunta de todas las variables A(a), B(b), C(c), etc.,
que intervienen en la desigualdad o su derivacion —lo que obviamente no ocurre en
el caso cuéantico. [23-26] Ademas, de las diversas derivaciones de las desigualdades
de Bell solo unas pocas emplean el concepto de variables ocultas o alguna forma
del de localidad, por lo que no parece legitimo considerar la inaplicabilidad de estos
conceptos como la responsable de las violaciones observadas. Analisis criticos mas
detallados y en diferentes direcciones —no necesariamente consistentes entre si—
pueden verse en las Refs. [6], [7], [10], [23-26]. El comentario general que parece mas
pertinente es que, lejos de haber sido demostrada en forma acabada la imposibilidad
de construir una teoria realista (causal y local) de la mecdnica cuantica, el tema
continda abierto y contiene multitud de aristas que no han sido adecuadamente
tratadas [21].
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Para terminar, tratemos de ver el problema desde la perspectiva que ofrece la
nueva version de la EDE que estudiamos en la seccién IV, Desde este punto de vista,
una expresion como la Ec. (2) es enteramente aceptable, mientras A(a, \) y B(b, )
estén escritas en términos de las variables del campo, A = {aq,a}}; en este caso A
y B son variables estocasticas (que conmutan) en el espacio a y no observables en el
espacio ¢, que es a los que se les aplican las desigualdades de Bell (por ejemplo los
operadores de espin). Las variables A(a,A) y B(b, ), etc., seguramente satisfacen
las desigualdades, aunque sus contrapartes en la representacién ¢ no estén forzadas
a ello [27]. La conclusién es que sigue abierto el espacio para el estudio de las teorias
realistas de la mecdnica cudntica.
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Abstract. The material of this article is organized into five sections.
In Sect. I the basic characteristics of quantum systems are briefly dis-
cussed, with emphasis on their stochastic properties. In Sect. II a ver-
sion of stochastic quantum mechanics is presented, to conclude that
the quantum formalism admits an interpretation in terms of stochastic
processes. In Sect. IIT the elements of stochastic electrodynamics are
described, and its possibilities and limitations as a fundamental theory
of quantum systems are discussed. Section IV contains a recent refor-
mulation that overcomes the limitations of the theory discussed in the
foregoing section. Finally, in Sect. V the theorems of EPR, von Neumann
and Bell are discussed briefly. The material is pedagogically presented
and includes an ample list of references, but the details of the derivations
are generally omitted.



