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Resumen. 1::1material de este artículo está dividido en cinco secciones,
En la Seco I se discu ten brevemente las características básicas de los
sistmnas cuánticos, haciendo hincapié en sus propiedades estocásticas.
En la Sec, II se describe una versión de la mecánica cuántica estocástica,
que demuestra quc es posible leer el formalismo cuántico en términos
estocásticos, En la Seco 111 se describen los elementos de la electro-
dinámica estocástica y se discuten sus posibilidades y limitaciones como
teoría fUlld;unental de los sistcmas cuánticos. En la Seco IV se presenta
\lna reforllllllació\l recipnte de ('sta tI'oría, que supera las limitaciones
de la teoría discutida eH la secciúlI allterior. Finalmente, en la SeCoV se
discuten muy brevellleute los teoremas de EPR, von Neumann y Bell.
La presentación es didáctica (> incluye ulla amplia lista de referencias,
pero se omiten en lo general los detalles de Ia.<;derivaciones.

PACS: 03.65.Bz, 05.40.+j

I. LA ~ATUHALEZA ESTOCÁSTICA DE LA MEC,\NICA CUÁNTICA

1.1 Características de los sistemas cuánticos

Como es bien sahido, los sist.emas cuáut.icos tienen una serie de propiedades cuya
combinación da lugar a características SIÚ [}fucri .••. En términos generales, las
características más sobresalientes son:

11l<lllifesladilS a través de fenómenos corno la illterfe~propiedades ondulatorias,
rClleia. la difracción, etc

a) variables dinámicas (observables, en el lenguaje usual) con espectro discreto;

b)

e) estoc<lsti("idad, <¡I\(' da lllgar a propit'd,Hlt,S g('Il(~ri("alJlente englohadas bajo
términos ("01110 indet('rtllinislIlo, etc.

HeviselIlos con algo de detalle estas propiedades. Estrictamente hablando, cualquiera
de ellas puede presentarse en sistemas clásicos. Por ejemplo el espectro de frecuencias
de un piano es discreto, y en el supermercado el azúcar viene sólo en paquetes de 1,
2 o .) kg, digamos; el sonido manifiesta propiedades de difracción e interferencia, y se
trata de vibraciones mecánica.,,, clásicas; finalmente, en los juegos de azar con dados,

'Notas de un curso impartido I'll el CURCC,\F 1990, PanamiÍ, PalJalll~,
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barajas u otros objetos clásicos, es justamente la aleatoriedad la que les da gracia y
atractivo -al menos para los jugadores compulsivos. O bien, ¿quién podría predecir
el instante preciso en que una gota de lluvia caerá sobre la hoja de un árbol?

En el caso de los sistemas cuánticos, constituidos por corpúsculos -no por
ondas- estos diversos elementos se combinan para generar un comportamiento que
puede calificarse sólo con el término cuántico. Debe señalarse que en este caso,
los aspectos "indeterministas" adquieren usualmente un carácter esencialmente
diferente al que se atribuye a los sistemas clásicos. En efecto, en estos últimos
la presencia de elementos aleatorios refleja sólo el hecho de que se está haciendo
un estudio incompleto del sistema, eliminando de la descripción una multitud
de elementos que afectan los resultados.- Por ejemplo, nadie duda que la gota de
lluvia o la bolita de la lotería siga fielmente leyes clásicas, pero nadie pretendería
tampoco hacer una descripción exhaustiva que permitiera predecir con precisión
cada resultado.

En cambio, en el caso cuántico la interpretación generalizada -la que co-
munmente se designa como orlodoxa- diría que la aleatoriedad presente en los
resultados cuánticos es irreducible en principio, y no producto de una descripción
incompleta. Esta convicción se expresa con vehemencia en la afirmación de que la
mecánica cuántica es una teoría completa, pese a que sólo permite hacer predicciones
estadísticas.

De las tres características mencionadas, las dos primeras son las que primero
fueron explicitadas e incluso utilizadas en la construcción de la teoría cuántica. En
particular, el carácter discreto de los espectros de emisión atómica fue la base para
la teoría de Bohr, como años después las propiedades ondulatorias constituyeron
el pilar de la teoría de Schrodinger. En cambio, el indeterminismo o, mejor aún, la
eslocasticidad omnipresente en el comportamiento cuántico, aparece más bien como
parte del conjunto de postulados semánticos, o sea como parte de la interpretación
física del aparalo matemático. Sin embargo, no se trata de una característica menos
importanle, sino que, por el contrario, frecuentemente está a la raíz misma del
comportamiento cuántico.

Para ilustrar este punto, veamos con detalle el ejemplo de los electrones
difractados por un par de rendijas cercanas: el patrón de difracción es una sucesión
continua de máximos y mínimos de intensidad, y representi\ una clara manifestación
del comportamiento ondulatorio de los electrones (u otros corpúsculos cuánticos).
Sin embargo, sin alterar para nada el dispositivo se puede poner de manifiesto la
estructura granular y discreta del fenómeno; para ello basta con reducir la intensidad
del haz incidente hasta un nivel que corresponda a lanzar electrones aislados, uno
a uno, sobre las rendijas. En este caso se observa por cada electrón un punto en la
pantalla -si el recubrimiento de la pantalla es adecuado-; la acumulación de un
número muy grande de-puntos da lugar al patrón de difracción [1]. Es importante
notar que el orden de llegada de los electrones es enteramente arbitrario, o sea que el
comportamiento de cada corpúsculo en lo individual está regido por el <lzar,en tanto
que el comportamiento cslaciístico del conjunto de los electrones (que representan
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una aproximación a un ensemble1 teórico) está descrito por el patrón de difracción.
En otras palabras, aunque los electrones se comportan de manera aleatoria, tomados
en su conjunto muestran una regularidad estadística, que es precisamente la que
queda descrita en términos de interferencia, o sea en términos ondulatorios.

1.2 Interpretación estadística de la mecánica cuántica

La manera más natural y directa de interpretar estos resultados es mediante la
adopción de la interpretación estadística -o mejor aún, de ensemble- de la
mecánica cuántica, que consiste en proponer que la función de onda tb(x), solución de
la ecuación de Schrodinger, describe el ensemble completo y por lo tanto contiene a la
vez propiedades ondulatorias y estadísticas. Por este mismo hecho, t,b(x) no describe
el comportamiento de un elemento específico del ensemble, y por ello mismo la
descripción no se refiere a una trayectoria -aunque esto no debe interpretarse como
la inexistencia de las trayectorias.2 Nótese que esta interpretación es excluyente y
contradictoria con la ortodoxa, la que considera que tb(x) proporciona la descripción
completa del comportamiento de una partícula, o sea de un miembro arbitrario del
ensemble. Dado que habrá diferencias visibles en el comportamiento de los miembros
del ensemble, aparece el indeterminismo como elemento esencial e irreducible en el
marco ortodoxo.

El primero en proponer y defender con énfasis la interpretación estadística de la
mecánica cuántica fue Einstein [2]; aunque poco favorecida aún, existen artículos [3}
e incluso textos [4] en los que se expone y se le utiliza. Pese a sus grandes virtudes
-entre ellas, su claridad 'i el desvanecimiento de muchas paradojas a las que
conduce la interpretación de Copenhague [3]-, también es un hecho que no está
exenta de dificultades conceptuales, corno por ejemplo, que la descripción estadística
no se realiza en el espacio fase sino en un subespacio, como el de configuración, o
bien que se trata simplemente de una descripción sin que se identifique o conozca
la causa del fenómeno aleatorio. En particular, la descripción estadística resulta
insatisfactoria, al menos porque no existen regla.<;bien definidas para calcular el
valor esperado de funciones arbitrarias de x y p.

Pero si reconocemos la aleatoriedad de los sistemas cuánticos COl1l0 una de sus
propiedades esenciales, surge de inmediato una serie de preguntas: ¿cuál es la causa
que la origina? ¿es posible tomar corno punto de partida la estocasticidad para
construir una descripción estadística de los sistemas cuánticos? Esta.<;preguntas y
otras similares han inquietado a algunos investigadores y han conducido a la creación
de una serie de alternativas estocásticas a la mecánica cuántica. Básicamente
podemos clasificar las tl.'Oríasde esta naturaleza en dos grandes grupos, aunque
existen otros intentos 15):

'Emplearemos el término tnstmblt, como es cOIlHinen lIuPStro medio, aunqlll' lal vez fuera ma.~
correcto el término tnsamblt, o bien, COfljlllllo {'sladístico.
)Esta característica es común a toda descripción estadística. Así por ejemplo, la." estadísticas de
salud de un país no nOElpermiten conocer la historia clínica de un poblador dado, lo que no significa
sin embargo que tal historia clínica no exista.
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i) las teorías que proporcionan o agregan una intepretación estocástica a
la mecánica cuántica. En este caso se trata sólo de demostrar que es posihle
y consistente desde el punto de vista físico interpretar los sistemas cuánticos
como estocásticos, y precisar las leyes y propiedades de los procesos estocásticos
correspondientes. En estos modelos la intención se centra má." en desnibir qlU' ell
explicar el fenómeno estocástico, por lo que se trata de teorías fenomenológica.." quc,
por construcción, no pueden ir más allá de la propia mecánica cuántica. Existen
varias versiones de este tipo oc teoría..", que mencionaremos f'n el próximo capítulo.
pero todas ellas tienen como punto df' arranque el Irabajo sf'llJinal del físico húngaro
Imre Fénycs (1917-1977) [6]' eH el cllal se inlf'llla explotar d('sde \1n punto de
vista físico cicrtas semejanzas cnt.H' el comportamiento cuántico y ('1 Inowniallo.
Las teorías que siguen esta lilH'a de pensamiento son cOl1ocidils lISUalllH'lIlc bajo ('1
nombre de mccáTlica c..•.focá ..•.finz o mecá"ica Cluí"fica f~/orá ..•.tir(l;.l

ii) las tcoría..'i que agre¡.!;iln llll delllent.o físico nu('\'o p¡lra proporcionar ulla (,l.

plicación del comportamiento azaroso {!l'1 electrón. Al intentar explicar la lIH'c.:lllica
cuántica, la engloban delltro de tilla teoría mAs gellcral -ilnálogilJlH'lIk a como
la óptica física explica y ('ngloba a la óptica geométrica. Es claro qlle ¡'slc' ('S UIl

programa muy ambicioso y sólo !la sido ciesarrollado lasta ahora CII forllla piHcial
y no acabada. El modelo más evolucionado y mejor conocido de cste tipo de t(,OI"ÍaS
es la rlccimt1inámica f.'i/o('(i ..•.fira. surgida hace ya ccrca de trcs décadas.

E<l lac; secciollf's qu(' sigilen presentaremos UII breve resulIlen de estas dos tl'orías
estocásticas. Desgraciadanlt'lLl.f' la falta de espacio y tiempo nos oblign.r¡, a hacer
una presentación esqucmática y breve y a dejar de lado los a ••peetos históricos
relacionados con estas teorías.

11. LA ~IECr\~ICA ClJr\~TICA ESTOCÁSTICA

11.1 Cinemática de los procesos estocásticos

Exploremos la posibilidad de (OBstruir 1111 modelo dinámico del e!<'clrón cnántico
como una partícula sujeta a un permanente movimiento fluctuanlf'. UIl !Iu)(it'lo
clásico que de inmediato viene a la mente es el de las partículas bl'ownianas:
corpúsculos pequeños en suspensión en un fluido (partículas de polvo en el aire,
colorantes en el agua, ete.), que por la agitación molecular siguell trayectorias
azarosas altamente irregulares, pero sujetas a leyes estadísticas lIien definidas.
Debemos distinguir claramente, sin embargo, entre la situación clásica y la Cllillltica,
al menos por las siguientes razones:

a) En el caso browniano el movimiento irregular es generado por \Ina inlllt'llsidad
de impactos simuitálJ('os de las moJ¿cula$ del fluido sobre las partículas t'n
suspensión; en el caso cuántico carecemos de un modelo microscópico espt'cífico.

"Deben evitarse confusiones en la nomenclatura; por ejemplo PrugoveCki {5] le da psle nomhre a
una teoría con resultados experimentales difusos
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La falta de modelo resta poder explicativo a la teoría, la que adquiere un carácter
fenomenológico.

b) En el caso browniano, la estabilización de propiedades estadísticas como las
fluctuaciones de las variables x,p, etc., depende de manera esencial de la
presencia de fuerzas disipativas, las que están ausentes de la descripción del
caso cuántico -pues la teoría debe ser consistente con el principio de inercia
para la trayectoria media de una partícula libre.

c) Ciertas propiedades como la cuantización o los fenómenos ondulatorios son
características de los sistemas cuánticos, y no se presentan en el caso clásico.

La enumeración anterior es suficiente para poner de manifiesto que las versiones
estocásticas de la mecánica cuántica no pueden ser un modelo browniano del
fenómeno cuántico, sino que deben ser de naturaleza esencialmente diferente, pese
a las analogías y los paralelismos entre ambas teorías. Sin embargo, esta confusión
es frecuente, y se da incluso en obras tan valiosas y bien documentadas como la de
Jammer [1), lo que tiende a desvirtuar el sentido y el contenido de la teoría.

De las diversas versiones existentes de la interpretación estocástica de la
mecánica cuántica, la más conocida es la mecánica estocástica de Nelson [2], la que
ha sido usada incluso como modelo para efectuar la cuantización de campos [3,18].
Aquí presentaremos una versión un poco diferente, denominada mecánica cuántica
estocástica (MQE) [4].En todos los casos los trabajos pioneros son los de Fényes cita-
dos en la Seco 1, y continuados por Weizel [5], Kershaw [6], Santos 17J, Davidson [8],
Nassar [9]' ctc.

En la construcción de la MQE se parte de considerar un ensemble de partículas
que describen trayectorias con desviaciones aleatorias, pero evitando la introducción
de peculiaridades aplicables sólo al caso clásico. Una forma general de proceder es la
siguiente. Consideremos el conjunto (subensemble) de partículas que en el instante
t se encuentran dentro de una vecindad de rj llamemos P(r)d3r a la probabilidad
respectiva. Dichas partículas ocupaban al tiempo t' = t - tlt posiciones diversas,
que denotaremos globalmente como r', y ocuparán al tiempo t" = t + tlt toda una
serie de posiciones rll. Entonces para g(r) una función cualquiera de la posición,

g(r") - g(r') = g(r + 6+r) - g(r - 6_r)

= o,g' (6+f, + 6_f,) + !o,Ojg[(6+f;)(6+f)) - (6_f,)(6_fj)) + ...

en donde tl+r = rll - r, ~_r = r - r'. Por consiguiente,

g(r") - g(r') _ O (6+f, + 6_f,) OO [(6+f,)(6+f)) - (6_f;)(6_f))]
26t ,g' 26t +, )g 46t + ...

(1)
Ypara el caso de un flujo sistemático, en el límite ~t ~ Oobtendríamos el resultado
usual ~. = V9 . *. Sin embargo en el caso presente las desviaciones tl+ r y ~_ r
son variables estocásticas, por lo que habrá que introducir dos consideraciones para
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que la expresión anterior adquiera un sentido definido: por un lado es necesario
promediar sobre todas las posibles desviaciones ~Ir condicionadas por r en t
-lo que equivale a promediar sobre la probabilidad P(r)- y por otro lado es
necesario sustituir la ti.t infinitesimal por una ti.t suficientemente pequeña pero
finita, puesto que la variable estocástica r bien puede resultar no diferenciable. Con
estas observaciones podemos definir la derivada (temporal) sistemática Ve como la
siguiente generalización de d/dt:

V (r) = (g(r") - g(r'))
,g 2Llt' (2)

En condiciones estacionarias puede suponerse que ((Ll+r)') - ((Ll_r)') = O((Llt)'),
por lo que de (1) y (2) sigue que

con

Cuando g(r) depende también explícitamente de t debe cambiarse el resultado
anterior por

(3 )

Es claro de su definición, que v representa la velocidad local media en r, que
podemos identificar con la velocidad de. flujo:

(r" - r')
v = 2Llt = Ver.

La segunda igualdad se obtuvo mediante la aplicación directa de (3) a 9 = f.

En forma análoga puede estudiarse la combinación simétrica

(4)

y a partir de ella introducir una nueva derivada

V (r) = (g(<") + g(r') - 2g(r))
,g 2Llt
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Cuando r es una variable no aleatoria, 6+r-6_r ~ 0«6/)') y (6r)' ~ 0«6/)'),
por lo que 'D.g se anula en el límite ~t - O. Sin embargo en el caso estocástico
{~+r-~_r} mide la asimetría media generada por el movimiento difusivo, asociado
a in homogeneidades en la densidad de partículas, por lo que podemos definir una
velocidad estocástica u ,dada por

(5 )

La segunda igualdad se obtuvo mediante la aplicación directa de 1J. a 9 = r.
Por otra parte, el coeficiente de 818)g se puede identificar como el coeficiente de

difusión Dij en el espacio de configuración. Normalmente puede tomarse éste como
homogéneo e isotrópico, en cuyo caso se tiene Dij = D6¡j, con

D ~ «6x)').
26t

Con estas expresiones, la derivada (temporal) estocástica de g(r) se escribe

V.g(r) ~ (u . \1 + D\1')9(r).

(6)

(7)

Como hemos dicho, la velocidad estocástica se debe al flujo difusivo producido por
la diferencia de densidades p entre dos zonas, por lo que podemos esperar que
pu •....DV p (este flujo se anula si D :;::O y también si no hay inhomogeneidades).
En efecto, un cálculo detallado ¡4c] muestra que esta expresión es exacta,

\1p
u~D-

p
(8)

con p la densidad de partículas. Esta fórmula exhibe a u como la generalización
de la velocidad osmótica introducida por Einstein en conexión con el movimiento
browuiauo (cou el signo contrario) (lOJ.

Alternativamente puede definirse una pareja de velocidades v + (hacia adelante)
y v_ (hacia atrás), que difieren entre sí debido a los efectos difusivos y están dadas
por

(r" - r)
6t

(9a)

(r - r') (6_r)
v_ :;::--- ~ ---o

61 6t

Con ayuda de las fórmulas anteriores se obtiene

(9b)
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(10)

o bien

v~ = v:l: ti = (V, :l:D,)r '" V~r (11)

donde V+l V_ son los operadores de derivación (temporal) hacia adelante y hacia
atrás, respectivamente, dados de acuerdo con las Ers. (:1), (i) Y (11) por

Estos operadort-'S fueron introducidos por :\elSOIl [2aJ.
Nótese que la técnica propuesta nos permik definir en principiO un ntÍmero

arbitrario de velocidades, cada vez menos locales; el Iílllitf' sería la asign<l.ción de
una velocidad propia por cada partícula del subellsl'lIlble considerado. La Ilecesidad
de utilizar un número mayor d(, velocidades tiene qtu: ver con el onll'll de la
estocasticidad del proceso en cuestión. En el ca.<;opresente nos hemos limitado a
construir una cinemática apropiada a la descripción de procesos estocásticos en el
espacio de configuración, que puedan caracterizarse con tUl coeficiente di' difusión
único y constante D, y con una sola pareja de velocidades y y u. Pese a lo n'strictivo
de la descripción, veremos que resulta suficiente para nuestros propósitos.

Obsérvese asimismo que al im'{'rtir el signo de la evolución temporal en las
expresiones anteriores, se intercambian los tiempos e y t", o sea si t es el operador
de inversión del tiempo,

por lo que de las Ecs. (9) sigile (1l1l~v+ se transforma en -y_ y a la inn'('sa,
Análogamente, j'y = -y pero 'lu = u, Por lo tanto, de las cuatro au,ll'raciollcs
linealmente independientes que pUl,den definirse mediante la aplicilci/l1I dI' los
operadores de derivación temporal Ve Y VJ a la.') \'(,Iocidades y y u , dos de ellas
cambian de signo y las otras dos son invariantes frente a la inversión temporaL

(13)

11.2, Dinámica de los procesos estocásticos

Pasamos ahora a la parte dinámica de la teoría, la que trataremos de construir de
manera suficientemente general para englobar las diferentes situaciones de interés,
Para una descripción estadística, podemos considerar qnc la aceleración llledia a =
(r) del subenscmble considerado, que debe poder expresarse como UIla combinación



1(f)n'(J.~ I .~tof'(i.~ti('(Js dI l(l lI1fnínica Cluíllti('(J 2S

li!leal de las cuatro aceleraciolH's arriba lIH'IlCiOlladas, t'stá (\('tcl"mitlada por la flH'rza
11H'dia F == (fo + fd + f.,). en donde fu ('S la fu('rzil ¡'x!,'rna sobre los df'lTwntos df'1
SUIH'IIS(,lllhl", fd las po::.;ibles fuerzas disipativits. y f~I;t fuerza estocástica f(,:"pollsahl~
delmovillliento puranwllte aleatorio (los (of('dos sistt'llIátiros de la fuerza estocástica
<¡twdall incluidos en fd). Por tanto. proponelllos la ,'("Ilación

TIla:; F. (11 )

Tilllto a COlllO F t.cndrán 1'11geller;¡l Ulla nllllpOlll'lIt.e ill\'ilriantc fre!lte a 'j' y ot.ra
(1111'irlvierl(' SIl SigilO, las que PO,I"IIIOS ,1,'llotar ('OIIJOaI Y FI; ~~nto!lces la Ec. (1,1)
St' ('serill<' II/(a+ + a_) ::::F+ + F_, Y Sil transformada fn'IIt!';¡ T se escrihe m(a+ -
íL) ;:: F+ - F_. dI' donde

TOlTlitndo t'Jl t'llt'nta las propiedades d,' tranSfOrtlli\ci{')lI (1:1), escribimos cntollc('S

(IG)

El jllt'go dI' par,11llt'tros .,\¡ p1led<.' S(,J¡'cciollars,' para obtener posibles varianll's,
más () 11lt'!lOSg(,ll('ral('s, de la teoría (\'er por ej. las referencias [Sal y [!)élj). Aqllí
1l0S cOllnt'l,;11't'1ll0S al ("aso nuís silllplt' posiblt,. qll(~ es de suficiente int.erés y muy
illlstr<ltivo. Supondrelllos que F _ == 0, y con ,V == ).",I-\;) la segunda ecuacióll (lo)
(¡t lt'd a

1>;lril fijar t'l \.,,101' del paránwlro ,\' cOllsilkrill1l(IS la "("Ilación de cOlltinllid<lli

i!p
IJI +\'.("v)=O.

tomal1l0s Sil derivada {JjD,l'} == i)) y utilizillllOS las Ecs. (8) y (1 i) para obtener

( 17)

1'01' otra parll'. de la Ec (8) sigue qllt' 'Y XII;:: (J, y p;lJ'a los ('asos simples de illtl'["('~s
PI"l'~('lIll' t.ill1lbién podelllos tomar 'Y x v == O; ('011estas simplificaciollcs obtl'lIellH)S
;)J"I :;:::¡j1"J' nJIJ1;:: {JIU} y

=0



26 Lui! de la Peña y Ana Maria Cetto

o 8ea

(18)

Luego, con >.' = 1 (o sea AJ = A4), la segunda Ec. (16) es simplemente el gratliente
de la ecuación de continuidad, que se debe cumplir en todos los casos.

Pasemos ahora a la primera Ec. (16). En el límite en que el proceso estocástico se
hace despreciable, se tiene Ve -+ d/dt. V -+ r, U -+ O, Y la ecuación se transforma
en mAlr = F, por lo que el requisito de compatibilidad con la teoría clásica fija
Al = 1. El parámetro ).2, que llamaremos -A, queda libre, por lo que la ecuación
dinámica toma la forma (con F + = F):

o explícitamente,

m [: + v. '\!v - Áu . '\!u - ÁD'\!'U] = F.

(19)

(20)

Es sumamente interesante el hecho de que esta ecuación, pese a ser no lineal y
complicada, puede integra.rse con facilidad. En efecto, debido a que V' x v = O
podemos escribir

v = 2,D'\!S (21 )

donde t. es un parámetro numérico que se especificará más adelante y S = S(r, t)
juega el papel de un potencial de velocidad. Sustituyendo (21) y tomando F = "1',
podemos escribir la ecuación dinámica en la forma

[as 1, Á, ]m'\! 2,D- + -v - -u - ÁD'\!. ual 2 2 = -'\!F

y puesto que S está definida según (21) hasta una función aditiva de t. que puede
ser absorbida al integrar la ecuación de arriba, nos queda

as 1 , ,
-2,mDa¡ = Zm(v - Áu ) - mÁD'\! . u + V.

Por otra. parte, de (8) sigue que podemos escribir

u = D'\!lnp = 2D'\!R

(22)

(23)
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con p = exp(2RL por lo que la ecuación de continuidad toma la forma

fJR2mDa¡ + mD'V . v +mu . V ; O.

Las ecuaciones (22) y (24) se pueden combinar en la pareja

con

s
W;o ; JI:l: rr;'v-'V

(24)

con lo que se obtienen ecuaciones separadas para tv+ Ytv_, Además, estas ecuaciones
se pueden linealizar mediante el cambio dc función

obtcniéndosc

(25)

con

y

v; 2D'VS; DJ=1'Vln (~:).

(26)

(27)

Las ecuaciones finales contienen el producto D"'¡::>", lo que permite tomar D tal que
1.\1; 1, o sea.\ ; :l:l. Dependiendo de la elección de signo, la Ec. (25) 'e refiere a
dos clases dc problemas enteramente diferentes. Para ,\ = 1 (lo que hemos llamado
procesos de de lJroglie [4cJ), se recuperan las ecuaciones de la mecánica cuántica, con
1/J+ = 1/J, 1/J- = 1/J' una pareja de amplitudes complejas conjugadas, fijándose el valor
del coeficiente de difusión en D = h/2m; el proceso estocástico manifiesta en este
caso propiedades ondulatorias, debido a la naturaleza hiperbólica de la Ec. (25)
con ..¡:x = i. Por otro lado, para). ::::-1 (procesos de Einstein), se tienen dos
amplitudes rt'ales ~I+ :::: exp(R + S), t/J- = exp(R - SL cada una de las cuales
satisface liBa ecuación parabólica; como se ha demostrado en otros trabajos 14,9), la
teoría es Cflpazde describir en este caso los procesos clásicos markofianos, al tomar
en cuenta la fuerza de fricción.

La ecuación dinámica (19) puede escribirse cn varias formas interesantes. Por



28 Luis de /a PUla y AIlIl .\/arla CI (fu

ejemplo, usando la Ec. (1 S) \'e[IIOS(I'll'

D+\'+ = D~\'_ = De\! + D.•ti ,

por lo que para proc('~()sdI' Eillslt'ill (_\= -1) jJOdt'lllOS,'snil)ir

donde F dche incluir las flll'rZilS dI' fricci(-)Il. Por otro I"do 1('lll'[Il(JS

ID,v - V,u) + IV,v - D,u)

IV,v - V,u) - IV,v - D,u)

por lo que para proc('sos de d,' Brogli,' sc obticne

quc ('s la forIlla utilizad;, por ,\"lsoI!.

Por falta de espacio y dI' tielllpo 110podelllos clltrar ('11IllilY0I'f'S del,dl,.s: sill
elllhnrgo debe quedar claro q\l(' la teoría PI'OIUH'sl,\COII ,\ = I Y '!.//¡J) = '1 (I(J
quo' lIIuestra que D es indel)(,lldiclltc dcl problema t's¡)('cíli("() y por tallto ti,']}(' 1111
car;í.cter fuudalllt'utal). es capaz de n'producir jO"'IIf1ll11l 11ft todas lilS prol'it'(IiIl1t's
de los sistemas cuánticos y, dt'sile (';;!t' PUllto oc vista, cOllstitllY(, Illla illff'rpn't;l("i/)ll
('stocástica de la IIw("állica ClliillticiI. 1)01'otro lado, ('llu'clu) (.~III('i(l1 eicqUI'.\ ti('lU'
valores opucstos para los sisle'lllilS Cll;illticos y los 1l]"()\\"lliilll()S,11ll1('st.raqllt' allll)()s
sisll'1l1ilSson irrcdllcibl(,s ('1 11110al otro y signcll I"y"s de "\'(JIIJ("ilín eS('llcial1lwllk
dif('I'f'lIles, aunquc a[1I110sS(';'II ('SIOCiíst.icos:('1 no lellt'r pn'.";('llll' ('sta distillri(~1I ha
sido cilusa dI' muchas cUllfllSiolll'S y níticilS Illal ('lduc;"lilS.

La lilllitilllte fUlldiUlwutal de la lt'oríil ('XPUt'stil "S su c,nií('I'T f"1l011l1'llOI()!!;il'(J.
(¡lit' 110perlllite profulldizar ('111,1Ilaturaleza de los sislcltlil" cUéilltico". SiJ] ,'111-
bargo. la lt'oría ha lH'rlllilido d;lI" ;t1gullos pa:-:.osll()\'(,do~o~(' illt('['(',,;llll,':- ('Ullh'
lo ('S IIna llIejor colllpn'lJ~i(íll .1('1sl'lltido estadístico d(,1prillcipi(J d,' Pauli [:2d_I,'].
l' incluso el seguimicnto por silllulación con computadora de Iils tray{'ctori<t~ .'~_
lonlsticas [11], elc.- Las fOl'llllllél<"ioll(,smás r('ci('n"'s d,' la tl'oría respolld"11 él
IIlUdlilS de las críticas flUt' se 11;111t,II'\-"do contra ella (\'(;ilSI' P(JI"cjl'lllplo la Hd-_ [1:)1'1)
y su eX¡)J"l'sitíll más clegalll(' Sí' da 1I0rtllélllll<'nlt' ltlt'c!ialltl' 1I1(;tOc!O,";\'(lrii\ci(JII;1
Il's [:!c,:k.ia,l2]: se hall logrilc!(Jg('[ItT;tiizaciolles y ('XkllSiolJ('S illt('J'('S;IIlI,'s. ("(JlthJ1;1
illlt'uducci('JlI del espin [Ltj_!lill;lllli('lllos t'elativi"t;l" [1:~II_llj.I'1 ('x\t'llsi()lI .1('(':-1".10:-
puros il nwzclas, /15J ('fe, 11;1sido ['('forlllldilda ell l,"rlllinos de illkgrales de triiY"c-
toria [12h.l'!.c.lG] y SI' hil ;ll'lil";ldo ;tI ('studio dí' p"IH'trilCi{)ll .1(' barn'ras [! 1.1(;]:
COIllOhelllos mencionado. se It;lll g('llCrado esquelllas más ¡,!,I'lwrales.ya sea ("(JIIIO
tina teoría del c!cctn)1I ¡Se] o C()IIIOulla tcoría de C<l[IIIIO[ITj.

Por a1ladidura, como talllhi/'Il hClTlosseúalado, la formlllación ('stocástí(',l dI'
la rJH'c;\nica cuántica ha s(']"vido COIllOpunto de part ida p;lra el procedilllií'lIlo
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de cuantización estocástica, es decir, la cuantización de campos via el método
estocÁstico {3a,17,18]_ Un intento de derivación de la fórmula D = h/2m a partir de
la difusión de los electrones puede verse en la Ref. [201. Por último, recientemente
se produjo un tratamiento estocástico (mediante el proceso del telegrafista) de la.
ecuacic'm de Dirac, 12l] que complementa de manera muy interesante los esfuerzos
anteriores para describir Ia.<;partículas relativistas con espino Una bibliografía más
amplia puede encontrarse en las Refs. [1,:Ja,3d,4f,19].

JII. LA l::LECTHODI:",ÜlICA ESTOC,\.STICA

111.1. Fundamentos de la electrodinámica estocástica

Pese a sus limitaciones intrínsecas, la mecánica cuántica estocástica muestra que
tiene sentido pensar cn d corpúsculo cuántico como un sistema estocástico y
adoptar la interpretación de ensemble de la mecánica cuántica como la más
natural y apropiada al problema; sin embargo, no nos dice nada respecto a
la causa -suponiendo que existe~ de la cstocasticidad de los corpúsculos, ni
nos permite avanzar en la comprensión de fenómenos tan importantes como,
digamos, el origen de la cuantización de las órbitas atómicas. Para alcanzar esta
comprensión necesitarnos avanzar t'U la formulación de la descripción estocástica_
Este es precisamente el objetivo tic la electrodinámica estocástica.

La electrodinámica estocástica (EDE) es la teoría del electrón -o de cualquier
otra partícula con interacción c1edrornaglLética- bajo la hipótesis de la existencia
de un campo electromagll(',tico estocástico de vacío -el campo de punto cero.
A diferencia del vacío electromagnético de la electrodinámica cuántica, que es
considerado como virtual, en la EDE el campo de vacío es real. La idea de la existencia
de este campo de punto cero real no es nueva, pues va hasta Planck [1] y Nernst [2},
así COIllOtampoco es nuc\'a la idea nlisllla de la EDE, pues se le encuentra ya como
propuesta formal ('11 trabajos piolll'l"os colllO el de Kalitsin [3], contcmporáneo al de
Fényt's, y ell forma más rudilllcnti1ria ~pcro ya proponicndo a este campo real como
fuente de fellúrnellos observables eJl trabajos como el de Park y Epstein [4}, c¡ue es
anterior al de Fénycs. La idea fut' It'dcscubierta repetidamente por diversos autores
y desde diferentes posiciont's [3,5-81 y ha sido t'xplorada con detalle en varios de sus
aspectos durante las lí\timas tres di'cadas. Una revisión extensa puede verse en' la
lkf. [9] Yotras más breves y parcialt,s en las Hefs. [10-12j; en particular, en la Hef. [9]
se puede encontrar ulla iUllplia hihliogritfía sobre la EnE y temas relacionados,

En cuanto ftl or:6('11 :•. propiet1¡I(il-s tld campo de punto cero, haremos breve-
mente los siguielltt's COllwlltilrios. 1\'llSt'IIlOS en 1111electrón atómico: puesto que se
encuentra sUllIergido en ('1campo de fOlldo, S1l movimieJlto es fluctuante y sigue una
trayectoria IlIUY compleja ~q\lt' sólo podelllos describir estadísticamente, puesto
<¡ue ('ontamos unic;\II1t'nt.e COIIla dl'scripi/lIl estadística del campo. La energía. para
efectuar ('slt' lIIo\-illliellto la extrae del CiiJJlPO;pero por otro lado, debido a su movi-
¡nit'llto errático, d electrúll rftclíii contillllillllf'lltC. El (,t¡llilibrio dinámico se alcanza
cuando la potencia medio nHliada y la i\hsorhida ~Oll iguales, lo qlle determina el
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estado base atómko. Tenemos aquí un mecanismo que no sólo explica la estabilidad
atómica, sino que debe servir para determinar las dimensiones del átomo, como en
su momento lo hicieran las reglas de cuantización.

Ahora bien, el mecanismo anterior se refiere a cada electrón, por lo que el
conjunto de todos los electrones del Universo debe crear un campo permanente
de radiación, enormemente complejo y azaroso, que es precisamente el campo de
punto cero. Recientemente Puthoff (13] elaboró una prueba más cuantitativa de
esta idea, aplicándola a un modelo inflacionario del Universo, con resultados muy
satisfactorios, pues conduce al espectro correcto para el campo de fondo, así como a
una relación correcta al menos en orden de magnitud, entre constantes cosmológicas
y la constante de Planck, h.

Las ecuaciones fundamentales de la EOE se pueden establecer con los siguientes
argumentos. Consideremos una partícula -un clectrón- de masa m, carga e,
acoplada al campo de radiación con potencial vectorial A(r, t) y sujeta a un
potencial externo adicional V(r, t); el hamiltoniano del sistema complt:lo (partícula
+ campo) es

1 ( e)2IIT=- p--A +V(r)+IIR
2m e

( 1 )

donde JI R es el hamiltoniano del campo de radiación. Este campo se )Hu••.le exp!"('sar
en términos de ondas planas,

(2)

confinando al sistema dentro de un volumen de normalización \' (el quc al final de
todos los cálculos se hace tender a infinito); la onda plana se propaga en la (lirecciólI
kn, con n;;;;;: (Ut,U2,nJ), n; entcro; i.o."l;;;;;: ckn cs la frecuencia y ;1/1'1 (a;;;;;: 1.2) son
los vectores <lepolarización, ortogonales entre sí ya k'l' (011 kll . ("1'1 ;;;;;:O y

Con la nt)taClO11empicada, las amplitudes de los modos (1,," <1('hclISI'!"variables
estocásticas complejas, tales que A tenga las propiedadL'S e~t<Hlísticas("OITl'("fas.
Como se trata de un campo de vacío, debemos propoller (1\1(' se allula Sil proJlll'dio
sobre todas las realizaciones del campo (promedio quc rt.'IHescntalllosColl ('1símbolo
( ) J:

(a~.) = 0, (-la)

Por otra parte, las amplitudes que se refieren a difercntes direcciones, fn'cuencias °
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polarizaciones se consideran estadísticamente independientes, por lo que escribimos

(4b)

Dado el ntírnero enorme de fuentes que contribuyen a conformar cada componente
del campo, por el teorema límite central concluimos que se trata de un campo
gaussiano, por lo que lodas sus propiedades estadísticas quedan determinadas por
los primeros y segundos momentos, Ers. (4). Además debemos suponer que el campo
de vacío es homogéneo, isotrópico y estacionario (al menos por lo que respecta a su
interacción con sistemas atómicos), o sea que el coeficiente Onu podrá depender de
ú.,,'n pero no de k.n, (n~, r o t. El hamiltoniano del campo representado por la Ec. (2)
es

(5 )
",t7

y su energía media por mono es clltollces

El campo de vacío corresponde a osciladores con energía media E(w) = ~hw, por lo
que debemos tomar O(ú.,,'T1) ;::: 1. En el intervalo de frecuencias (w,w + dw) caben
dn = ("",2/¡,2c3)cL.,. estados del campo por unidad de volumen, y cada uno de
ellos porta la energía media E(w), por lo que la energía por unidad de volumen
en dicbo intervalo de frecuencias es du(w);::: £(w). (w2¡1(2c3)dw = (hw3/27r2c3)dw,
y la densidad espectral de energía p(w) ;::: DU(ú.,,')/D, .•.: resulta

h ..,Y}

2;r2c3 .
(6)

Este es Ult resultado fundamental: solamente UII campo de vacío con p "" w3 es
consistente con los principios de relatividad y de inercia 111] (véase la Hef. [9}, ~3.1).
La manera más simple de ver esto es rOllsiderando Ull campo con densidad espcctral
p(w) que sea isotrópico para Ull observador en reposo; para un observador que se
muevc COIIvelocidad v, !'or efecto Doppln se prodlKe una prcsión de radiación que
da lugar a Ulla fuerza sohre la part.ícula (cargada o polarizable) de valor

F = A (p _ ~",.oP) v
3 o,,;

donde :1 depende de los detalles de la interacci()Il. Para que un observador en
movimiento uniforme lIO sea frenado por el vacío (principio de inercia), o bien,
y en forllla equivalente. para que la densidad l'spectral sea la misma para t.odos
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los observadores inerciales (principio de relatividad), se requiere que F = O
independientemente del modelo; luego p -lwg; = O,o sea p ......,w3 en concordancia
con la Ec. (6). Tomando (6) como un postulado de la EDE, vemos que la constante
de Planck fija la escala de las fluctuaciones del campo de vacío: ésta es la vía de
entrada de h en la teoría, la que no contiene ningún parámetro libre adicional. Es
claro que las fluctuaciones de las variables dinámicas de la partícula quedarán a su
vez determinadas por esta misma constante.

A partir de HT podemos obtener en principio las ecuaciones de movimiento,
tanto para la partícula como para el campo. Aunque las requeriremos má.••adelante,
en la práctica se acostumbra simplificar considerablemente el problema, pues el siso
tema es demasiado complejo para admitir un tratamiento exacto. Un procedimiento
práctico consiste en obtener, mediante eliminación de las variablt.-s dinámicas del
campo, una ecuación de movimiento para la partícula; se obtiene así. como es de
esperarse, que la partícula está sujeta a la acción de tres fuerzas independientes,
que son la fuerza externa F = -VV, la fuerza de Lorentz eE + (e/e)r x n debida
al campo fluctuante, y finalmente la reacción de radiación (2e2 /3c3)"f. Como en
un tratamiento no relativista la componente magnética de la fuerza de Lorentz es
despreciable frente a la componente eléctrica, podemos escribir

me = F(r) + mTi' + eE (7)

donde í= 2e2/3mc3 (......, 10-23 s para el electrón). Con frecuencia (aunque no
siempre) es posible simplificar aún la Ec. (7) eliminando la dependencia espacial
de E, o sea tomando E = E(t); esta es la llamada aproximación de onda larga o
dipolar. Cabe mencionar que los problemas de causalidad que tiene la Ec. (10) por
la estructura del término de reacción de radiación, no son fuente de dificultades
importantes para la EDE.

111.2. Algunos resultados de la electrodinámica estocástica

En esta sección veremos, como ilustración. un par de resultados proporcionados por
la EDE para mostrar sus potencialidades, antes de pasar en la siguiente sección a
mostrar sus limitaciones.

El primer ejemplo y el más sencillo es el del oscilador armónico. qHe ha sido
estudiado con detalle desde los primeros trabajos de la EOE; algunas referencias
sobre el tema son las Refs. [6.8,1O,1-I-17J, y en la Rel. [91 se revisa el tema con
amplitud. En la aproximación dt' onda larga, la Ee. (7) con F = -mw2r es lineal y
puede resol•...erse en forma exacta. Usando las propiedades (4) Yel carácter gaussiano
del campo se pueden determinar todos los momentos (rflp.'J), COIl P = mr, que
resultan ser los de la distri bución

. 1 [-2 ( p' 1 ,,) 1]P(r,p)=-exp - -+-mwr -.
~hO hw 2m 2 O

(8 )
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Cuando el campo de radiación es el de vacío, O ::::: 1; pero en el caso más general
en que hay un campo de radiación en equilibrio a temperatura T, debe tomarse
O = il + exp( -¡3hw)J/il - exp( -¡3hw)J con ¡3 = (kT)-', que corresponde. l.
distribución de Planck. La Ec. (8) coincide con los resultados que predice la mecánica
cuántica estadística para la distribución de equilibrio (la llamada distribución de
Wigner para el oscilador armónico). Sin embargo, el resultado (8) es aproximado,
pues en su derivación se han despreciado los efectos debidos a correcciones menores
a la ecuación de evolución de P(r, p, i); si en vez de despreciar estos términos se
calculan sus efectos al orden más bajo de aproximación, para el caso en que el
sistema se encuentra inicialmente en un estado excitado n, se obtiene que, por un
lado, la energía del estado se desplaza por una cantidad hEn, y por otro lado, la
probabilidad de ocupación del estado decae con vida media Tn. Tanto el corrimiento
Lamb hEn como la vida media Tn así calculados coincidcn con las predicciones de
la electrodiná.mica cuántica (16].

Este tipo de cálculos se ha extendido al caso atómico en presencia de paredes
y cavidades [18), encontrándose que en todas las situaciones se recuperan los
resultados de la electrodinámica cuántica; las ventajas del presente método son
su transparencia física y la relativa simplicidad de los cálculos.

Es posible demostrar que la distribución de equilibrio (8) contiene todos y cada
uno de los estados excitados discretos del oscilador armónico (ver por ej. la Ref. [7Jy
el tercer trabajo de la Ref. [16]), con lo que se llega a la ecuación de SchrOdinger como
un problema de valores propios, recuperándose así el formalismo de la mecánica
cuántica para este caso. Sin embargo, es necesario hacer dos señalamientos. El
prim~ro se refiere al hecho de que (8) determina iodos los momentos de r Y P,
incluyendo los mixtos del tipo (rnp"), mientras que la mecánica cuántica usual no
espccifica un valor único para estos últimos, debido a la no conmutatividad de los
operadores r y p; esta diferencia es característica de todos los tratamientos en el
espacio fasc, y de hecho se le encuentra también en el tratamiento cuántico que
conduce a la distribución de \Vigller.~

El segundo seilalamicnto es III~S de fondo y se refiere al hecho de que los
proccdimientos rccién Illcllciollados qllt' conduc(,1l a la teoría de Schrodinger son
enteramente Jm'maJes y arbitrarios -aunque legítimos, naturalmente. Esto significa
que la teoría de Schródinger aparece como una posible descripción, pero sin el
contenido fundamental con que debiera emerger. Hasta este punto la teoría es
incapaz de contestar a la pregunta: ¿por qué el formalismo de la mecánica cuántica
es la descripción natural de los sistemas cuánticos? Micntras la EDE no proporcione
una rcspuesta convincente a este problellla, 110hahrá alcanzado su propósito inicial.

Como segundo ejemplo de aplicacic)1Iele la ~DE veremos el caso más simple
de efecto Casimir. Estf" efecto -que es Ulla forma de fuerza de van der Waals-
consiste en que dos placas Illetálicas neutras paralelas se atraen con una fuerza
-....d-4 I donde d es la distancia que las separa. Aunque este resultado puede derivarse
de la electrodinámica cuántica. el cálculo t'S laborioso y oscuro. Desde el punto de

"Al construir esta distribución se ha introducido 10 que se llama una "'gld dr cOrT'tspondrncid. que
especifica un ordenamiento definido para cada producto r"(l'.
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FIGURA l.

vista de la EDE, la fuerza d(' Casimir ilustra el tipo de dectos observables a nivel
macroscópico que puede producir el campo de punto cero.

Sean dos placas cuadradas de lado L, llamadas 1 y 2; consideraremos una
placa adicional a distancia U de la primera (R -lo 00 al final). para definir dos
l)aralclepípedos que encierrall al campo de vacío, como se muestra en la Figura
l. Ahora consideremos una situación modificada, con la placa 2 desplazada hasta
la posición )'Hj la distribución de modos del campo en los espacios 1 y 2 se vera
afectada por este desplazamiento, La energía del campo es i:: = El + E2 en el primer
caso y E' = E~ + E~ en el segundo, Como veremos con el cálculo, tanto E como E'
resultan infinitas; pero lo <¡lit' IIOS interesa calculiu es la diferencia U(d, ll) = E - £',
que es finita,

para calcular a partir de e!la la energía potencial

U(d) = lim U(d. H).
U-oo

Cada UIlO de los términos I~'les Ullil suma divergente de la forllla L !h 'n; P<lJ'il

hacer finitas las sUlllas I'scrilJilllos

. '\"'1 (-ok,,)
I~I= L 2"•..."1 exp -To- •

"
con O: un parámetro de corte que hacemos tender a cero una vez efectuada la suma.
y k~ = (",'"Ie)' = (r.lld)' + (r.ml H)' + (TonlU)'; /. m, n, enteros. El cálculo da
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(véanse las Befs. [lO], [191Y S.I.! de [9]), con A = £'

. . -".' [ 1 1 1 1 ]
U(d) = d:.moo J.:.~720 hcA d' + (R _ d)' - (.IR)' - (1 _ .\)' R' + 0(0)

y la fuerza de Casimir resulta

F _ BU _ ".'hcA
- - Bd - - 240d' .

111.3Las dificultades de la electrodinámica estocástica

(9)

Las EDE ha permitido abordar con éxito variado otros problemas cuánticos, como
el de la distribución dc Planck [22J (más bibliografía en Bel. [20]), las fuerzas de
van der \Vaals, [10,11,21] el diamagnetismo de los sistemas atómic lS, (8,14,23,24]
el origen y significado del espín electrónico y su conexión con los fenómenos
paramagnéticos, [25] e incluso ha dado lugar a toda una nueva rama de la física
teórica llamada óptica estocástica, 126] teoría que ha permitido entender desde un
nuevo punto de vista físico varios fenómenos (aún mal comprendid( s) de la óptica
cuántica. Sin embargo, la aplicación de la teoría a sistemaf no lineales conduce a
prol:-lemas severos y a contradicciones con la mecánica cuántica, los que podemos
exponer ::omo sigue. Para resulver la ecuación de movimiento (7) se acostumbra
considerar que la solución está dada por la trayectoria clásica debida a la fuerza
externa, más una perturbación debida a los términos TnTr + eE. Por otra parte, es
fácil ver que la condición del balance energético derivada de esta misma ecuación es

~qmr2 + V) = mT(r. -r)+ e{r. E),
di "

por lo que para un estado estacionario la condición de equilibrio -es decir, balance
entre potencia radiad'~ y absorbida- queda

mT(r. n + e(r . E) = o.

Si insertamos aquí la solución perturbativa, expresando la solución clásica Xk(t) en
términos de sus amplitudes de Fourier Xk, a orden e2 obtenemos [27]

L [wl - 2".'c'k. "Jw,p(w'¡l Ix,l' = o., (10)

Aquí 'f:J} representa el operador gradiente respecto a las variables de acción Ji =
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J p¡dx del problema clásico correspondiente y k = (Á'l, k2, k3) con Wk las frecuencias
de Fourier. El punto está en qu~ no basta con demandar que (10) se cumpla, sino que
debemos exigir que cada t<~rlJlinode la suma se anule por separado, pues debe existir
equilibrio a cada frecuencia (balance detallado). De no ser este el caso, aunque la
energía total se conservara el sistema mecánico estaría bombeando energía de unos
modos del campo a otros. Pero como "'-'1 '" k, para que (10) se cumpla término a
término se requiere que p(",-,) '" j",2, lo que significa que p(w) '" w2, en contradicción
con (6) -pero de acuerdo con la distribución clásica de Rayleigh-Jeans, PRl =
(w2 j1f2c3)kT -. Esto significa que en la forma que hemos dado hasta aquí a la EDE,
no se cumple el principio de balance detallado. característico de la teoría cuántica.

Este problema se puede constatar al aplicar la anterior descripción al átomo
de hidrógeno [3,28,29], IHIf'S la teoría predice ell~rgía nula (autoionización) para el
estado base, Si, por lo contrario, se eliminan los armónicos para evitar la Illezcla
de frecuencias y recuperar con ello el balance detallado, mediante el expediente
artificioso de considerar solamente órbitas circulares con radio a (y fuerza (le
Coulomb constante de valor F;;; _Zc2/a2 y frecuencia orbital •.•.,;;; (Ze2jma3)!/2,
la potencia media radiada resulta

-.-... (T)F'l rZ2e4fHrr. r ;;; - - = ---,
fH ma"'

mientras que la potencia media absorbida por los dos osciladores ortogonales es

- (h'e')á.E= -- p(w);
3m

la Ec. (10) en combinación ('Onla (6) da ahora a = f¡2/Zme2 y la energía del estado
base resulta

que es precisamente el resultado cuántico. Sin embargo, el cálculo exacto, al mezclar
frecuencias, conduce a resultados erróneos como hemos visto. En la siguiente sección
estudiaremos una posible salida a esta.s graves dificultades. Quizá lo más interesante
del cálculo anterior es que muestra que la densidad espectral de la EDE, Ec. (6), es
necesaria para recuperar los resultados cuánticos cuando se satisface la condición
de balance detallado.

IV. FORMULACiÓN NO PERTURBATIVA DE LA ELECTRODlNÁ~tlCA ESTOCÁSTICA

IV.l las ecuaciones poissonianas

Las dificultades con que nos tropezamos en la sección III son de fondo, y durante
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algún tiempo condujeron a muchos autores a la convicción de que la EDE no es
una teoría correcta de la naturaleza; puesto que no contiene parámetros libres
ni elementos arbitrarios, su falla parece ser definitiva. Sin embargo, un estudio
cuidadoso del procedimiento seguido para obtener las predicciones de la teoría
pone de relieve que se ha introducido una hipótesis mal justificada y probablemente
errónea: los cálculos descansan fuertemente en la suposición de que la trayectoria
de la partícula estocástica puede representarse como una mera perturbación de la
trayectoria clásica. Esta hipótesis es poco sostenible, pues la intensidad del campo
fluctuante es enorme y tiende a producir fluctuaciones muy severas en las variables
de las partículas; por ejemplo, en el oscilador armónico la energía del estado base,
que es debida sólo a las fluctuaciones, es !hw y no puede considerarse pequeña
respecto a la energía hw de excitación entre dos estados consecutivos. Pero si
cuestionamos la validez del análisis perturbativo nos encontramos que toda la teoría
anterior para sistemas no lineales es inválida, por lo que es necesario recurrir a otros
procedimientos. En lo que sigue expondremos de manera muy sucinta un método
no perturbativo de abordar el problema de la EDE, y veremos que nos puede llevar
hasta la teoría cuántica en una aproximación asintótica de un tipo muy particular.
Para ello retornamos a las ecuaciones que se derivan del h~miltoniano (véase la
Ec. JIU):

I/T = _l_(p _ "-A)2 + V(r) +L hwna~aana.
2m e n,a

Las ecuaciones de Hamilton para la partícula son

X; = [x;, I/T] = [Xi, 1/], p - -=-A;,, me

Pi = [Pi, I/T] = [Pi, I/b + "-Xj (~AJ)
e (¡Xi

donde [A, BJ es el paréntesis de Poisson de A y B,

y H es el hamiltoniano de la partícula,

p2
H = HT(A = O) = - + V(r).

2m

.(1)

(2)

(3)

Nuestra tarea es encontrar un método no perturbativo que permita resolver el
sistema de ecuaciones (2) cuando A(r, t) corresponde al campo de vacío electro-
magnético. Con este propósito, hacemos una transformación canónica que nos porta
de las variables dinámicas r(t), p(t), aa(t), a~(t) --con O' = (n,O")-, a las corres-
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pondientes variables al tiempo inicial lo (en que se supone que campo y partículas se
acoplan). Como debido a la interacción, r y p dependen de las variables del campo,
con esta transformación se obtiene:

en donde

1
[f,g! = [f,glro,po - ¡;[f,gla.,a~ (4 )

(5 )

el factor -i/ h se debe a que las variables canóntcas del campo son q(} ==
i(h/2wjl/'(ao - a~), Po = (hw/2)'/'(ao + a~). La cantidad (J;g) se usará con
tanta frecuencia que hemos optado por darle un símbolo y un nombre especial: la
llamaremos poissoniano de J y 9 [1]. En términos del poissoniano, la Ec. (4) se k'C

1
[f;gJ = [f,glro,po - ¡;(J;g). (6)

Por ejemplo, para el campo de vacío, cuya correlación temporal estéÍ dada ('11

términos del espectro de potencia S(w) = (h/3)p(w) por la fórmula

(E,(t')E;(t)) = bOJ[" S(w) cosw{t' - t)dw,

el poissoniano resulta

(E,(t'); EJ(t)) = 2ib'J 1'''S(w)senw(t' - t)dw,

de manera que la transformada de Fourier de la función S+(r....') == 0(w)S(w), con
8(w) la función escalón, igual a 1 para w > Oe igual a Opara w < O,está dada por

Usando (6) en las ecuaciones de movimiento (2), obtenemos

Xi = [xi,lJlxo,po - ~(Xi;11) - ~Ai,
" me

Pi= [p"lljro,po - *(Po,H) + ~i:j (0::;), (7)

La teoría que se va a desarrollar descansa sobre un postulado fundamental respecto
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al comportamiento dinÁmi(o del sistema, que brevemente podemos explicar como
sigue. El campo de vacío imprinw un movimiento (~stocÁstico sobre el sistema, que
con el curso del tiempo se vuelve muy importante; ('Sta estocastización tiende a hacer
que los sistemas ligados alcancen situaciones de equilibrio estadístico determinadas
por el campo e independientes de las condiciones iniciales. Si nos restringimos a este
tipo de sistemas, para tiempos suficientemente grandes podemos olvidarnos de los
paréntcsis de Poisson respecto de las condicioncs iniciales y cscribir

1 e
x, = --, (x,; 11)- -Ai,

¡ 11/C

Pi = ¡ c. (DA,)-(Po; 11) + -x, - .
h e nI,

(8 )

Estas son las ecuaciones poissmiÍaTla!i del sistema; cuando se aplican, decimos que
se ha alcanzado el régimen cuántico, lo que significa que el sistema está en o muy
cerca del equilibrio con el campo. Los tiempos de relajación requeridos para que
pueda considerarse establecido el régimen cuántico pueden estimarse del orden de
(T02)-I,con O una frecuencia característica del sistema (por ejemplo, del orden de
1010_1015 s-l para sistemas atómicos o moleculares).

Las Ecs. (8) contienen el efecto del campo de vacío en dos formas diferentes: en
primer lugar están los poissonianos, que controlan el comportamiento dinámico, y
adicionalmente hay términos que dependen de A y producen correcciones normal.
mente pequeñas (como el efecto Lamb, las vidas medias, ete.). Por lo tanto, en lo
que a los efectos fundamentales se refiere y despreciando las correcciones radiativas,
podemos cscri bir

¡"j;, = (Xi; 11),
(9)

;"1;, = (1',; JI).

Este sistema de ecuaciones dinámicas en el f('~gilIl{:1Icuántico debe ser completado
con la información de que las pareja. •• de variahles (X¡,p;) son canónicamente
conjugadas. De las eCllaciones 1Lamiltoniana.<; sabemos quc

pero

Pasando una vez más a las variables en tn Y despreciando los términos que dependen
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de las condiciones iniciales, estas ecuaciones se reducen a

(x,; x,} = (Pi;P)) = O,
(10)

Las ecuaciones (8) y (lO) -o (9) y (10), en la aproximaClon no radiativa-
constituyen el sistema completo de ecuaciones poissonianas para la descripción de
la partícula estocástica en el régimen cuántico.

IV.2 La descripción cuántica

Las ecuaciones poissonianas han sido utilizadas para abordar una serie de problemas
importantes [2,3],entre los que podemos mencionar los siguientes. En primer lugar,
en vez de la Ec. (3.10) se obtiene para la condición de equilibrio

(11 )

lo que indica que para que haya balance detallado, el campo de fondo debe tener la
densidad espectral

3hmT 3 hw3

p(w) = 41r2e2w = 21r2C3'

que es exactamente la fórmula para el campo de punto cero, Ec. (3.6). Este resultado
puede considerarse como una derivación de la densidad espectral de equilibrio del
vacío.

Análogamente, la teoría se puede extender al análisis de la condición de
equilibrio de un ensemble de átomos sujetos a un campo estocástico externo de
radiación electromagnética; el cálculo conduce de manera directa a los coeficientes
A y B de Einstein para las probabilidadL'Sde transición espontánea e inducida, así
como a la ley de Planck.

Aquí nos restringiremos a mostrar cómo puede obtenerse a partir del sistema
de ecuaciones poissonianas, una descripción estadística que cumple con las leyes de
la mecánica cuántica. Sea

W({aQ,a~}) '" W(a,a')

la densidad de probabilidad de las variables del campo estocástico; si F( a, a.)
es a su vez una función que depende de estas variables a través, por ejemplo,
de las soluciones r, p de las ecuaciones poissonianas, el valor esperado de Fes,
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naturalmente.

(F) = J F(a,a')II'(a,a')dada', (2)

donde da da. ::;:no dao da~ y la integración se realiza sohre todo el espacio de
las a's. La densidad de probabilidad p(.r) -usamos notaci6n unidimcnsional, por
simpliridad- es. en particular,

p(J') = J 6(.1' - .1'(a,a'))IV(a,a')dad,,'. ( ¡:¡)

De aquí sigile que el valor de F(r(u,a')) ell la rqm'sentación :r -o sea, romo
fllllCic)lI dc' la \'ariahlt' l'-está dado por

F(I)p(.') = J 6(.1' - .'(<I.a'))F(.r(",a'))IV(a.,,')dad,,' (H)

y que el promedio de F sobre el t'IlSl'lllblc' coincic!l' ("()JI su prollledio sobre la variable
I:

J F(I)p(I) d.' = J F(,r(a,,,'))IV(a, a')d" da' = (F).

La descripción dinámica que helllos !,1'('S('lItado ¡'Il la s¡'(Tión anterior ticne ulla
simdría r¡'s[lí'ct.o a las variahles J' y JI, que pan'C(' pnc!crse en esta descripción
estadística. Para recuperarla ('11 la lIledida de lo posihlt,. introducimos la densidad
ell el espacio lTlolllental 7í(p) definida como

;;(1') = J 6(1'-I'(<I,<I'))II'(",a')dada'

y F(I') COI11O la representación l' de la variable F(l'(o. a")):

F(I');;(I') = J 6(1' - 1'(a, a') )/"(1'( a, a')) II'(a, a') da da'.

Sill ¡'llIbargo, (lllf,da aún por resol\'('r el prohlt'llIit tic construir la represl'ntación T (o
JI, alternativamcnte) de fUllciones de .r y p, como por ejemplo, de (x: 1'). Para est.o
utilizamos la idea de f<lclorizar p(.!') en la forlllil

(15)

con

t"~ = "xp(fI:f: S),
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en donde R(x) y S(x) son funciones aún desconocidas, pero con R real tal que
p = exp(2R). Con esta factorización podemos intentar obtener la representación x
de p como un operador, tal que corresponda a una generalización de (14):

1/!+P'1/!- = J <5(x-x(a,a'))p'(a,a')W(a,a')dada'. ( 16)

Nuestro problema es ver si existe una función S(x) para la cual (16) se satisfaga
para toda r. Corno preparación para este problema, es {¡til preguntarse primero por
la representación x de (x; p)

1/!+oPx((x;p))1/!- = J <5(x - x(a,a')){x;p)W(a,a')dada'

o más en general,

1/!+opx((f(x); 1') )1/!- = J <5(x - x(a, a'))(1(x); p) W( a, a') da da'.

De la definición del poissoniano tenemos que

(1(x);p) = ih~~;

(V;p) = >"(1;1'), (1;>"1') = >"'(1;1'),

(1;9) = -(9; n,

(ISa)

(18b)

( lSe)

Debido a que la transformación (i 7) es lineal, estas propiedades d(~simetría y otras
sirrúlares las hereda Opx((f(x);p)). :Je (18b) sigue que el operador asociado a (x;p)
debe ser de la forma

y de (18e) sigue que

o sea que (Al + A,)(xp + px) = O,de donde A, = -Al' Por lo tanto, usaodo (10)

0px( (1'; x)) = Al (XI; - px) = ih.

Puesto que la constante Al determina la escala (arbitraria) de Opx(p), la podemos
tomar igual a la unidad, con lo que obtenemos

(xp - px) = ih. (19)
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La solución de esta ecuación es

con ¡(x) una función arbitraria de r. Tenemos, usando (15) y (16), que

(p) = J ,p+Nulr = -i" J ljJ+0~dx + J ,(x}p(x)dx

i" J (III~'_)' . ,= - 2 P ---;¡;;- d.Y + h) = (l/¡S + ,).

Este resultado lIluestra que podelllos absorber la función ¡ (al igual que el factor de
escala A) en la definición de la función 5, escribiendo S + (ih)-I J ¡dx ;;;;51; esto
es equivalente a poner ¡ ;;;;0, y por consiguiente el operador

, '/ Dp = -l~- Dx

resuelve el problema planteado. Como (p) = ih(S;) debe
imaginaria, por lo que convicne cscribir 51 = -iS, y de (15).

(20)

ser real. SI resulta

~l == ~J_ ;;;; exp(ll + i5), ti, = 0+ = exp(JI- iS). (21 )

La representación r del operador asociado a (x; p) resulta estar dada por el
conmutador,

c.JP,((.I':I'}) = [x,/il.

Bajo el mismo procedimiento es posihle demostrar que

así COIllO

c.Jp,((J(.I');p}) = [f(.r).¡;]

c.J¡,,((.I':g(p))) = [x,g(J;)I.

(22)

(2:1)

cte. A la v('z es posible dl'mostrar que el procedimicnto 110 fija \lila regla de
correspondencia, es decir, no permite especificar un valor lÍnico (y un orden único)
a o¡>l'radores mixtos (\('1 tipo J'" Jr'.

El esquema anterior se puede rehacer en la representación p, ('011 resultados
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análogos; por ejemplo:

01',,((.r;I')) = [j.,I'J,.i = ih (~J, (21)

con amplitudes cP(p), cP.(p) tales qu(' la dcnsidad de probabilidad cn ('1 espacio
momcntal es ií(p) = cP.(p)~6(JI). La relación cutlT ~'Cr) y 1>(p) pllt:,de obtclH'rse
notando que ('1 momento (jl) (lt-IH' ser ('llllislllo calculado ya sea eH lél l"f'p[,cS('[lt(-lción
.r o en la p, o sea

J" J,,(.I))'.9J1odp= L' -lhD,r li-,d.r.

Ahora bien, si F(.r), G(r) son dos fUllciones y i~(k), (,'(k) sus respectivas transfor-
madas de Fourier, el segundo teorclIla de Pars('val estahlece que [,S]

J ¡:"(k')(:'U') dk = J ',"(.r)(;(.I') d.l'. (2',/,)

Con F = 1j', G = (-ihiJjiJ,r)'I¡" el lado derecho oc (25b) se reduee al de (2.jn). lo
que significa quc q,(p) es la trallsforllladil d(, Fourier de !/{r):

1>(1') = 1'(1') = (hh)'!' J ¡f'(.I')exl'(-il'.l'/h)dx. (26)

IV.3 Las ecuaciones dinámicas en la representacion q

Dado que las exprcsiOlIt'S (22). (:n). etc. tie[[{.'ll igual forllla en la rt'j)J'(' ...;t'llt,ICi(Jll .r
(escritas en \(:nninos de:r y J;) que ('11l<l n'pn's(,IJlacióll p (escritas en l/'rlllillu,,; d(,
Í Y p), cOIlviene ser más gt'lH'rilles y esnihir ('H todos los casos .1', 1;; ]¡al'!(lrt'lllO~
entonces de la representación q. Por ejelllplo, los cOlllllutadores básicos tOlllilll ('11la
represelltación q la forllla

(2,)

y las ('cuariolH'.'i dinámicas ...;l' t t'ansfonllilll ('[l

¡!Ji< = 0/,,( (x; !!)) = Ix, !i]

i¡'¡' = 01',( (p; 11)) = [r. ,i]
(28)

ya que II t.iene la forma de Ulla sUllla d(, Ullil función de x y ulla de p, lo que lH'rlllite
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escribir

• 2. P
11 = - + V(X).

2m
(29)

Las ecuaciones (27-29) corresponden a la descripción de Heisenberg de la mecánica
cuántica: las ecuaciones de lIeisenberg son la representación q de las ecuaciones
poissonianas de la electrodinámica estocástica.

Estos resultados puedcn utilizarse pitra pasar a la de~cripción de Schrodinger sin
dificultades; de hecho ya sc cuenta aquí eDil la función de Schrodinger (por ejemplo,
en el espacio de configuración) if;(xl t) = exp(li + iS), así como con el hamiltoniano,
EL (:1), para el cual Et/J = Jiif; en el caso estacionario.

Hecordamos del principio de esta sección que la teoría descrita corresponde a la
aproximación no radiativa de la EDE. Es posible demostrar -aunque no lo haremos
aquí- que la teoría puede extenderse al estudio de las ecuaciones dinámicas (8) en
vez de su versión aproximada (9). si previamente se escriben las variables del campo
estocástico, ao, a~ en la representación q, lo que obviamente les confiere el carácter
de operadores. Para cada o. se tiene un conmutador de la forma

(en donde ¡i == (io es la representación q de la variable estocástica ao, etc.). Con
f$ta sustitución y con los operadores x y ¡; en la representación q, el hamiltoniano
111' de la Ec. (1) se transforma en el hamiltoniano de la electrodinámica cuántica
no relativista. Este resultado cxplica por qué las predicciones que ha sido posible
obteller en la EnE coinciden con las de la electrodinámica cuántica (véanse las
referencias en la sección 3). Tenernos así que la EDE permite entender el origen del
comportamiento cuántico y su naturaleza escncialmcnte estocástica, y conduce a la
conclusióll unívoca de que su descripción CH los terminos usuales es estadística.

v. Los TEOHD'AS DE EPR. V()~ ¡":EUMA~~ y BELL

V.1. El Teorema de Einstein, Podolsky y Rosen

En 19:15 -hace ya 55 aIios- Einst.ein, Podolsky y Hosen public,mn un pequcilo
trabajo qlle es conocido "populaflllelll.e" COtllO la ¡Hlnu/oja El'R [1]. La inlí'IlCi()1lde
los autores er,l Silllpl('iIll_>T~~emostrar <JUl' si se utilizan un par de conceptos simples,
que apaf(>ntelI1eute deberíall ser aplicables por igual a las situaciones clásicas que
a las cuánticas

l
del análisis de un típico problema cuántico se concluye que la

descripción que hace la mecánica cuántica es incompleta. EPR presentan su resultado
en forllla de UII tl.'Orema(discusiones detalladas y accesibles de él pueden verse en las
HeCs.[:1-7]), y sólo en la discusiones posteriores -de ¡as que existen probablemente
alguncs lIliles- aparece catalogado COtllO paradoja.

Por su propio valor y por su utilidad para las discusiones posteriores sobre el
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teorema de Bell, daremos a continuacióll \Ina hreve descripción del teorema EI'IL
Para esto utilizaremos, como se ha hecho costumhre, la \'crsión en términos de
espines dada por Rohm y Aharono\' (SI en vez de la versión original en términos de
variables x y 1'; el contenido es el mismo. sólo los detalles cambian.

El punto de partida de EPR es la siguiente pareja de proposiciones. que aquí se
enuncian en un lenguaje informal:

a) Condición (necesaria) de completfz (o completitud) de una teoría: cada elemento
de la realidad física debe tener su contraparte en la teoría;

h) critcTio (suficiente) de elementos d! la nalid/ld: si es posible predecir COIlCcrU'Zil
el valor de una cantidad física, sin perturhar al sistema, entonces existe IUI

e1emcnto de la realidad que corresponde a tal cantidad física.

Nótese que este criterio -no definicic>n- de elemento de la realidad física implica
que dicho elemento dcbe ser determinado experiment.almente, y 110 a tran~s de
consideraciones filosóficas apriorísticas. En d cuerpo de su discusión, EPIl utilizan.
aparte del formalismo cuántico, dos premisas adicionales:

c) separabilidad o localidad eillstfillialla: si ('n el momento de la lIledición dos
sistemas no están ya en interacción, llinglÍlI cambio real ocurrirá en el segundo
sistema como resultado de lo que se haga o mida en el primero;

Id) validez de la mecánica cuántica: las Im,dicciones estadísticas de la lIleCánlCi\
cuántica corresponden a la experiencia.

Analicemos un experimento simple, ('11 d cual UB sistema con espíll cero s/'
desintegra espontáneamente en dos partes, cada una COIIespín ~ (;:: 11/2), las cual('S
se separan hasta que cesa toda interacción ('litre ellas. Se disj)one de 1111 aparalo
-llamado Sh'rIl-Cerlach- que permite medir la proyección del espín de la part ícula
1 ell alguna dirección prefijada. PeIlS('IIlOS ('1\ la posibilidad de hacer las siguientes
llH'diciones. siempre sobre la partícula 1 y sin locar la 2:

i) medir <7, (recuerdese '1'''' S, = ("/2)<7,) eu la din'ccióu r \' oblcucr +10-1.
COIllO el espín total es cel"O. la proyección tlpl ('spín de I-a partícula 2 el! la
direcci6n .r debe ser -1 o + 1, respecti\'allU'l!ie. COIllO en cada caso hemos
dcterrnilli.<lo 52. sin pertmbar la partícula 2. concluimos por b) qUl' ."'2. ('5

un elemcnto de la realidad;

ii) auálogameute podríamos peusar "U 1" posibilidad de bacer medicioues situil",es
en otra dirección, por ejemplo la, y; (,ollluiríalllos qlW 8J,y es tambil'll un e1l'1I)('1110

d(~ la realidad.

Sin embargo, la descripción mccánico cU;lllticil 110 pliede conteIler Silllllll,ílle(llll('llt('
ambos dementas de la realidad, pues los o¡H'radores a2. Y a2y no conmutan (~ntr(' si y
no ticnen, por lo tanto, vectores propios <'OIllUIJeS.Esto significa que el conocimiento
preciso (le una proyección impide el de la otra. Concluimos que, o

1) la descripción mecánico cuántica de la realidad 110 es completa, o
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2) cuando los operadores que corresponden a dos cantidades físicas 110 conmutan,
las dos cantidades no pUf~dentener realidad simultánea (pues si la tuvieran, de
la condición de completez seguirÍ<\.que ambas cantidades deberían entrar en la
descripción y ser predecibles, lo que no es el caso).

Si negamos 1), es decir, si consideramos completa la descripción cuántica, vemos
que negamos también la única alternativa que existe, la 2). Luego, se concluye que
1) es válido.

La reacción a este trabajo ha sido importante y se ha mantenido a lo largo de
los años, desde la respuesta inmediata de Dohr ¡9J -en la dirección de no admitir
como consistente con la mecánica cnáutica la premisa c) de separabilidad- hasta la
discusión actual, [10] pues la idea de la incompletez de la descripción cuántica choca
con la interpretaci¿n ortodoxa. Es claro que desde la perspectiva de la interpretación
estadística de la mecánica cuántica el teorema EPR no implica ninguna dificultad.
severa, sino más bien tiende a reforzarla.

V.2. El Teorema de Van Neumann

Johann (János) von Neumann (190:1-1957) fue una personalidad impresionante,
que produjo contribuciones fundamentales en muchos campos de la ciencia, como
las matemáticas, la química, el concepto moderno de computadora programable, la
teoría cuántica, etc. En su conocido libro sobre los fundamentos de la mecánica
cuántica [11] -en el cual propuso y desarrolló la formulación de la mcc<inica
cuántica en el espacio de lIilbert- incluyó un teorema según el cual todo intento d~
"completarTl la descripción mecánico cuántica mediante la introducción de variabh..~.
(convencionalmente llamadas ocultas) que permitan determinar univocanlentc el
resultado de cada medición, conduciría a dificultades con la mecánica cuántica
-en breve, no es posible cOlllpletar la mecánica cuántica-o Tal expresión de
incompatibilidad entre la teoría cuántica y teorías de variables ocultas, cerró el paso
al desarrollo de estas últimas durante veinte al10s. La primara fractura se produjo
en 1952, cuando Dohm pudo construir un modelo particular de este tipo de teoría
plenamente consistente con la mecánica cuántica, [12}mostrando por construcción
que la conclusión usualmente extraída delleürema de von Neumann era incorrecta
(una discusión más detallada puede verse en las Hefs. [31, [51 Y [7]).

En el curso de los años se pudo establecer con más claridad el alcance del
teorema, e incluso se hicieron varias generalizaciones de él. [3,5,7] Finalrnent~\
y gracias en buena medida a un par de famosos trabajos del físico inglés John
S. Dcll [l3,14j, quedó claro que el teorema de von NeuITlannse apoya en postlllados
que no necesariamente debe cumplir lada teoría de variables ocultas. Por ejemplo,
si un operador t tiene la forma t = 11+ ñ con 11 y iJ una pareja de operadores que
pueden o no conmutar, von Neumann demanda que las correspondientes funciones
de las variables ocultas -que en conjunto denotaremos como ,\- satisfagan la
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relación C(A) = AP) + Bp), la cual resulta demasiado restrictiva.5 Pensemos por
ejemplo en u = (2)-1/2(ul" + uJ): los posibles valores de Ux y uy son :!::l. pero
el espín u, cuyos eigenvalores también son :!::ll claramente no satisface la relación
anterior. Sin embargo, los resultados de Bell, lejos de abrir el paso a las teorías de
variables ocultas al debilitar el teorema de von Neumann, les obstaculizaron aun
más el camino.

V.3. El Too,em. de Bell

El teorema de Bell [13,15] es probablemente el mÁs activo de los temas actuales
de investigación en los fundamentos de la mecánica cuántica; la apreciación de su
importancia va desde "el descubrimiento científico mayor del siglo XX" [17] hasta
"su irrelevancia para la teoría cuántica". (18) BeU llegó a su teorema durante sus
trabajos de análisis del teorema de von Neumann y su relación con la teoría causal
de la mecánica cuántica de Bohm. El punto que le sirvió de base fue la observación
de que la teoría de Bohm es en efecto capaz de reproducir los resultados cuánticos,
pero sólo a expensas de introducir un potencial no local, es decir, un potencial que
contradice el postulado de separabilidad de Einstein (el postulado c) de arriba), y
se preguntó si esto sería una propiedad general de las tcorías de variables ocultas
consistentes con la mecánica cuántica. Su conclusión fue que toda teoría de variahles
ocultas locales contradice la mecánica cuántica, y llegó a ella mostrando que tal
tipo de teorías conduce necesariamente a ciertas desigualdades -las desigualdades
de Bell- que son violadas por la mecánica cuántica.

El trabajo que se ha desarrollado sobre las desigualdades de Dell es enorme;
se las ha genualizado en varias direcciones; se han deducido a partir de dife,oenies
(y no necesariamente equivalentes) postulados, lo que ha dado lugar a diversas
lecturas de sus implicaciones; se han buscado -y encontrado y criticado-hipotesis
suplementarias, normalmente ocultas en las derivaciones; se han conducido extensas
pruebas experimentales utilizando fotones en cascada, aniquilación dt: positronio,
dispersión protón-protón, etc. Un análisis detallado y crítiC'Opuede encontrarse en
la Ref. (6J¡otros análisis complementarios se pueden ver en las Hefs. pi] y IiJ. Los
experimentos han tendido a confirmar la violación de las desigualdades de Bell
por los sistemas cuánticos -aunque no han dejado de expresarse reservas serias al
respecto [6,10,19-21)-. Para una amplia lista de referencias1 puede cOTlsultar:;cla
Resouree Leller IQM-2, He!' [221.

En todo caso, los resultados de Bell son de importancia, al menos por las
conclusiones a las que han dado lugar, muchas de ellas más especulativas que
justificadas. Por ejemplo, a partir de la. d('lllosl.raci()1l origilla.1 de B('11se concluye
que cualquier teoría que completara la (k'iuipción cuántica para hacerla callsal,
sería necesariamente no local1 negando así UIl principio fundamental de cualquier
descripción física que aspirara a ser realista; en lenguaje coloquial diríamos que
el remedio resulta peor que la enfermedad. De aquí la importancia de analizar

.Por ejemplo, si A, iJ y e no conmutan, las mediciones de A, B Y e = A + B requieren arreglos
diferentes y no pueden realizarse simultaneamen~~.
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detalladamente el significado y contenido real de estas desigualdades. Antes de hacer
algunos comentarios al respecto, presentaremos para mayor claridad la derivación
original de Bell, como ilustración del tipo de ideas y métodos comunes en su
derivación.

Imaginemos un experimento corno el usado para el teorema EPR, pero ahora con
dos aparatos Stern-Gerlach para medir ambos espines; los aparatos se encuentran
muy separados para que la hipótesis de separabilidad c) pueda aplicarse. Las
proyecciones de los espines de las dos partículas se miden en direcciones a, b
arbitrarias, obteniéndose los f(~sultados l1(a), JJ(b), que pueden ser sólo ::i:1. La
mecánica cuántica asigna a esta situación la función de onda espinorial

[O)= (1/2)1/'[1+)1_) - 1-)1+)1

por tratarse del estado (antisimétrico) de espín total cero. Con esta función, la
predicción cuántica para el valor esperado del operador

es

P(a,b) = (01("1' a)(",. b)IO) = -a. b = -cosO (1 )

donde O es el ángulo entre a y b. Por otro lado, si suponemos que existe un conjunto
de variables A que determinan los resultados caso a caso, con probabilidad p(,\) tal
que J p(A)d>' = 1, debe ser posible escribir

I'(a, b) = J A(a, .\)lJ(b, .\)p(.\) <1.\. (2)

Aquí se ha introducido la condición de localidad al suponer que l1(a, >') no depende
de b ni B(b, A) depende de a, y que p(,\) no depende a su vez ni de a ni de b. Nótese
que ésta es una definición particularmente fuerte de localidad. Como el espín total
es cero, si A(a) = 1 entonces lJ(a) = -} para cad • .\, por lo '1ue [,(b, b) = -} y
B(b,.\) = -A(b, .\), con lo '1ue (2) se escribe

['(a,h) = - J A(a,.\)A(b,.\)p(.\)<I.\. (3)

Consideremos ahora un experimento en que se escoge la dirección e en vez de b, sin
cambiar la distribución de variables ocultas; podemos entonces escribir

['(a, e) = - J A(a,.\)A(c,.\)p(.\)d.\. (4 )
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Restando y tomando en cuenta que A2 = 1,

P(a,b) - P(a,c) = - / A(a,.\)A(b,.\) - A(a,.\)A(c,.\)p(.\)d.\.

= - / A(a,.\)A(b,.\)(1 - A(b,.\)A(c,.\)p(,\)d.\;

ahora, como A(a) = :f:l, tenemos

IP(a,b) - P(a,c)l:<; /(1 - A(b,.\)A(c,.\)p(,\)d.\

o, finalmente,

IP(a,b) - l'(a,c)l:<; I + P(b,c). (5)

El resultado cuántico, Ec. (1), viola, sin embargo, t.'Sta relación. Por ejemplo,
tomando 0.1 = 01, = 60', 0" = 120' se obliene I'(a,b) = P(b,c) = -1'(a,c) =-! y de (5), 1 ~ ~, lo que significa que no hay modelo local determinista (o
rr.alista, en breve) que reproduzca la pretlicción cuántica (1). La conclusión usual
es que el postulado de localidad tiene que abandonarse. Sin embargo, la derivación
presentada, además de utilizar una definición de localidad no exenta de dificultades,
hace uso de una hipótesis implícita de contmfacltwlidad. En efecto, al suponer (4)
estamos aceptando que es legítimo especular respecto a cual sería el resultado A{ e, A)
al medir el espín en la dirección e, cuando en realidad se midió en la dirccción b en
el mismo sistema; como ambas mediciones son incompatibles, no es ¡Jo:.;bleverificar
la validez de esta hipótesis. Si se demanda de ulla teoría científica que contenga .••ólo
hipótesis comprobables, habría que abandonar la (h'rivación anterior.

En general, las diversas derivaciones han dado lugar a variadas reacciones. inclu-
yendo críticas por parte de quienes consideran factiblc en principio una descripción
realista del mundo cuántico. Quizá la crítica más general a las desigualdades de
Bell es la que afirma que para t.'Stablecerias es condición necesaria y suficiente la
existencia de la probabilidad conjunta de lod.., 1.., variables A(a), B(b), e(c), etc.,
que intervienen en la desigualdad o su derivación -lo que obviamente no ocurre en
el caso cuántico. [23-26] Además, de las diversas derivaciones de las desigualdades
de Bell sólo unas pocas emplean el concepto de variables ocultas o alguna forma
del de localidadl por lo que no parece legítimo considerar la inaplicabilidad de estos
conceptos como la responsable de las violacioncs obscrvadas. Análisis criticos más
detallados y en diferentes direcciones -110 neccsariamente consistentes cntre si-
pueden verse en 1.., Refs. [6], [7], [101, [2:1-2G).El co!nentario general que parece más
pertinente es que, lejos de haber sido demostrada. en forma acabada la imposibilidad
de construir una teoría realista (causal y local) de la mecánica cuántica, el tema
continúa abierto y contiene multitud de arista..<;que no han sido adecuadamf'nte
tratad.., [21].
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Para terminar, tratemos de ver el problema desde la perspectiva que ofrece la
nueva versión de la EDE que estudiamos en la sección IV. Desde este punto de vista,
una expresión como la Ec. (2) es enteramente aceptable, mientras A(a,.\) y B(b,'\)
estén escritas en términos de las variables del campo, ,\ = {acna~}i en este caso A
y B son variables estocásticas (que conmutan) en el espacio a y no observables en el
espacio q, que es a los que se les aplican las desigualdades de Dell (por ejemplo los
operadores de espín). Las variables A(a,.\) y B(b, ,\), etc., seguramente satisfacen
las desigualdades, aunque sus contrapartes en la representación q no estén forzadas
a ello [27]. La conclusión es que sigue abierto el espacio para el estudio de las teorías
realistas de la mecánica cuántica.
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Abstract. The material oC this article is organized ioto five sections.
In Sect. I the basic characteristics oC quantum systems are briefty dis-
cussed, with emphasis on their stochastic properties. In Sect. 11 a ver-
sion oC stochastic quantum mechanics is presented, to condude that
the (¡uantum formalism admits an interpretation in teems of stochastic
processes. In Sert. UI the elements of stochastic electrodynamics are
descritwd, alld its possibilities and limitations a.'i a fundamental theoey
of quantum systems are discuSSl'd. Section IV contains a receot reCor-
mulation that o\'ercomes the limitations of the theory discussed in the
foregoing sectioll. Finall)'. in Sect. V the throrems oí EPR, van Neumann
and Bell are discllssed briefiy. The material is pedagogically presented
and includes au ample li5t of references, bllt tile details of the derivations
are generall)' omi tt('d.


