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Resumen. Se estudia la mmerslOn local e isométrica de R., en Eti•

indicándose los principales resultados que existen en la literatura sobre
este tema así como diversos problemas abiertos.
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1. Introducción

Aquí nos dedicamos al estudio de espacio-tiempos que aceptan inmersión locar e
isométrica en E6, es decir, 4-espacios de clase dos. Al concebir a R4 como un su-
bespacio de un espacio plano 6-dimensional aparecen nuevos objetos tensoriales
(segundas formas fundamentales y vector de Ricci) que enriquecen la geometría
Riemanniana ofreciendo así la posibilidad de que algún campo físico pueda interpre-
tarse en términos de ellos, por ahora desafortunadamente !lO ha cristalizado dirha
esperanza, ya que ha sido imposible a..<;ignarde manera natural alglÍn significado
a las cantidades que gobiernan la geometría extrínseca de R.l. A pesar de esto, es
indudable el valor del proceso de inmersión porque éste combina en forma armoniosa
temas tales como las clasificaciones de Petrov y Churchill-Plebañski, soluciones exac.
tas. simetrías. cálculo de Ne\•...rnan-Penrose. cinemática de congruencias temporales
y nulas, etc. En la Seco 2 se exponen las Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Hicci
para R" sumergido en E6; en la Seco3 éstas se analizan para generar condiciones
necesarias algebraicas que todo espacio-tiempo de clase dos debe cumplir. algunas
de estas cond.~iones son muy conocidas pero otras son originales. En la Seco4 se
utiliza el material de las Secs. anteriores para estudiar 124 vacío, lo cual conduce a
los teoremas de Collinson [1] y Yakupov [2]' las conclusiones se aplican a diversas
métricas.

2. Ecuaciones de GauS5, Codazzi y Ricci

En la presente sección se exponen las ecuaciones que gobiernan el proceso de la
inmersión del espacio-tiempo en un 6-espacio plano, las cuales se conocen con el nom~
bre de Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci (EGCR), dichas relaciones constituyen
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un sistema algebraico-diferencial que en general es difícil resolver para las incógnitas:
dos segundas formas fundamentales y un vector de Ricci. Aquí emplearemos las
EGCR en su aspecto tensorial, su versión Newman-Penrose 13)puede encontrarse
en Fernández [4}. Recordemos que en el problema de la inmersión la geometría
intrínseca (determinada por el tensor métrico ga6) del espacio-tiempo es dato, lo
que debe determinarse es la geometría externa de R4, es decir, el encadenamiento
de E6 con el 4~espacio en cuestión.

Ahora tenemos dos dimensiones adicionales, lo cual significa que R4 posee dos
normales con indicadores fr = :!::1, r = 1,2, esto genera dos segundas formas fun-
damentales ~íj = ~ji, a = 1,2 Yel vector de Ricci Ar, cantidades que controlan la
geometría extrínseca de R4 en relación a E6. Para que la inmersión local e isométrica
sea realizable es necesario y suficiente el cumplimiento de las EGCR [lJ, las cuales
son ecuaciones algebraicas y diferenciales para los nuevos grados de libertad ~jr y
Ar (cuyo significado físico desconocemos aún):

2

Racpq = L fr (~ap~cq - ~aq~cp) ,
1'=1

Gauss

Codazzi

Ricci

(l.a)

(l.b, e)

( I.d)

donde, a y ; b denotan derivadas parciales y covariantes respectivamente y Ra6cd
es el tensor de curvatura [5Jde R•. Puede observarse la semejanza de (l.b) y (l.e);
basta reemplazar en la primera a ?c1' por qcr Ya f2 por -q para obtener la segunda.

En general es muy complicado resolver el conjunto acoplado (l.a, ... , dL así
que es natural buscar alguna simplificación con la misma filosofía del teorema de
Thomas [6,7} para R4 inmerso en Es, a saber: "Si un espacio-tiempo de clase uno
tiene det(b,j) '# Oentonces la ecuación de Gauss implica la de Codazzi", por lo tanto
la húsqueda de b adquiere carácter algebraico. Esto facilita el proceso de inmersión
porque ya no debemos tratar con relaciones diferenciales. Desafortunadamente, para
espacios de clase dos en la mayoría de los casos estará presente al menos una ecuación
diferencial, aquí reside su mayor dificultad respecto al análisis para R4 en Es. Gupta-
Cae! [8) demostraron que:

"(l.c,d) son consecuencia de (l.a,b) cuando det (qa1') '# O." (2.a)

y utilizaron su resultado para sumergir en E6 a todo espacio-tiempo estático con
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simetría esférica (la correspondiente ¡nmerSIOIlexplicita ya había sido realizada
por Plebañski [9)), en este proceso quedan incluÍdas por ejemplo las métricas de
Schwarzschild y Reissner-Nordstrom las cuales no aceptan inmersión en Es [10,11).
Un estudio muy completo de interdependencia de las EGCR puede encontrarse en
Goenner [12], en cuya pág. 144 se prueban dos teoremas más generales que (2.a), a
saber (donde el rango de !! se denota por r(!!))

y

"Si r (q.,) ~ 3 entonces (l.a,b,c) implican (l.d)".

"Si r (~.,) ~ 4 entonces (l.c,d) se siguen de (l.a,b)".

(2.b)

(2.c)

Los resultados (2) son válidos para llitllinmerso en El1+2 y se deben a la...;identidades
de Bianchi satisfechas por el tensor de curvatura.

En una situación dada la geometría interna de 12:4 es un dato, así el problema
radica en la búsqueda de ~ac, tr, r :::; 1,2, y Ap soluciones de (l.a, ... ,d), sin
embargo, antes de iniciar esta búsqueda es conveniente verificar el cumplimiento de
ciertas condiciones que todo R4 de clase dos debe satisfacerj si no se cumplen dichas
condiciones entonces es inútil buscar las segundas formas fundamentales y el vector
de Ricci.

3. Condiciones necesarias para la inmersión de R4 en E6

Demostrar que un espacio-tiempo no es sumergible' en E6 significa verificar que
(1) no tienen solución, pero resulta que en general est.o es muy difícil de probar
directamente, así, en su lugar buscamos pruebas indiredas que se conocen como
"condiciones necesarias para la inmersión". Cuando estas condiciones no se cumplen
podemos estar seguros de que no existe solución para las EGCR. En esta Sección
consideraremos algunos requisitos que debe satisfacer todo 114de clase dos.

Matsumoto [13]pág. 69 demostró (para R4 con métrica positiva definida inmerso
en E6, pero Goenner [14]observó su validez para el espa.cio-tiempo) que

"Si R4 es de cla.sedos entonces

+nacik R r) + nacír R jk)"ac ac'

(3.a)

donde el tensor antisimétrico Fab está definido en (l.d). Si ahora multiplicamos (3.a)
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por el tensor de Levi-Civita [5] r¡pjlr obtenemos

(3.b)

donde C'jkr es el tensor conformal y 'Cijkr su dual [15). Fab es de naturaleza
extrínseca, sin embargo, (:J.b) IIOS dice que el invariante Fi!' Fij es intrínseco porque
es proporcional a un invariante del tensor de \Veyl.

Es simple probar qlWtodo espacio-ticmpo (sin pcdir que sea de clase uno o dos)
satisface

con

•fl' t,kc. R R ,ar = ~6 t
arkc P! 4 P'

y = '1l'"k"U U"' - -'C + I!:.,c +6'R-artet) - J 2 2 J,

'C - 'c CedpqC"'3= abed pq'

'[1 = 'R .. R'"R"J - I)ab ,

(4.a)

(4.b)

donde Rab = R1
abi es el tensor de Hicci, R = Wa es la curvatura escalar y se han

empleado los duales simple y doble del tensor de Riemann 14]. La identidad (4.a)
no se localiza de manera explícita en la literatura.

Yakupov [16] expresión (7) (también consultar Goenner [17] pág. 451) encontró
una condición muy general empleando sólo (l.a):

"Todo Mi inmerso en E6 dehe tener Y = O", (4.c)

«Le) constituye una restricción sobre la geometría intrínseca de un espacio-tiempo
de clase dos. Si un R" tiene }' #- Oentonces no es sumergible en E6: Por ejemplo,
la métrica de Kerr II8] tiene U = O, 'R, = OY 'c, i O, por lo tanto Y i OY así
(4.e) implica que este hoyo negro rotando no es de clase dos. La solución de Kerr sí
acepta inmersión en E9 \I9J pcro aún se ignora si es sumcrgible en Er, r = 7,8. La
condición (4.e) es necesaria pC)f(¡ueY = Ono garantiza la inmersión ya que en la
deducción de (4.c) sólo se utilizó la ecuación de Gauss: Por ejemplo, el modelo de
Godel [20] tiene' R, = O Y 'C, = 'C, = Oentonces Y = Ocumpliéndose (4.c), sin
embargo, por ahora se desconoce si esta métrica admite inmersión en E6 [21].

A (l.b) le aplicamos;p y luego rotamos cíclicamente los índices crp y sumamos
entre sí las tres ecuaciones resultantes para obtener
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similarmente

(5.a, b) equivalen a (8) de Yapukov [16] y a (A2.5,6) de Ilodgkinson [221aunque éste
sólo considera el caso Rab = O.

Al multiplicar (5.a, b) por 1]trpc se deducen

'Ri;'lrJ,. _ •Fi;'J,r
pk-f2 ~J'

'Ri;'krJ, _ _ •Fij¡,r
~Jk - (1 'f J' (5.e)

las cuales ofrecen la posibilidad de calcular, por ejemplo, qi;' en función de Fab,re y el dual simple del tensor de curvatura. En efecto, al multiplicar (5.e) por ¡'~c
(recordar la conocida identidad [23] • FacFic = 9ó~) obtenemos

Fb .. - 4 'Ra,,}, Po21IJ--(1 I~crr(lj (5.d)

así que la posibilidad mencionada procede cuando F2 t- O:Yakupov [2] probó que
F2 = O para todo R4 vacío, algebraicamente especial 115,24] (tipo Petrov f. 1) e
inmerso en E6, véase la próxima sección.

Nótese que al multiplicar (5.a) por q ?(lt y (5.b) por l2 qat y sumar las ccuaciones
resultantes volvemos a obtener (3.a).

Si ahora en (5.a, b) sumamos r con a deducimos las relaciones (~ = ~ee' r = 1,2)

R' .~" - R' ,?qp= '2 (Fqp~', - F,,~'. + ~Fp,) ,

R'.~" - R',qqp= -', (Fqp?', - F,,?,. +~f~,),

(5e)

(51)

¡as cuales coinciden con (9) de Yakupov [16] (este autor emplea Ra• = ~9a') Y
(A2.7) de Ilodgkinson [22] (Ra• = O); a partir de (5.e,1) es inmediato que

(5.9)

En relatividad gcneral, (5.e, J, g) son atractivas porque en ellas aparece el tensor
de Ricci que en dicha teoría se encadena a las fuentes físicas del campo gravitacional.

Multiplicamos (5.e) por I(t y antisimetrizamos en el para deducir una ecuación
que denotamos por (.), posteriormente contraernos (5.e) con I(t y antisimclrizamos
en el para obtener (•• ) entonccs restamos entre sí (.) y ( •• ), conduciendo esto a

(G.a)
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o si usarnos la definición del tcnsor de \Veyl [5,15}:

11á.s adelante veremos q\le para espacios de Einstein (Jlab = ~gab) Fap es un
eigcntensor [24] del tensor conforma!.

Las relaciones (6.a, b) 110 SI' ('Ilcuentran en la literatura, I1odgkinson [22] pág.
584 sólo las exhibe para el caso /l(¡b = O.

En términos de CiJkr las expresiones (5.c) nos quedan

('CJ" + l'I'J" ¡¡ ,) h =,' F'Jh'2 a IJk 2 ':! J'

(, C'J" + 1, 'J'" ¡¡ ') h = _, 'F'Jh'2 I ti '1Jk I 'f j,

y de aquí son inmediatas las relaciones (q\le no hemos visto publicadas)

(7.a)

(7.b)

(, F'Jb'. +' F'JI,'.)'2 J '1 J ' (7.c)

y por último, de (4.b,c, 6.b) J'('slllta la identidad original

'C' /'"''/''' I ('C "/1)/(11'ct' • =:¡q (',? .1 - \13 (7.d)

Con (3-7) ya tenemos las principales relaciones para 4-espacios de clase dos. Nótese
que todas esta'> condiciones son algebraicas: hasta la fecha nadie ha construido
(si existen) condiciones IIcn's<lria.s diferenciales para 124 en E6. Para el espacio-
tiempo sumergido en Es la .'mica condición diferencial que se conoce es la obtenida
por Fuentes-Lópcz [25] [tambi/'II consultar {26] expresión (52.c)!. Tampoco se han
encontrado condiciones necesarias algebraicas o/y diferenciales para R4 en E7, de
existir, éstas nos permitirían estlldia.r a la métrica de I\('rr.

4. Espacio-tiempo vacío

Aquí estudiamos las propiedades de inmersión de aquellas regiones de 124 despro-
vislas de las fuentes del campo gravitacional (Ha/, = O). Veremos que la hipótesis
de c1a...<.;c dos implicará deft'nninac!as características de las congruencias nulas, ge-
neradas por los vectores de Debcver-Peurose [2-1].para cada tipo Petrov fl5,24]
(nos limitaremos a espacios algebraicnmente especiales porque para el tipo 1nos fue
imposible sacar conclusión alguna).
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Collinson (1) estudió a R4 vacío sumergido en E6 y logró obtener (los resultados
que constituyeTl condiciones necesarias para la inmersión, a saber:

"En un R4 vacío de clase dos y tipo Petrov II debe existir una
congruencia nula geodésica con sus tres escalares ópticos igual a
cero." (S.a)

y

"En un espacicrtiempo vaclo mmerso en E6 y tipo N o D dehe
existir una congruencia nula geodésica sin deformación ni rotación." (8.b)

La congruencia Dula involucrada en (8.a,b) es generada por el vector repelido
de Debever.Penrose (op) (la definición de un vector de DP puede encontrarse en
[4,24,27,28)).

Sea nr dicho vector repetido, entonces en (S.a) la correspondiente congruenc.i.
tiene K = O(geodésica), a = O(no se deforma), p - p = O(no rota) y p + P = O(no
se expande), donde /(, (J y P son coeficientes de espín de Newman-Penrose (:-;1') [3]
cuya definición puede verse en 13,4,5,27,28).

Similarmente, en (8.b) se tiene /( :;;;;;(J :;;;;;P - P = O para la dirección principal
repetida de OP.

Yapukov (2,22J encontró que:

"Es imposible sumergir en E6 a cualquier R4 vacío tipo III," (8.e)

este teorema (8.c) se publicó sin prueba en una revista rusa (véase 128Lpág. 369),
pero está demostrado en [4]mediante el formalismo de NP.

Junto con (8.e) Yakupov obtuvo que

"Todo R4 vacío de clase dos tiene Fac = O", (8.d)

entonces de (1.d) es claro que reY re conmutan entre sí, en otras palabras, el
vector de Ricci Ar es un gradiente. El material de la Secc. anterior y (8.d) implican

y

'C, = O

p = 1,2.

(9.a)

(9b)

Enfatizamos que (9.a) es vá.lida para fodo espacio-tiempo vacío (esto incluye el
tipo 1 de la clasificación de Petrov). En [4]se logró extender (S.d, g.a) it espitcios d('
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Einstein (Rab == ~gab con R -¡:. O), en efecto:

"Si un 24 de Einstein inmerso en E6 es algebraicamcnte especial
entonces F" = O"; (10)

de (3.b) es obvio que Fac = O implica .C2 == O. Goenner [14,17,29] afirmó (sin
prueba) que

"'C2 = O para lodo espacio-tiempo de clase dos y con tipo Petrov
i' 1", (11)

sin embargo, posteriormente reconoció [30] que la validez de (11) sólo está demos-
trada para espacios vacíos y de Einstein.

Ahora pasamos a realizar aplicaciones del material aquí expuesto a diversas
métricas de interés en relatividad gCIll'ral.

a) Seliwarzsehi/d [5J (R" = O) tipo [)

Por los trabajos de Kasner [31J, Fronsdal [32J, Plebañski [91 y Cupta-Coel [S) sabe-
mos que esta métrica es sumergible en E6.

b) líerr(R" = O) tipo D

Esta métrica es una generalización de la anterior y corresponde a un hoyo negro
descargado con rotación, esta solución 110 admite inmersión en E6 porque viola (4.c,
S.d, 9.a) debido a que Y i' OY 'C, i' o.

e) Pdl'OV [33J, espacio vaclo tipo 11/

En Collinson [21J pág. 410 el espacio

ds' = e" [e-h' (dxl)' + (dx')'] +2dx3dx' - x' (x3 + e") (dx')', (12)

se sumerge en E7, así en virtud de (S.e) concluímos que (12) es de clase tres.

d) Métrica C [5J

Este 11, es de tipo D con elemento de línea (véase [2S1 pág. ISS)

ds' = (x + y)-' U-1dx' + h -1 dy' + J d'¡" - h dt') ,

f == x3 + a.r + b, h = y3 + ay - b, a, b = elcs. (13)
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cumpliéndose las condiciones necesarias (4.c, 9.a); no se sabe si esta métrica es
sumergible en E6, ni siquiera se ha publicado su inmersión en algún ET, r = 7.... , 10.

e) Pe/roo [33J (R" = O) tipo D

Collinson [21]mostró que diversas métricas vacías tipo D encontradas por Petrov [33]
son de clase dos, aquí probamos que la solución

/ = Kx3 + 1, ( 14.0)

con f{ = cte. (también deducida en [33]), acepta inmersión en E6.

En efecto, sean

( 14.b)

entonces (14.a) nos queda

") ? 2 ? 2 ?

ds' = -dzl- + dz'- + dz3 - dz'- + dz' + dz6-

por lo tanto esta métrica es de clase dos.

/) Toub [5, 34J, tipo D (R" = O)

En este caso el correspondiente elemento de línea es dado por

( 14.c)

ds' = ¡-I (dx' - dt') + /' (dy' + dz'), / = (1 + Kx)I/' (15.0)

con J{ = cte. :1 o. De acuerdo a Goenner [17] pág. 455 esta métrica es de cla...<¡cdos.
Enseguida daremos la inmersión explícita (en la literatura no hemos localizado las
funciones que definen a (15.a) como un subespacio de 1E.6)

Zl = A+ £(y' +z'-l),
2

z, = A+ ~(y' +z'+ 1),

zJ = y/,

z, = /-1/' cosh t,

26 = ]-1/2 senh t

( 15.b)
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con A = f - t¡;. Entonces (1S.a) se reduce a

ds' = dx" _ dx" + dx" + dx" + dx" _ dx".

g) Kasner [5, S5} (Ra, = O)

(15.c)

La métrica de Kasner tipo D [51es de clase dos (ver [28) pág. 370); se desconoce l.
clase de inmersión de la solución tipo 1 de Kasner (2 :s clase :s 3 según Goenner (17)
pág. 455).

h) Siklos [5, S6} tipo 1Il (vacío)

L. solución (véase [28J pág. 378)

ds' = r'x-'(dx' + dy') - 2dudr + ~xdu' (16)

no acepta inmersión en E6 debido a (S.c). Sin embargo, sí es sumergible en Ea
porque es una métrica tipo Robinsoll-Trautman (consultar J9 de Collinson [211): se
desconoce si es un subespacio de E7, a..'líque se ignora su clase de inmersión.

i) Held [37}-Hobinson [S8}

Métricas tipo 111 COII Uab = O Y cuya congruencia nula repetida posee rotación
fueron construídas por IIcld y Robinson, entonces por (S.e) concluimos que dichos
espacios no admiten inmersión en E6.

j) Petrov [SS} pág. S84. Ra, = O tipo N

El 4-espacio con elemento de linea

(17)

es de clase dos como fue probado en J 11 por Collinson [21].

k) Ondas gravitacionale.< [5} (Ra, = O)

La métrica para ondas planas sobre el eje x3 está dada por

ds' = dx" + dx" - 2dx'dx' +2J1(x',x',x')dx"

con 11,11 + l/.22 = O, es tipo N y es sumergible en E, (véase J8 de (21J).

(18)
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1) Hauser [39}

Hauser obtuvo una métrica tipo N con Il(lb := O pero cuya congruencia. principal
repetida posee rolación ((p - ji) f- O), así q\le viola (S.b) yen consecuellcia no es de
clase dos. Esta métrica es bi-paramétrica por lo que dependicndo de los valores de
sus parámetros aceptará inmersión en algl'¡1l Er. ,. = i....,10.

Antes de finalizar este trabajo haremos algunos comentarios:

ti) N"o se han publicado métricas tipo lo 11 ('011 Ilab = O inmersas cn EG.

il) Hodgkinson 140] afirma haber construido todas las soluciones tipo D slImergibk'S
en E6, con Il(lb := O.

Queda pendiente anali7,ar si con estos resultados de lIodgkinsotl se recuperan
las métricas de Tallb, Schwarzschild, I\asner, Petrov, ele.

C) Demostrar (11), o hien, construir un colltraej('mplo a <..-'Staafinll<lción d(' Goen-
ner.

D) Aquí hemos utilizado el cálculo tensorial para estudiar a ~4 de clase dos: en [..1] se
emplea el formalismo de r\cwman-Penrose [:l] para el análisis del espacio-tiempo
sumergido en 1E6, con especial énfasis ('11 .¡-espacios de Einstein (I?ab := ~gab,
¡¡ i- O).
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Abstract. \Ve study the loca.l and isometric cmbedding of R:4 in E6,

discussing the principal rt'sults that <,xist in th~, litcrature on this topie
and se\'eral 0P<'11prohlems.


