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Resumen. Se estudia la inmersién local e isométrica de Ry en Eg,
indicandose los principales resultados que existen en la literatura sobre
este tema asi como diversos problemas abiertos.

PACS: 04.20.—q, 04.90.+e

1. Introduccién

Aqui nos dedicamos al estudio de espacio-tiempos que aceptan inmersién local e
isométrica en Eg, es decir, 4-espacios de clase dos. Al concebir a Ry como un su-
bespacio de un espacio plano 6-dimensional aparecen nuevos objetos tensoriales
(segundas formas fundamentales y vector de Ricci) que enriquecen la geometria
Riemanniana ofreciendo asi la posibilidad de que algiin campo fisico pueda interpre-
tarse en términos de ellos, por ahora desafortunadamente no ha cristalizado dicha
esperanza, ya que ha sido imposible asignar de manera natural algin significado
a las cantidades que gobiernan la geometria extrinseca de Ry. A pesar de esto, es
indudable el valor del proceso de inmersién porque éste combina en forma armoniosa
temas tales como las clasificaciones de Petrov y Churchill-Plebanski, soluciones exac-
tas, simetrias, calculo de Newman-Penrose, cinematica de congruencias temporales
y nulas, etc. En la Sec. 2 se exponen las Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci
para R4 sumergido en Eg; en la Sec. 3 éstas se analizan para generar condiciones
necesarias algebraicas que todo espacio-tiempo de clase dos debe cumplir, algunas
de estas cond..iones son muy conocidas pero otras son originales. En la Sec. 4 se
utiliza el material de las Secs. anteriores para estudiar R4 vacio, lo cual conduce a
los teoremas de Collinson [1] y Yakupov [2], las conclusiones se aplican a diversas
métricas.

2. Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci

En la presente seccién se exponen las ecuaciones que gobiernan el proceso de la
inmersion del espacio-tiempo en un 6-espacio plano, las cuales se conocen con el nom-
bre de Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci (EGCR), dichas relaciones constituyen
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un sistema algebraico-diferencial que en general es dificil resolver para las incégnitas:
dos segundas formas fundamentales y un vector de Ricci. Aqui emplearemos las
EGCR en su aspecto tensorial, su version Newman-Penrose [3] puede encontrarse
en Fernindez [4]. Recordemos que en el problema de la inmersién la geometria
intrinseca (determinada por el tensor métrico g,p) del espacio-tiempo es dato, lo
que debe determinarse es la geometria externa de Ry, es decir, el encadenamiento
de Eg con el 4-espacio en cuestién.

Ahora tenemos dos dimensiones adicionales, lo cual significa que Ry posee dos
normales con indicadores ¢, = 41, r = 1,2, esto genera dos segundas formas fun-
damentales bij = bji, a = 1,2 y el vector de Ricci A,, cantidades que controlan la
geometria extrinseca de R4 en relacién a Eg. Para que la inmersion local e isométrica
sea realizable es necesario y suficiente el cumplimiento de las EGCR [1], las cuales
son ecuaciones algebraicas y diferenciales para los nuevos grados de libertad bjr y
A, (cuyo significado fisico desconocemos ain):

Racpg = 3 & (bapbea = bugbep) - Gauss (1.a)

r=1

bacsr = Jaric = €2 (Achar = Arhac) .

> Codazzi (1.b,¢)

bacsr = arie = =1 (Achur = Arfac)

Fje = Arj = Ajr = §%ber = 3,beis Ricci (1.d)

donde ,a y ;b denotan derivadas parciales y covariantes respectivamente y Bt
es el tensor de curvatura [5] de R4. Puede observarse la semejanza de (1.b) ¥ (1.c);
basta reemplazar en la primera a be, por ber ¥ a €2 por —¢; para obtener la segunda.

En general es muy complicado resolver el conjunto acoplado (Lattys o0 ), adl
que es natural buscar alguna simplificacién con la misma filosofia del teorema de
Thomas [6,7] para Ry inmerso en Es, a saber: “Si un espacio-tiempo de clase uno
tiene det(b;;) # 0 entonces la ecuacién de Gauss implica la de Codazzi”, por lo tanto
la buisqueda de b adquiere caricter algebraico. Esto facilita el proceso de inmersién
porque ya no debemos tratar con relaciones diferenciales. Desafortunadamente, para
espacios de clase dos en la mayoria de los casos estara presente al menos una ecuacién
diferencial, aqui reside su mayor dificultad respecto al analisis para R4 en Es. Gupta-
Goel [8] demostraron que:

“(1.¢,d) son consecuencia de (1.a,b) cuando det (Qur) £0.7 (2.a)

y utilizaron su resultado para sumergir en Eg a todo espacio-tiempo estatico con
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simetria esférica (la correspondiente inmersién explicita ya habia sido realizada
por Plebaiiski [9]), en este proceso quedan incluidas por ejemplo las métricas de
Schwarzschild y Reissner-Nérdstrom las cuales no aceptan inmersién en Es [10,11].
Un estudio muy completo de interdependencia de las EGCR puede encontrarse en
Goenner [12], en cuya pag. 144 se prueban dos teoremas mas generales que (2.a), a
saber (donde el rango de b se denota por r(b))

“Sir (Qat) > 3 entonces (1.a,b,c) implican (1.d)". (2.5)

“Sir (@at) > 4 entonces (1.c,d) se siguen de (1.a,b)". (2.¢)

Los resultados (2) son validos para R, inmerso en E, ;2 y se deben a las identidades
de Bianchi satisfechas por el tensor de curvatura.

En una situacién dada la geometria interna de R4 es un dato, asi el problema
radica en la bisqueda de by, ¢, 7 = 1,2, ¥ Ap soluciones de (l.a,...,d), sin
embargo, antes de iniciar esta bisqueda es conveniente verificar el cumplimiento de
ciertas condiciones que todo R4 de clase dos debe satisfacer; si no se cumplen dichas
condiciones entonces es inttil buscar las segundas formas fundamentales y el vector

de Ricci.

3. Condiciones necesarias para la inmersién de Ry en Eg

Demostrar que un espacio-tiempo no es sumergible-en Eg significa verificar que
(1) no tienen solucién, pero resulta que en general esto es muy dificil de probar
directamente, asi, en su lugar buscamos pruebas indirectas que se conocen como
“condiciones necesarias para la inmersién”. Cuando estas condiciones no se cumplen
podemos estar seguros de que no existe solucién para las EGCR. En esta Seccion
consideraremos algunos requisitos que debe satisfacer todo R4 de clase dos.

Matsumoto [13] pdg. 69 demostré (para R4 con métrica positiva definida inmerso
en Eg, pero Goenner [14] observé su validez para el espacio-tiempo) que

“Si Ry es de clase dos entonces
Fiijr r FikFrj o Fierk 61262 (RacuR kr
ik ] i 1k \n
HRSk R gy, R
(3.a)

donde el tensor antisimétrico F,; esta definido en (1.d). Si ahora multiplicamos (3.a)
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por el tensor de Levi-Civita (5] np;kr obtenemos
*Cy = *CapedC? = —2612F = —2€162F, * F*, (3.5)

donde Ciji, es el tensor conformal y *Ciji, su dual [15]. Fyp es de naturaleza
extrinseca, sin embargo, (3.b) nos dice que el invariante Fy; * F™*) es intrinseco porque
es proporcional a un invariante del tensor de Weyl.

Es simple probar que todo espacio-tiempo (sin pedir que sea de clase uno o dos)
satisface

s peijkcs ar Y:
R ik RarchpJ' == ?6;;(1 (40)

con

 k ar * R¢ *
Y=*R' toke ‘-HurchtJ‘ == C3 + 5 CQ +6 R31
Ty = "CopaCC,, "%, (4.b)
'RS - 'Rijab Riﬂij,

donde Ry = Riab‘- es el tensor de Ricei, R = R®, es la curvatura escalar y se han
empleado los duales simple y doble del tensor de Riemann |4]. La identidad (4.a)
no se localiza de manera explicita en la literatura.

Yakupov [16] expresion (7) (también consultar Goenner [17] pag. 451) encontré
una condicién muy general empleando sélo (1.a):

“Todo R4 inmerso en Eg debe tener ¥ =07, (4.c)

(4.c) constituye una restriccion sobre la geometria intrinseca de un espacio-tiempo
de clase dos. Si un Ry tiene Y # 0 entonces no es sumergible en Eg: Por ejemplo,
la métrica de Kerr [18] tiene R =0, *R3 = 0y *C;3 # 0, por lo tanto Y # 0 y asi
(4.c) implica que este hoyo negro rotando no es de clase dos. La solucién de Kerr si
acepta inmersion en Eg [19] pero atn se ignora si es sumergible en E,, 7 = 7,8. La
condicién (4.c) es necesaria porque Y = 0 no garantiza la inmersién ya que en la
deduccién de (4.c) solo se utilizé la ecuacién de Gauss: Por ejemplo, el modelo de
Gédel [20] tiene *Ry = 0 y *("y = *C3 = 0 entonces Y = 0 cumpliéndose (4.c), sin
embargo, por ahora se desconoce si esta métrica admite inmersién en Eg [21].

A (1.b) le aplicamos ; p y luego rotamos ciclicamente los indices erp y sumamos
entre si las tres ecuaciones resultantes para obtener

Rqarp?qﬂ + Rqapc(f?" + Rqacr‘?QP == (Ffpgﬂf + ché“f + FC"Q“P) (50)
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similarmente
Rqarpgqc + Rqawgqr + Rqacréqp = —€ (Frpéac + chkar + Fcr?ap) (Sb)

(5.a,b) equivalen a (8) de Yapukov [16] y a (A2.5,6) de Hodgkinson [22] aunque éste
s6lo considera el caso R, = 0.

Al multiplicar (5.a, ) por 7'"P¢

se deducen
"RIMh = Y, Ry = —a FYY (9:¢)

las cuales ofrecen la posibilidad de calcular, por ejemplo, §i; en funcién de Fab.
b y el dual simple del tensor de curvatura. En efecto, al multiplicar (5.c) por Fi.

(recordar la conocida identidad [23] * F,.F* = —226:) obtenemos
Fg?,’j = 462 ‘Ra“"qchaj, Fg?,‘j = "*461 ‘Ra"‘gcfpaj (Sd}

asi que la posibilidad mencionada procede cuando Fy # 0: Yakupov [2] probd que
Fy = 0 para todo R4 vacio, algebraicamente especial [15,24] (tipo Petrov # I) e
inmerso en Eg, véase la proxima seccion.

Nétese que al multiplicar (5.a) por €1 4%, y (5.5) por €2 §*; y sumar las ecuaciones
resultantes volvemos a obtener (3.a).

Si ahora en (5.a,b) sumamos r con a deducimos las relaciones (b= b, r = 1,2)

R bge — Ricbyy = € (qugﬂc — Pl + {;ch) : (5.€)
Rvpgqc = R?ngp gy (qufgqc . Fchp o ingc) , (5.f)

las cuales coinciden con (9) de Yakupov [16] (este autor emplea R, = %Qab) ¥y
(A2.7) de Hodgkinson [22] (Rg, = 0); a partir de (5.¢, f) es inmediato que

€ €
PRGN = 2R PR e =~ Fab (5.9)

En relatividad general, (5., f, g) son atractivas porque en ellas aparece el tensor
de Ricci que en dicha teoria se encadena a las fuentes fisicas del campo gravitacional.

Multiplicamos (5.€) por §, y antisimetrizamos en ct para deducir una ecuacion
que denotamos por (), posteriormente contraemos (5.e) con qp, y antisimetrizamos
en ct para obtener (**) entonces restamos entre si (*) y (*#), conduciendo esto a

R Fap =2 [ R Fye = RI Fy + By (V00— (07 | (6.a)
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o si usamos la definicién del tensor de Weyl [5,15]:

R
Coper PP = 2Ry (Yells = §'ilfe) + RuF = RycF% — SFa.  (60)

Mas adelante veremos que para espacios de Einstein (R, = %gnb) F° es un
eigentensor [24] del tensor conformal.

Las relaciones (6.a,b) no se encuentran en la literatura, Hodgkinson [22] pag.
584 solo las exhibe para el caso R, = 0.

En términos de Cjj, las expresiones (5.c) nos quedan

($Ci1kr e %najraRak) %k = ¢ 'FUQTJ’
B ‘ 7 (7.a)
(4C1Jkr i %fojraRak) gjk = —¢ ‘F'Jé’rjv

y de aqui son inmediatas las relaciones (que no hemos visto publicadas)
Ol b, = —Le 0y,
Ty =0, r=13 (7.6)
oCler[{Jk -9 (‘F‘flg“j & 'F"’Q'j) ’ (1.0)
y por tltimo, de (4.b, ¢, 6.0) resulta la identidad original
*Copet FPF' = 3e162(*C3 — 6* R3) (7.d)

Con (3-7) ya tenemos las principales relaciones para 4-espacios de clase dos. Nétese
que todas estas condiciones son algebraicas: hasta la fecha nadie ha construido
(si existen) condiciones necesarias diferenciales para Ry en Eg. Para el espacio-
tiempo sumergido en Es la unica condicién diferencial que se conoce es la obtenida
por Fuentes-Lépez [25] [también consultar [26] expresion (52.c)]. Tampoco se han
encontrado condiciones necesarias algebraicas o/y diferenciales para Ry en E7, de
existir, éstas nos permitirian estudiar a la métrica de Kerr.

4. Espacio-tiempo vacio

Aqui estudiamos las propiedades de inmersion de aquellas regiones de Ry despro-
vistas de las fuentes del campo gravitacional (R, = (). Veremos que la hipétesis
de clase dos implicara determinadas caracteristicas de las congruencias nulas, ge-
neradas por los vectores de Debever-Penrose [24], para cada tipo Petrov [15,24]
(nos limitaremos a espacios algebraicamente especiales porque para el tipo I nos fue
imposible sacar conclusiéon alguna).
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Collinson [1] estudié a R4 vacio sumergido en Eg y logré obtener dos resultados
que constituyen condiciones necesarias para la inmersion, a saber:

“En un R4 vacio de clase dos y tipo Petrov Il debe existir una
congruencia nula geodésica con sus tres escalares 6pticos igual a
cero.” (8.a)

“En un espacio-tiempo vacio inmerso en Eg y tipo N o D debe
existir una congruencia nula geodésica sin deformacién ni rotacion.” (8.b)

La congruencia nula involucrada en (8.a,b) es generada por el vector repetido
de Debever-Penrose (DP) (la definicién de un vector de DP puede encontrarse en
[4,24,27,28]).

Sea n” dicho vector repetido, entonces en (8.a) la correspondiente congruenci.:
tiene xk = 0 (geodésica), o = 0 (no se deforma), p— p = 0 (no rota) y p+ p =0 (no
se expande), donde k, o y p son coeficientes de espin de Newman-Penrose (NP) [3]
cuya definicién puede verse en [3,4,5,27,28].

Similarmente, en (8.b) se tiene x = ¢ = p — p = 0 para la direccién principal
repetida de DP.

Yapukov [2,22] encontré que:

“Es imposible sumergir en Eg a cualquier R4 vacio tipo III,” (8.¢)
este teorema (8.c) se publicé sin prueba en una revista rusa (véase [28], pag. 369),

pero esta demostrado en [4] mediante el formalismo de NP.
Junto con (8.c) Yakupov obtuvo que

“Todo R4 vacio de clase dos tiene F,. =07, (8.d)

entonces de (1.d) es claro que §". y §"; conmutan entre si, en otras palabras, el

vector de Ricci A, es un gradiente. El material de la Secc. anterior y (8.d) implican

*Ca=0 (9.a)

L]

‘Ca = F2 = 0’ 'Cijkr?jk = 0, p= 1,2, (gb)

Enfatizamos que (9.a) es valida para todo espacio-tiempo vacio (esto incluye el
tipo I de la clasificacién de Petrov). En [4] se logré extender (8.d, 9.a) a espacios de



Espacio-tiempo de clase dos 63
Einstein (Rg = %_%b con R # 0), en efecto:

“Si un R4 de Einstein inmerso en Eg es algebraicamente especial
entonces Fy. = 07; (10)

de (3.b) es obvio que F,, = 0 implica *Ca = 0. Goenner [14,17,29] afirmé (sin
prueba) que

“*(’y = 0 para todo espacio-tiempo de clase dos y con tipo Petrov

# T, (11)

sin embargo, posteriormente reconocié [30] que la validez de (11) sélo esta demos-
trada para espacios vacios y de Einstein.

Ahora pasamos a realizar aplicaciones del material aqui expuesto a diversas
métricas de interés en relatividad general.

a) Schwarzschild [5] (Rq, = 0) tipo D

Por los trabajos de Kasner [31], Fronsdal [32], Plebanski [9] y Gupta-Goel (8] sabe-
mos que esta métrica es sumergible en Eg.

b) Kerr (Rap = 0) tipo D

Esta métrica es una generalizacion de la anterior y corresponde a un hoyo negro
descargado con rotacién, esta solucion no admite inmersién en Eg porque viola (4.c,

8.d, 9.a) debido a que Y #0 y *Cy # 0.

¢) Petrov [33], espacio vacio tipo 1]
En Collinson [21] pag. 410 el espacio
2 _ ot [ =22t 5 132 2)2 IR N R 4,2
ds* = e* |e (dz')” + (dz°)°| + 2dz"dz" — x (:c +e )(dI), (12)
se sumerge en E7, asi en virtud de (8.c) concluimos que (12) es de clase tres.
d) Métrica C [5]
Este R4 es de tipo D con elemento de linea (véase [28] pag. 188)

ds? = (z+y) 2 (f ' da® + k' dy? + fdg? — hdt?),

f=z*4+ax+b h=y*+ay—b, a,b=ctes. (13)
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cumpliéndose las condiciones necesarias (4.c, 9.a); no se sabe si esta métrica es
sumergible en Eg, ni siquiera se ha publicado su inmersién en algin E,, 7 = 7,...,10.

e) Petrov [33] (Rqp = 0) tipo D

Collinson [21] mostré que diversas métricas vacias tipo D encontradas por Petrov [33]
son de clase dos, aqui probamos que la solucion

ds? = f? (a!:a:12 - dx"z) +fde? 4 f1ae®?, =Ko +1, (14.a)

con K = cte. (también deducida en [33]), acepta inmersién en Eg.
En efecto, sean

zl=£($12—x42+1), 2 =z'f,
2 I 12 42 5_2112 ; .’f_
¥ =3 (r T l) , z kf sen ( ) (14.5)
2=z zs——f”zcos(kx),
entonces (14.a) nos queda
ds® = —dz]?' + d222 - d332 — dz‘g + c1252 + d262 (14.c)
por lo tanto esta métrica es de clase dos.
f) Taub [5, 34], tipo D (Rgp = 0)
En este caso el correspondiente elemento de linea es dado por
ds? = 71 (da® - dt®) + f* (dy* +d2%),  f=(1+Kx)'/? (15.a)

con K = cte. # 0. De acuerdo a Goenner [17] pag. 455 esta métrica es de clase dos.
Enseguida daremos la inmersién explicita (en la literatura no hemos localizado las
funciones que definen a (15.a) como un subespacio de Eg)

z! =A+’2f(y2+z2—1), 2t = zf,

2 f

=A% g(yz+22+1), 25 = f71/2 cosht, (15.6)

2 =yf, 2% = [~ 2 senht
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=
con A=§— %. Entonces (15.a) se reduce a

ds? = d::12 - d222 + dz32 + d.z"’2 + 4252 — dzsz. (15.¢)

g) Kasner [5, 85] (R4 = 0)

La métrica de Kasner tipo D [5] es de clase dos (ver [28] pag. 370); se desconoce la
clase de inmersién de la solucién tipo I de Kasner (2 < clase < 3 segtin Goenner [17)
pag. 455).
h) Siklos [5, 86] tipo III (vacio)
La solucién (véase [28] pag. 378)

ds? = r’z73(dz® + dy?) — 2dudr + iz du? (16)
no acepta inmersién en Eg debido a (8.c). Sin embargo, si es sumergible en Eg

porque es una métrica tipo Robinson-Trautman (consultar J9 de Collinson [21]): se
desconoce si es un subespacio de E7, asi que se ignora su clase de inmersién.

i) Held [37]-Robinson [38]

Métricas tipo III con R,, = 0 y cuya congruencia nula repetida posee rotacion
fueron construidas por Held y Robinson, entonces por (8.c) concluimos que dichos
espacios no admiten inmersion en Eg.

j) Petrov [33] pdg. 384. Rap = 0 tipo N
El 4-espacio con elemento de linea

ds? = —2dz' dz* 4 sen’ 2! dz?* 4 senh? z* dz%* (17)
es de clase dos como fue probado en J11 por Collinson [21].

k) Ondas gravitacionales [5] (Rqp = 0)
La métrica para ondas planas sobre el eje z° estd dada por
ds? = dz'* + dz?* — 2 dzdde? +2H(z!, 2%, %) dz*? (18)

con H 1+ H2 =0, es tipo N y es sumergible en Eg (véase J8 de [21]).
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1) Hauser [39]

Hauser obtuvo una métrica tipo N con f, = 0 pero cuya congruencia principal
repetida posee rotacién ((p — p) # 0), asi que viola (8.b) y en consecuencia no es de
clase dos. Esta métrica es bi-paramétrica por lo que dependiendo de los valores de
sus parametros aceptara inmersion en algun E,, r =17,...,10.

A)
B)

C)

D)

Antes de finalizar este trabajo haremos algunos comentarios:
No se han publicado métricas tipo [ o Il con Ry = 0 inmersas en Eg.

Hodgkinson [40] afirma haber construido todas las soluciones tipo D sumergibles
en Eg, con Ry = 0.

Queda pendiente analizar si con estos resultados de Hodgkinson se recuperan
las métricas de Taub, Schwarzschild, Kasner, Petrov, etc.

Demostrar (11), o bien, construir un contraejemplo a esta afirmacion de Goen-
ner.

Aqui hemos utilizado el calculo tensorial para estudiar a R4 de clase dos: en [4] se
emplea el formalismo de Newman-Penrose [3] para el analisis del espacio-tiempo
sumergido en Eg, con especial énfasis en 4-espacios de Einstein (Ry = zﬂgab

R #0).
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