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Resumen. Obtenémos las ecuaciones de Hamilton de la éptica geo-
métrica y de la mecdnica de particulas a partir de consideraciones
geométricas sencillas y de postulados dindmicos que representan las
leyes de Snell y de Newton, respectivamente. El pardmetro de evolucién
puede ser la longitud del arco de trayectoria, el tiempo, o distancia
sobre un ‘eje dptico’, en los dos sistemas. Dependiendo de la eleccién del
_pardmetro, las ecuaciones de Hamilton presentan tres caras, y aspectos
o formas de la funcién hamiltoniana. Discutimos las ventajas de usar
las diversas formas y las ejemplificamos con la correspondencia entre
fibras dpticas y osciladores arménicos.

PACS: 02.40.4+m; 42.30.Di; 42.90.4+m

1. Las ecuaciones de Hamilton

El segundo tercio del siglo pasado vio el inicio de la mecanica analitica con los tra-
bajos de Hamilton; ésta maduré con el uso que Schrédinger le dio como fundamento
de la mecédnica cuantica y, en afios mas recientes, su reinterpretacién en geometria
simpléctica. En este articulo nos proponemos explorar un atajo didactico que lleva
desde postulados geométricos y dinamicos minimos directamente a las ecuaciones
de Hamilton de la éptica y la mecanica.

Las ecuaciones de Hamilton son una pareja de ecuaciones diferenciales vectoria-
les que tienen la forma general

dg M

E - aﬁ: (1'1)
i oM

E = —a—q_. (12)

Dada la funcién hamiltoniana H(J, P;w), las ecuaciones de Hamilton determinan la
evolucién infinitesimal del vector de posicidn §'y del vector de momento P, referidos
a un pardmetro w. Vectores §'y j relacionados asi por ecuaciones de Hamilton son
conjugados candnicos. La solucién de las ecuaciones ofrece en principio ¢'(y, po; w)
¥ P (o, Po; w), donde gy y po son los valores en w = 0 que determinan las trayectorias
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que representan el movimiento de puntos iniciales bajo la evolucién del sistema. El
conjunto de estas soluciones define un flujo del espacio fase (§,p), parametrizado
por w y generado por H. Este flujo tiene la propiedad de Liouville: conserva el
elemento de volumen d§dp invariante [1]. La evolucién en w de la propia funcién
hamiltoniana H(§, 7 w) se obtiene de las ecuaciones anteriores:

o i o dp oW _ oK -
dw 07 dw ' 9F dw 0w dw’ )

donde los dos primeros sumandos se cancelan. En consecuencia, H puede integrarse
en w separadamente; cuando la funcién hamiltoniana no depende explicitamente
del pardmetro w, entonces el valor de H es una constante bajo la evoluciéon que
genera. Todas estas definiciones (en itidlicas) y propiedades basicas son seguramente
conocidas por el lector; si no lo son, aseguramos que aqui ganaran cuerpo.

En un articulo anterior [2] examinamos la geometria de los rayos de luz de la
éptica, con la ley de Snell como postulado dinamico, para encontrar las ecuaciones
de Hamilton con el parametro de evolucién medido sobre el eje 6ptico del sistema. En
el presente trabajo aplicaremos argumentos similares para tres parametros distintos
(longitud del arco, tiempo, y distancia en la direccién de un eje) en dos sistemas
fisicos (Sptica geométrica y mecanica de particulas). El paso entre los dltimos dos
parametros ha sido tocado, en otra perspectiva, por G. Torres del Castillo [3].

En la Sec. 2, obtenemos las primeras ecuaciones de Hamilton (1.1), a partir
de consideraciones geométricas con dos parametros espaciales; para el tiempo, un
postulado fisico distingue entre las caras que adopta la ecuacion en Optica y en
mecéanica, respectivamente. En la Sec. 3 la dindmica, definida por la ley de Snell o
la ley de Newton nos lleva a las segundas ecuaciones de Hamilton (1.2). La Sec. 4
ejemplifica las analogias y diferencias entre la 6ptica y la mecanica examinando el
comportamiento de un rayo de luz en una fibra éptica y sus analogias y diferen-
cias con una particula en un oscilador arménico. En la Sec. 5 agregamos algunas
conclusiones.

2. Posicién, momento y tiempo: primera ecuacién

Suponemos que los fenémenos fisicos que nos interesa describir presentan un espacio
de configuracion, cuyos puntos denotamos por vectores de posicion ¢ € Re”, y
cuya evolucién queda -determinada por un segundo vector p € Re, su momento
canénicamente conjugado. En los sistemas que aqui se examinan, p es tangente a la
trayectoria y paralelo a dg en cada punto de ella. La geometria implica, entonces,
que los siguientes dos vectores unitarios son iguales

dg _ p _ OHY
A R =T R

(2.1a)
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donde
ds = |dg| = \/dq - dq. (2.1b)

El dltimo miembro de (2.1a) propone una funcién hamiltoniana H)(§, 5: s) que
genere esta evolucién en el pardmetro s, la longitud de arco a lo largo de la trayec-
toria. Aun cuando M no dependa de s, nos referiremos al pardmetro colocandolo
como superindice entre corchetes; abajo trabajaremos con pardmetros diferentes.
La integracidn en p de la ecuacién diferencial es

M = |5+ 5(d,9), (22)

donde la funcién S(q, s) estd, por lo pronto, indeterminada.

El pardmetro que mide la evolucién del punto en su trayectoria en el espacio
¢ puede ser también una de las coordenadas del propio espacio. Elegimos la co-
ordenada ¢y; denotaremos con negritas los vectores en el subespacio ortogonal
q€ ReN_l, y similarmente con p' = (p,px). Esta parametrizacién refiere la evo-
lucién de una imagen en una pantalla plana (q,p) perpendicular a un eje optico
qn. Perderemos solamente la descripcién de los puntos donde las trayectorias sean
paralelas a la pantalla. Dividiendo las N — 1 primeras componentes de la ecuacion
(2.1a) por la N-ésima [3] (¢f. Ref. [2]), obtenemos la primera igualdad en

= = 2.3
dgn PN dp (23)

La segunda igualdad propone que la evolucién es debida a una funcién hamiltoniana.
No intentaremos atn integrarla, pero adelantamos que se obtendra HUN = —py.
sujeta a una restriccion py = pn(q, p). Hasta aqui, nuestra presentacién es valida
tanto en la optica como en la mecanica.

Para que el pardmetro de evolucién en las ecuaciones de Hamilton sea el tiempo
t, debemos especificar su relacion infinitesimal con el arco de trayectoria s recorrido
en (2.1) como postulado fisico en el modelo. En la 6ptica geométrica [4], los puntos
deben moverse con velocidad ¢/n(§), donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio
¥ n(¢') > 1 el indice de refraccion en el punto ¢ de un medio éptico inhomogéneo.
(Suponemos que el medio es isotrpico y constante: n sera independiente de ry
de t.) En la mecénica, en cambio [1], el vector momento es el producto de la masa
m (constante) por la velocidad de cada particula. Asi, obtenemos las siguientes
relaciones infinitesimales:

ds =c/n(q)dt en Optica, (2.4)

ds = |p'|/m dt en mecanica. (2.5)

Esto permite encontrar la evolucién temporal en estos modelos a partir de (2.1).
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Designaremos las funciones hamiltonianas generadoras por Gl en éptica Geométrica
y M en Mecénica, respectivamente. Asi,

== en optica, (2.6)
W 2 - en mecanica. (2.7)
m

Estas funciones hamiltonianas pueden integrarse en p hasta suma con funciones
indeterminadas Ty W de ¢y t:

GY = ¢|f|/n(q) + T(q,t), en Optica, (2.8)

MY = |53 /2m + W({, 1), en mecanica. (2.9)

En especial, si T y W no dependen explicitamente de t, G1%(§, p) = G y MY(q,p) =
E son invariantes bajo la evoluciéon temporal; G y E son constantes de movimiento.

3. Las leyes de Snell y de Newton: segunda ecuacién

La refraccién de la luz se caracteriza por la ley de Snell. Esta ley fue conocida por
Descartes como ley de conservacién de la componente de p'tangencial a la superficie
de discontinuidad entre dos medios épticos homogéneos [2|; la tinica componente
que cambia su magnitud es aquella en la direccién normal a la superficie. La for-
mulacién infinitesimal de la ley de Snell que nos parece mas sencilla, propone que
el incremento dp del vector momento en un elemento de trayectoria ds es paralelo
e igual al gradiente del indice de refraccion Vn(q') = dn(q)/dq. Esta es la primera
igualdad en

di _on(q) _ 066"
ds 0§ 87 weh)

La segunda igualdad es la que cumple la evolucion del vector momento para satis-
facer la segunda ecuacién de Hamilton (1.2). La funcién hamiltoniana G¥! también
es solucién de la primera ecuacién (2.1), que fue parcialmente integrada con el re-
sultado (2.2). El reemplazo de (2.2) en (3.1) identifica S(,s) = —n(q) + constante.
En consecuencia, una funcién hamiltoniana que genera traslaciones a lo largo de las
trayectorias de la éptica geométrica es

Gl = || - n(). (32)

Su valor sera una constante incorporable a n, de modo que cero representa el caso
senerico nara <11 <aluicion Feta consicte en restrineir el vector momento 7 a una
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esfera de radio

[Pl = n(q). (3.3)
Esta es la esfera de Descartes sobre la cual comentaremos mas abajo.

La mecénica de particulas bajo la influencia de un potencial V(') nos afirma
que la fuerza que actia sobre ellas es (menos) el gradiente del potencial. Esta fuerza
es igual a la masa m por la aceleracion d*§/dt?, o sea dp/dt. Postulamos asi ley de
Newton como la primera igualdad en

g 9V gMW

-9 A w4)
El ltimo miembro propone la funcién hamiltoniana que cumple la segunda ecuacién
de Hamilton. Ahora bien, la primera ecuacién de Hamilton (de este sistema y
pardmetro) llevé a la forma (2.9) de la funcién hamiltoniana; aqui vemos que la
funcién W, entonces indeterminada, coincide con la funcién potencial V hasta una
constante E. Escribimos W = V — E, de modo que el valor de

p |

w1 v -k

es una constante de movimiento que tomamos como cero. Lsto restringe el vector
momento p a la superficie de una esfera de radio

7’| = v2m(E - V(q)). (3.6)

En atencién a la analogia con la esfera de Descartes (3.3) en la éptica, podemos
llamar a (3.6) la esfera de Newton de la mecanica.

Los dos parrafos anteriores plantean que las dinamicas que modelan a la optica
geométrica y a la mecanica de particulas tienen su expresién mas sencilla cuando se
escribe el primer sistema en términos del parametro s de longitud de trayectoria y en
términos del tiempo ¢ el segundo. La ley de Snell y la de Newton son las segundas
ecuaciones de Hamilton en esos parametros. En ambos casos la invariancia de la
funcién hamiltoniana respectiva sitiia al vector momento sobre su esfera de Descar-
tes o Newton. Esta esfera reacciona a la inhomogeneidad del medio cambiando su
radio |7| segin (3.3) o (3.6). El vector j5 se acomoda en su esfera de manera tal que
conserva la componente perpendicular al gradiente del indice de refraccién n o del
potencial V. Asi, la trayectoria “cae” hacia regiones ‘densas’ del espacio donde el
indice de refraccién n > 1 es grande o el potencial V es grande y negativo, pues la
componente de j a lo largo del gradiente crece.

La restriccién del vector momento a una esfera permite escribir funciones equi-
valentes a la hamiltoniana con factores de |j7|/n en optica o |F|/\/2m(E — V(§)) en
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mecanica, cuyo valor es la unidad. Estas funciones satisfaran las ecuaciones de Ha-

milton (que derivan esta funcién respecto a ¢'y p). Asi, hamiltonianos equivalentes
a Gl = |p| — n(q) en (3.3) son

zn(§)*~! =

gow P n(@) —_

Basta verificar que se siguen cumpliendo (2.1) y (3.1), es decir

g 7 _ oG df _on(q) oGt
ds n(q) o5 > ds 8¢ 97 (3:8a.8)

El valor de todas las G en la esfera |f| = n es idénticamente cero, como el
de G*! = GI*1, En particular, G/ es una funcién hamiltoniana cuadrdtica en el
momento, y analoga (imperfecta) de la funcién hamiltoniana de la mecénica (3.5).

La 6ptica geométrica puede también ser descrita en el tiempo. [Con (2.6) ¥
d/dt = c/nd/ds en (3.1) obtenemos dp/dt, integramos la segunda ecuacién de
Hamilton y encontramos que en (2.8), T = constante.] Las ecuaciones de Hamilton
de la 6ptica en t son

dq P ag! g _ ¢ o9n(q) agh .
=== ey = =y T = o (3.9a,b)
dt n(q) ap dt n(q) 0f 0q

Formas equivalentes de la funcion hamiltoniana que también satisfacen las ecuacio-
nes de Hamilton son

~[!,:t] — _,..I'E.l:_.. i E
o= — o (3.10)

El valor de las funciones en la esfera de Descartes es cero; GI*) = Gloll es (2.8); Gls2)
tiene dependencia cuadratica en el momento y muestra nuevamente la diferencia
entre la ptica y la mecdnica.

Las ecuaciones de Hamilton de la mecanica expresadas en términos de la lon-
gitud de la trayectoria sz obtienen por pasos paralelos al parrafo anterior. [Usamos
(2.1),(2.2) y d/ds = m/|p| d/dt para obtener dp/ds en (3.4) y efectuar la integracion
de (2.2) respecto de ¢y encontrar S(q,s) = —/2m(E — V(§)) + constante.] Las

ecuaciones son

ds = SmE-V@) 9 ds \Pm(E-V@) 07 ‘qu*b)
1la,

d 7 oM dp m av(y) oMV
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Formas equivalentes de la funcién hamiltoniana (2.2) son M son

Mo = 7] — - l\/Zm(E - V(D)) (3.12a, b)
z[Vem(E-V) *

Nuevamente, M®] = Afl%:1] gg (2.2), M2 tiene dependencia cuadratica en |P'| y sus
valores en la esfera de Newton son cero. Notamos que las ecuaciones de Hamilton
(3.11) son singulares en |5| = 0, es decir, en puntos de la trayectoria donde la
particula se detiene; en dptica [Egs. (3.8) y (3.9)], esto ocurre sélo en el limite
n — o0o.

Entre los pardmetros de evolucién que presentamos en la seccién anterior, resta
considerar gy, la distancia a lo largo de un ‘eje optico’. El espacio fase se reduce

entonces al de una ‘pantalla’ (q, p) que avanza en gy. Como 7] = VIp|? + p% es el
radio de la esfera de Descartes o de Newton, funcién de ¢, pv queda convertida en

funcién de las otras coordenadas del espacio fase. Asi tenemos

pv = \/n(q,qn)% — |p|? en 6ptica, (3.13)

Py = \/2m(E = V(a,9v) — [p|*  en mecénica. (3.14)

De las ecuaciones de Hamilton de la éptica en s o ¢ [(2-1)-(3.1) o (3.9a)-(3.95)
y (3.13)], obtenemos (3]

dq p aglan] dp n on agGlan]
s JONEN) e ; —_— = —— =, 3.15a,b
dgv  pn op dgv  pn Oq dq H-1oad)

La integracion de estas ecuaciones en q y p determina la funcién hamiltoniana Glanl
hasta una constante,

G¥(q,qn,p) = —\/n(a,qn)? - [p[2 = —py. (3.16)

En completa analogia, de las ecuaciones de Hamilton de la mecinica en ¢ 0s
[(2.7)~(3.4) o (3.11a)~(3.11b) y (3.14)] obtenemos

dq p aMlw dp m Vv OMUaN] (3.17a, b)
—_— = e = 4 5 = - = - dila,
dgn  pw dp dgn pnx Oq oq

Notamos que estas ecuaciones se vuelven (3.15) si reemplazamos formalmente
V(§) = —n({) en las derivadas parciales y m ~— n fuera de ellas: aqui encalla
la analogia entre la éptica y la mecanica, pues la masa es una constante mientras
que el indice de refraccién en general no lo es. La funcién hamiltoniana que integra
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estas ecuaciones es, hasta una constante,

MWN](Q»QMP) = _¢2m(E == V(QNIN)) - |p|2 = —Pn- (318)

En ambos sistemas, la funcién hamiltoniana es (menos) la componente del vector
momento p a lo largo del eje qy.

4. El oscilador arménico y la fibras dpticas

El oscilador arménico es un sistema prototipo de la mecanica clasica; se ha utilizado
ampliamente también para modelar el comportamiento de la luz en fibras épticas
bajo la bien conocida aproximacién parazial, que resumiremos adelante. En esta
seccién compararemos los dos sistemas con objeto de preguntarnos si existe un
indice de refraccion n(q) independiente de gy —pues es una fibra que suponemos
homogénea bajo traslaciones sobre ese eje— que sea un analogo 6ptico del oscilador
armoénico en el mismo niimero de dimensiones: N — 1. Buscamos analogos directos,
donde las observables de posicién y momento de un sistema sean precisamente las
del otro.

El oscilador arménico se caracteriza por su fuerza de restitucion kq, donde k
es la constante de Hooke; la funcién potencial es V(q) = 3k|q*. Examinamos el
comportamiento de oscilador en el tiempo [¢f. (2.7), (3.1) y (3.5)] mediante las
ecuaciones de Hamilton que aqui toman la forma

dg _p dp @ _ lpl* | klal
— == — = —k = — . 4.1a,b,c
dt c?n’ dt q, 0sc e -+ 9 (4.1a,b,c)
Ciya solucién es bien conocida [1]:
q = qocoswt + po sen wt, (4.2a)
bm
k
p = —qpVhkmsenwt + pg coswt, w=1[—. (4.2b)
m

Podemos comparar (4.1) con las ecuaciones de Hamilton de la dptica: (3.8) en s,
(3.9) en t, 0 (3.15) en gy. Las ecuaciones en los primeros dos parametros no toman
la forma requerida para ningin indice de refraccién n(§) que no sea constante.

Las ecuaciones de Hamilton épticas referidas al eje gy, (3.15), si son compatibles
con las del oscilador arménico referidas al tiempo, pues en las primeras py es una
constante de movimiento que en cada trayectoria sélo depende de las condiciones
iniciales (aunque no sea una constante para todos, como lo es la masa m). Asi los
segundos términos de las ecuaciones (3.15a) y (4.1a) toman formas semejantes. Para
que el segundo término de (3.15b), 1py'dn(q)?/dq, sea compatible con su corres-
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pondiente en (4.1b), —kq, se requiere que n(q)? ~ |q|*+ constante. Si tomamos

ne(q) = —h!n% — k2|q?, (4.3)

estaremos definiendo una fibra cuyo indice de refraccién tiene un perfil eliptico
(grafiquese nf + x%|q|? = n} en q contra n,). El maximo de n.(q) es ng > 1 y esté
en el eje de la fibra; el indice de refraccién disminuye a medida que nos alejamos
del eje y llega a valer la unidad en |q| = (n2 — 1)/x?, limite de toda fibra fisica. Las

ecuaciones de Hamilton para esta fibra son

dq _p dp k’q
B e e wm M = _py = - ng — (Ip[2 + %|q|?).
(4.4a,b,c)
La solucién es [5]
1
9= Qo cosvgw + po-- sen v, (4.50)
P = qoksenvgy + pocosvgy, v = i 4 (4.5b)

v/ = (Ipol? + w2l qof?)

Este es un movimiento oscilatorio (en gy) que en el espacio fase (q, p) se desarrolla
sobre la elipse |po|? + x%|qo|* = constante < n?. En el espacio ¢ es una sinusoide
de longitud de onda A = 27 /v = 27py /k. Asi, una fibra ancha (x pequeia) porta
longitudes de onda mayores que una fibra estrecha (x grande), como es de esperarse.
Concurrentemente, para & fija, segtin las condiciones iniciales en 0 < py < ng, la
longitud de onda serd més larga si py es grande (elongacién qy y componente
transversal pg pequefias), o mas corta si la 6rbita en el espacio fase es cercana a la
elipse limite py = 0 (|po|* + x%|qo|? = n}), donde las ecuaciones de Hamilton (4.4)
son singulares (la luz oscilaria diametralmente sin salir de la fibra).

En realidad, el modelo “oscilador” de las fibras épticas no trabaja con las solu-
ciones exactas buscadas arriba, sino con la aproximacién parazial: |q| y |p| pequeias.
Si proponemos un desarrollo en serie de Taylor para el indice de refraccién

n(q) = no — nalql* — nalq* - -, (4.6)

entonces, el desarrollo en serie de la funcién hamiltoniana (3.16) es

lpf? lpl* | lallpf?
g’?lgi:r}or =—pN =g+ '% ¥ n2|q|2 it m + ——2*";1"%— o T?.a;fl!?d4 o e (4.7)

a cuarto orden en |q| y [p|- Si nos reducimos exclusivamente a segundo orden,

g[em]

Taylor €5 MY, en (4.1c), con m = ng y 2k = ny. Las ecuaciones de Hamilton (4.1)
aproximan entonces a (4.4) y el oscilador arménico en mecanica cldsica (y cuantica)
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describe la oéptica geométrica (y ondulatoria) en una fibra cuyo perfil de indice
de refraccion general (4.6) queda aproximado por su término cuadratico; se deno-
mina perfil parabélico. Por supuesto que las soluciones dpticas ezactas en una fibra
de perfil estrictamente parabélico no coincide con el oscilador arménico porque la
funcién hamiltoniana (4.7) siempre contendra términos de orden superior, aun en
el caso de propagacién libre n, = 0. La aproximacion paraxial, no obstante, es
suficientemente buena y popular como para que sea casi la unica en la literatura
y en aplicaciones. En dptica ondulatoria, donde pocos modelos son exactamente
solubles, el comportamiento de la luz en fibras parece ser muy resistente a esta
aproximacion.

5. Conclusiones

Hemos derivado las ecuaciones de Hamilton de la 6ptica y de la mecanica en medios
inhomogéneos continuos a partir de primeros principios. Las hemos comparado y
hemos visto que aunque no son idénticas, se prestan para serlo en la aproximacién
paraxial.

No es exagerado afirmar que la 6ptica es mas rica que la mecanica pues no usa
s6lo medios continuos, sino también discontinuos, como superficies refractantes en
lentes. Sistemas mecanicos con potenciales escaldn, que producen “golpes” (kicks),
son realmente pocos en la naturaleza; la mecanica cuantica los usa como modelo
soluble para explicar transmision con reflexion parcial. Las superficies refractantes o
reflejantes producen transformaciones “sibitas” del espacio fase, aparentemente no
descritas por ecuaciones diferenciales o funciones hamiltonianas (véase, sin embargo,
las referencias en [6]) y su tratamiento sera diferido para otra ocasién. El manejo
cabal de la 6ptica a angulos grandes, ya sea por desarrollos en series de aberraciones
o por métodos globales, es importante en el disefio de circuitos 6pticos de computo
en paralelo. No sélo podemos esperar que los elementos de estos circuitos se minia-
turicen a tamanos comparables con la longitud de onda en el infrarrojo, sino que se
incorporen cada vez mas los medios dpticamente activos, que cambian su indice de
refraccién en respuesta a la intensidad de la luz formando hologramas dinamicos.
Las ecuaciones de Hamilton han demostrado su proclividad a la cuantizacién en la
mecanica y prometen utilidad en la ondulacién de la éptica geométrica.
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Abstract. We obtain the Hamilton equations of geometrical optics and
of particle mechanics from simple geometric considerations and from dy-
namical postulates that realize Snell’s and Newton’s laws, respectively.
The evolution parameter may be the trajectory arc length, time, or
distance along an “optical axis”, in both systems. Depending on the
choice of parameter, the Hamilton equations present three faces, and
aspects or forms of the Hamiltonian function. We discuss the advanta-
ges of the various forms and exemplify them with the correspondence
between optical fibers and harmonic oscillators.



