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Resumen. Se resuelve la ecuacién vectorial de Helmholtz en coorde-
nadas esféricas por el método de separacién de variables mediante el uso
de los arménicos esféricos con peso de espin. Se muestra explicitamente
que cualquier solucién de la ecuacién vectorial de Helmholtz que tenga
divergencia igual a cero se puede expresar en términos de dos potenciales
escalares que satisfacen la ecuacién de Helmholtz. Se muestra también
que las soluciones separables de la ecuacidn vectorial de Helmholtz en
coordenadas esféricas son eigenfunciones de los operadores del cuadrado
del momento angular total y de la componente z del momento angular
total. Se obtienen resultados andlogos para la ecuacién vectorial de La-
place.

PACS: 03.40.Kf; 03.50.De

1. Introduccién

La ecuacién vectorial de Helmholtz, V*F + k*F = 0, aparece en varias areas de
la fisica, tales como el electromagnetismo y la elasticidad, frecuentemente en re-
lacién con la ecuacién de ondas. Si se emplean las componentes cartesianas de F, la
ecuacion vectorial de Helmholtz equivale a tres ecuaciones escalares de Helmholtz
desacopladas —una para cada componente— las cuales pueden resolverse por se-
paracién de variables en varios sistemas de coordenadas. Sin embargo, en algunos
problemas con valores de frontera o en el desarrollo en ondas esféricas, se requieren
las componentes esféricas de F expresadas en términos de las coordenadas esféricas.
Pero, a diferencia de lo que ocurre con las coordenadas cartesianas, la ecuacién
vectorial de Helmholtz en coordenadas esféricas equivale a un sistsema de tres ecua-
ciones diferenciales parciales, cada una de las cuales contiene las tres componentes
del campo vectorial.

En este articulo se resuelve la ecuacién vectorial de Helmholtz en coordenadas
esféricas mediante el uso directo del método de separacién de variables. A pesar
del acoplamiento entre las ecuaciones a resolver, después de proponer una solucién
separable se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que se des-
acopla y resuelve facilmente. La separacién de variables se obtiene al considerar

las combinaciones de las componentes esféricas de F que poseen un peso de espin
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peso de espin; los cuales se pueden calcular facilmente a partir de los arménicos
esféricos ordinarios. La simplicidad del procedimiento y de los resultados presentados
aqui contrastan con la forma estandar en que se resuelve la ecuacién vectorial de
Helmholtz, la cual hace intervenir ciertos campos vectoriales —llamados arménicos
esféricos vectoriales— cuyas expresiones y propiedades, e incluso sus mismas nota-
ciones, son relativamente complicadas (véase, por ejemplo, la Ref. [1]).

En la Seccién 2 se presentan las nociones necesarias acerca del peso de espin de
una cantidad y acerca de los armonicos esféricos con peso de espin. En las Secs. 3
y 4 se resuelven las ecuaciones vectoriales de Helmholtz y de Laplace, se muestra
que las soluciones de dichas ecuaciones con divergencia igual a cero son expresables
en términos de dos potenciales escalares que satisfacen la ecuacion de Helmholtz
y la de Laplace, respectivamente. En la Sec. 5 se da un ejemplo de la aplicacion
de estas soluciones a problemas con valores de frontera y en la Sec. 6 se obtienen
las expresiones para las componentes cartesianas del operador de momento angular
total adecuadas a la forma de las soluciones halladas en las Secs. 3 y 4; probandose
que las soluciones separables de las ecuaciones vectoriales de Helmholtz v de Laplace
en coordenadas esféricas son eigenfunciones de los operadores 2y Js.

2. Cantidades con peso de espin

Como se sabe, las coordenadas esféricas, r, 8, ¢, determinan en cada punto del espa-
) p |
cio una base ortonormal {é,,ég, é,}, siendo ¢, el vector unitario tangente a la curva
a lo largo de la cual el valor de r aumenta, con  y ¢ fijas; con definiciones analogas
para ég y é4. Se dice que una cantidad 7 tiene peso de espin s si bajo una rotacion
de la base {&,, €y, ¢ or un angulo e alrededor de ¢, (en el sentido contrario al de
1€0,C¢
las manecillas del reloj, vista desde el origen) el valor de 5 se transforma en

1}.' = eimq. (1)

(En otras palabras, 7 tiene algtin peso de espin si es eigenfuncién de las rotaciones
alrededor de é,.) Puesto que bajo dicha rotacion é, no se altera, é, tiene peso de
espin cero; en cambio, € y €4 se transforman en cosaéy — senaéy y senaéy +
cos aéy, respectivamente, por lo que a ninguno de los vectores €y y é, se le puede
asignar un peso de espin. Sin embargo, las combinaciones €g £ 1é4 se transforman
en (cos aég — sen aéy) £ i(sen aég + cos aéy) = et (¢ +1é4), lo que significa que
ég + ié4 y é9 — 1€4 tienen pesos de espin 1 y —1, respectivamente.
Cualquier campo vectorial F puede expresarse en la forma

(8]

F = F.é, + Fyég + Fyey, (
con las componentes F;, Fy y F, determinadas por F; = F-¢é,, Fp = F- €y y
F4 = F - &4, lo cual se deduce de la Ec. (2) al usar la ortonormalidad de la base
{ér,€8,€4}. Dado que é, y ég % 1€, tienen pesos de espin 0 y £1, las combinaciones
de componentes de F, I, = F - ¢, y Fy +1F; = F - (ég  1é4) tienen pesos de espin
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0 y +1, respectivamente. Definiendo
Fi = Fyg +1Fy, F_=Fy —1F, (3)
de la Ec. (2) se tiene
F = Fé, + 3F_(ég + iég) + 3 F1(ég — 1éy) (4)
que expresa a un campo vectorial arbitrario F en términos de componentes que
tienen peso de espin definido. Si F es real, entonces F- = F}, donde la barra

denota conjugacién compleja.

Los operadores @ y 8 aplicados a una cantidad 7n que tenga peso de espin s, se
definen por [2-4]

i} i 90
—_ 3 Yo e -3
dn = —sen 6(89+sen03¢) (nsen™"0)
= _ m— i J .
BT] = —8€n 0 (% - m%) (T]SETI 9) (5)

La cantidad dn tiene peso de espin s + 1, mientras que O tiene peso de espin s — 1.
Asi, por ejemplo, F, tiene peso de espin 1 y JF, tiene peso de espin cero, Los
operadores gradiente, divergencia y rotacional, que en términos de las coordenadas
esféricas tienen expresiones un tanto complicadas:

af. 10f; 1. af,

VI= ot 7ot rsen 96
18,, 1 9 1 9F,
Pl EE(’" et rsenB@(ngeng)-l_ rsend 94’

1 d 0Fy] . 1 1 OF, a(T‘F,;,) I
= L% LN P Lok A
vk rsenﬂ[aﬂ(asen ) 3¢lc +r[m d¢ ar o

1 [8(rFy) @ .
+_{ ar _89]6

r

adquieren formas mas sexcillas cuando se escriben en térmios de las combinaciones
de componentes y de vectores que tienen peso de espin definido. Usando las defini-
ciones (3-5), tomando en cuenta que Fy, Fy y F_ tienen pesos de espin 0, 1 y —1,
respectivamente, y que cualquier campo escalar f tiene peso de espin cero, se halla
de las Ecs. (6) que

of

. | ,_ 1 " -
Vif= B:e, - 56]’(63 + iég) — Eaf(eg — 1éy)
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V-F =55 (r"F)— 50F — --0F,
VP e (BF- — dF,)é L [ F_) 4+ 8F,| (¢ + 1é
= Gt TG T on |G ) O | (Be+iRy)
21'1_ ar(r +)+ r (eg‘—1€¢). ( )

Empleando ahora la identidad V x (V x F) = V(V . F) — V?F, las Ecs. (7) y
el que 89 = 09 cuando actian sobre cantidades con peso de espin igual a cero (en
general, si 77 tiene peso de espin s, ddn — ddn = 2sn), se obtiene

d14d i 1 L=
e [ 22 2 = = e
VF = [ 81_(:- F)+ rzaaF, - rzaF_ - r26F+

13
ar r? '

1 & ! 5 Lor, | (29 + i
+ [2—1‘@(7'}7_} + Q?BBF— = r_zaFr] (69 + le‘b)
1 8 L s 1 . .
+ 5;'5;5(1”54) + 2?36F+ - ﬁaFr (€9 — 164). (8)

Esta expresién para el laplaciano de un campo vectorial puede compararse con la
que resulta directamente de las Ecs. (6), la cual puede obtenerse facilmente de la
Ec. (8) si se sustituyen las Ecs. (3) y (5). La simplificacién adicional que se consigue
con la expresion (8) al resolver la ecuacién vectorial de Helmholtz proviene del uso
de los armdnicos esféricos con peso de espin, 4Yi,, que para valores enteros de s
son funciones dadas por [2-4]

[ Til—a)17
sYi'm =5 ! ! ]/2—_, (9)
(—-1)° [E:j;,] 0 Yim, —1<s5<0
L 0, |s] >,

donde Yj,, denota los armédnicos esféricos usuales, los cuales son funciones con peso
de espin igual a cero. Debido a que @ y @ cambian el peso de espin en +1 y —1,
respectivamente, de la definicién (9) se ve que ,Yj,, tiene peso de espin s. (Nétese
que oYim = Yim.)
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La Ec. (9) es equivalente a las relaciones

8(sYim) = [(1 = )1 + 8+ 1)]/? 441 Yim -
8(Yim) = —[(1 + 8)(1 = 5 + 1)]/? 421 Yimm.

Combinando estas dos tltimas igualdades se halla que

80(Yim) = —(1 =)+ 5+1)sYim
Bé(a”m) =—(I+ s)(l—s+ 1) Yimm. (11)

Los factores numéricos incluidos en las Ecs. (9) y (10) son factores de normalizacién
de tal manera que, para un valor de s fijo, los ;¥im (con I = |s|,|s| +1,..., m =
—1,—I+41,...,1) forman un conjunto ortonormal

2 g
/ f Yo (0,8) Yi (0, 8) sen 0 d0 dg = Sy (12)
0 0

suponiendo que los arménicos esféricos usuales Y}, que aparecen en la Ec. (9) estan
normalizados. Ademas, el conjunto de los 4Yim, con s fijo, es completo [2] en el
sentido de que cualquier funcién f(8, ¢) con peso de espin s puede expresarse como
combinacién lineal de ellos:

o0

]
F=3 ) aml(sYim), (13)
-1

=ps| m=

donde los coeficientes a;,, son constantes que, debido a la ortonormalidad de los
+Yim [Ec. (12)], estén dados por

2x T
i = ]ﬁ ja Vi (0,8)/(6, ) sen 0 do dg. (14)

(Las Ecs. (10-14) son validas también para s = +1/2,3/2,... [2-4].)

3. Solucién de la ecuacién vectorial de Helmholtz
Procediendo ahora a resolver la ecuacién vectorial de Helmholtz
VF + k*'F =0, (15)

en virtud de la completez de los arménicos esféricos con peso de espin, cualquier
solucién de la Ec. (15) puede expresarse como combinacién lineal de soluciones de
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la forma

Fr = V(1 + 1) f(r)Yim(6, ¢)
Fy = g1(r)1Yim(6,9) (16)

F_ = gir) -1Yim(8,6)

donde el factor y/I({+ 1) se introduce por conveniencia y se ha empleado el que
F,, F, y F_ tienen pesos de espin 0, 1 y —1, respectivamente. Sustituyendo las
Ecs. (16) en la Ec. (8) y mediante el uso de las relaciones (10) y (11) asi como de la
independencia lineal de {é,,ég + 1é4,é9 — i€4} se obtiene de la Ec. (15) el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

d1d 41 1 1

E;ﬁﬁ(rgf)— ( 2 )f— 291 +r—292+k2f=0 (17a)
1 d? (+1 (141 k?
Qrm(rm)_ (21'2 )92+ ( 2 )f+ 292 = 0 (176)
1 d* I(1+1) I(1+1 k*
e~ e - 4 B 0 (17¢)

donde se supone que [ es un entero mayor que cero, ya que para | = 0 las expresio-
nes (16) se anulan [cf. Ec. (9)].

Sumando las Ecs. (17b) y (17¢) se obtiene una ecuacion que sélo involucra a
g1 + g2, mientras que en la Ec. (17a) aparece la combinacién gz — g). Esto sugiere
la introduccion de las combinaciones

g1+ 92 g:—q
= H=>—""-
q - : (18)

Asi, sumando las Ecs. (17b) y (17¢) se llega a la ecuacién desacoplada

@ 2d . 5 Hi+D] .,
3_?‘—5 ;E‘i_k T2 G=1, (19)

cuya solucién general es una combinacién lineal de las funciones esféricas de Bessel
ji(kr) y ny(kr) o de las funciones esféricas de Hankel hgl)(kr) y h}z)(kr):

G(r) = Aji(kr) + Bny(kr), (20)

donde A y B son constantes arbitrarias (véase, por ejemplo, la Ref. [5]).
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Por otra parte, si se reescribe la Ec. (17a) y se restan las Ecs. (17b) y (17¢) se
halla que

drf 2df 2f l(l+1), 2H ,

drr " rdr 2 2 f+r_2+kf_0 ()
d®*H 2dH I(l+1) 20(1+1) 2
i T e AT A=l e

Para desacoplar las Ecs. (21), la primera de ellas se multiplica por una constante
indeterminada A y se suma con la segunda, obteniéndose

?2d L, Ui+

dr?  rdr r2

]()\f+H)+ [M—z] ¥+(2A)f_2=o. (22)

Si se escoge A de tal manera que los coeficientes de Af y de H en los dos tltimos
términos sean iguales entre si, es decir,

2(1+1)
)

—2=2), (23)

entonces en la Ec. (22) aparece solamente la combinacién Af + H. Como se ve
facilmente, la Ec. (23) tiene las dos soluciones A = I y A = —I — 1, que sustituidas
en la Ec. (22) dan las ecuaciones desacopladas

5 = LI
dr? " rdr r2

2«

[gd;z"'Zd k’z_w]([{_(]_!_l)f):g (24b)

rdr re

](lf+H) =0 (24a)

que equivalen a las Fcs. (21).

Las Ecs. (24) tienen precisamente la forma de la Ec. (19), por lo que sus solu-
ciones generales pueden expresarse como

Uf(r) + H(r) = Cima(kr) + Dy (kr) -
H(r) = (14 1) f(r) = Ejipa(kr) + Fryg (kr)

donde C, D, E y I son constantes arbitrarias. Por lo tanto, de las Ecs. (16), (18),
(20) y (25) se obtiene la solucién, para { > 0,

VI
P —‘91( :11) (Cjio1(kr) + Drp_y(kr) — Ejigs(kr) — Frpgy(kr)] Yim(0, 6)
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I+1 ’
F+ —] [AJ{(’CT) + Bn;(kr) - ﬁ% (C][_](k‘l") + Dn;_l(kr))
l
g7 (B () + Praga (k)| 1¥in(0, 0

P = [Aihr) + Buuhr) + 5 (Cia(he) + D)

+37 (Bivna(kr) 4 Pova(40)] 21¥in(0,6). (26)

En el caso en que [ = 0, las componentes Fy son iguales a cero y, en lugar de
la Ec. (16), se propone una solucién de la forma

Fy= f(r) Py =1, F_=0, (para | = 0), (27)

que no depende de las variables angulares puesto que para [ = 0, m sélo puede ser
igual a cero y Ypop es una constante. Sustituyendo las Ecs. (27) en la Ec. (8), de la
Ec. (15) se obtiene

d* 2d 2 -
S a1 .~ — &
dr? i rdr r? uld P (23)

[cf. Ec. (21a)], cuya solucién general puede escribirse como
f(r) = Aji(kr) + Bny(kr) (29)

[cf. Ecs. (19) y (20)], donde A y B son constantes arbitrarias.

Las Ecs. (26) se simplifican considerablemente si, ademas de satisfacer la ecua-
cién de Helmholtz (15), F tiene divergencia igual a cero. Sustituyendo las Ecs. (26)
en la expresion para V - F dada en la Ec. (7), usando las Ecs. (10) y las relaciones
de recurrencia

1
By 91+ plAeaie) +aatel (30)
%%ﬂ m+HM1W‘U+”m”H

donde las 2; son cualesquiera de las funciones j;, ny, h(” h( ) (véase, por ejemplo,
la Ref. [5]), se halla que la divergencia de F es cero si y solo si

E=-C, F=-D. (31)
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Sustituyendo las Ecs. (31) en (26) y usando las relaciones (30) se obtiene
1 :
Fr = V(1 + 1) [Ch(kr) + Dry(kr)] Yim(6, ¢)

Fy = [Ajt(kf) + Bry(kr) — 1o (Cikr) + Dm(kr))] Yim(0,6)  (32)

Bl [Aja(kr) + Bru(kr) + =pr (Cilkr) + Dm(kr»] \Yin(6,9).

En cambio, en el caso con | = 0, donde la solucién de la ecuacién vectorial de

Helmholtz esta dada por las Ecs. (27) y (29), de la Ec. (7) se ve que si k # 0 y
V -F =0 entonces F = 0.

Por medio de las Ecs. (7), (10) y (11) se comprueba que, en términos del operador

L=rx %V, (33)

el campo vectorial dado por las Ecs. (32) equivale a
F =Ly + £V x (L) (34)
donde

o1 = —[I(1+ D)3 (Aji(kr) + Brg(kr))Yim(0, 6)

2]

—U(l+ V])YHChikr) + Dng(kr))Yim(0, ¢)

las cuales satisfacen la ecuacién escalar de Helmholtz: (V* + k*)¥; 2 = 0.

La expresién (34) es conocida en el electromagnetismo en relacién con el de-
sarrollo del campo electromagnético en multipolos. En ausencia de cargas y de
corrientes, las ecuaciones de Maxwell para el vacio implican que cada uno de los
campos eléctrico y magnético tiene divergencia igual a cero y satisface la ecuacion
vectorial de Helmholtz si se supone que los campos tienen una dependencia arménica
en el tiempo. De acuerdo con lo senalado arriba, solamente en el caso estatico
(k = 0) es posible tener campos multipolares electromagnéticos con | = 0; en
otras palabras, la radiacion electromagnética es una superposicion de multipolos
con | > 1. Frecuentemente sc parte de la expresion (34), o de alguna equivalente
a ésta, y se demuestra que F satisface la Ec. (15) si ¥ y ¥ obedecen la ecuacion
escalar de Helmholtz (véanse, por ejemplo, las Refs. [6,7]). Por medio del enfoque
seguido aqui, ademas de deducirse la Ec. (34), se concluye que la expresion (34) es
la forma més general de las soluciones de la Ec. (15) tales que V- F = 0 (para un
tratamiento alternativo, véase la Ref. [8]).
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Usando la identidad V x (V x F) = V(V - F) — V*F, se comprueba facilmente
que si F satisface la ecuacién vectorial de Helmholtz y V- F = 0 entonces V x F
también satisface ambas condiciones; de hecho, F debe tener la forma (34), donde
cada térmio satisface la ecuacion vectorial de Helmholtz y tiene divergencia igual a
cero luego, usando la identidad arriba mencionada, resulta que

VxF:Vx(Ld)1)+%Vx(Vx(ng))

=V x (L) = 7V3(Liky) = V x (L) + KLz

= ik Ly — 1V x (L) (36)

lo que significa que, excepto por el factor constante ik, V x F tiene la misma forma
que F con 93 en lugar de 11 y (—11) en lugar de 5.

4. Solucién de la ecuacién vectorial de Laplace

Usando los resultados de la seccion anterior se puede hallar la solucién de la ecuacién
vectorial de Laplace V2F = 0, la cual se obtiene de la Ec. (15) al hacer en ella k = 0.
(Nétese que la solucién de VZF = 0 no se puede obtener al tomar simplemente k = 0
en las Ecs. (26) y (29).) Al proponer una solucién de la forma dada en la Ec. (16)
para | > 0, mediante los mismos pasos seguidos después de dicha ecuacién, en el
presente caso se llega a las Ecs. (19) y (24) con k = 0. Las soluciones generales de
estas ecuaciones son G = Arl + Br=(+) 1f L H=Cr*=' 4+ Dr~! H— (1+1)f =
Erit! 4 Fr_('”), donde A, B, C, D, E y F son constantes. Por lo tanto, para
>0,

= AR g g -1 141 —(142)
Fo= T*_I—[Cr +Dr~' — Er - Fr ]Y,,m(ﬂ,qb)
[+1

F+ —1 {AT‘I + BT_“+1) — m(()r’“l + Df'_t)

~gr I(Er'“ ¥ Fr_(’+2})] 1Yim(0, ¢) (37)

= {41
Foo= | Ant B (I4+1) -1 =l
[ r + Br & T I(CT + Dr7h)

-+

21 i l(ErH-l + FT'_“+2))] —]ﬁm(aa ¢)

es solucion de la ecuacion vectorial de Laplace [cf. Ec. (26)).
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lucion tiene la forma (27), donde f(r) satisface la

Ar + Br~%. Luego, para =0,
(38)

0, la so

En el caso en que =
lucién general es f(r)=

Ec. (28) con k = 0 cuya so
F.=Ar+Br?  Fe=0

a ecuacién vectorial de Laplace.

e el campo vectorial F dado por la Ec. (37) tiene

es solucién de 1
De las Ecs. (7) resulta qu

divergencia igual a cero si y solo si

D=0=E. (39)
Sustituyendo las Ecs. (39) y (37) se llega 2
Fr= __———\/;Wl;(cr’ — Fr41)Yim (0, ¢)
i, {Ar’ 4 g 1 1d o - Fr‘“‘“))} Yim(6,6) (40)
2+ Lrdr
F_= {Aﬁ' + BroU+) 4 J_lir(cr‘ - Fr—('“’)] _1Yim(6,9)
0+ 1rdr
lo cual, comparando con las Ecs. (32) y (34), significa que
F = Ly +iV x (L) (41)
donde
W = -lIL+ 172 (Art + Br— )Y, (0, 6) -

by =~ DI+ D)THCr - Fr=(+1))Yim(0,9)
V22 = 0. En el caso con
esta dada por la Ec. (38) v,

las cuales satisfacen la ecuacion escalar de Laplace:
i y slo si A = 0; por lo

| = 0, la solucién de la ecuacion vectorial de Laplace
como es facil ver de las Ecs. (7), su divergencia vale cero s
quesi V-F= 0 la solucion se reduce a

F, = Br— Fy = 0,F. =0. (43)

5. Ejemplo

ectromagnéticos mencionados
| de Helmholtz dadas por las
de Maxwell-London

s campos multipolares el
acién vectoria
ecuaciones

Ademas de su aplicacion a lo
en la seccién 3, las soluciones de la ecu
Ecs. (26), (29) ¥ (32) son ttiles para resolver las
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de la superconductividad en aquellos problemas donde los superconductores tienen
fronteras adecuadas a las coordenadas esféricas. Como ejemplo, a continuacién se
considera el problema de una esfera superconductora de radio a colocada en un
campo magnético originalmente uniforme igual a Byk (cf. Ref. [9]). En la regién ex-
terior a la esfera los campos de induccién e intensidad magnética, B y H, satisfacen
las ecuaciones V-B = 0, Vx H = 0, con B = ygH (en el sistema de unidades MKS
racionalizado). De las segunda de estas ecuaciones sigue que H es el gradiente de
alguna funcién: H = —V¢*, por lo que B = —gV¢* y de V- B = 0 resulta que
V2¢* = 0. Colocando el origen del sistema de coordenadas en el centro de la esfera,
debido a la simetria axial del problema y puesto que, cuando r — oo, B tiende a
Bk, ¢* puede expresarse como

. By S —(i+1)
@* = —Er cos @ + Zb,r Pi(cos 9)
=

0
4r BD — 4r
—/ ——rY] E ‘/ by,
3 ﬂ.or m+l=o 2041 . "

Dado que B = —ugV¢*, de las Ecs. (4), (7) y (10) se halla que

a¢* 4 = = 4r —(I42)y~
Br=—.uoE=\/?30}10-%#02(14-l)\/zl_l_lb,r Y3

Il

o
Ho 87( 4ﬂl(l+ 1) __“+2)
By r3¢ \/ 3 Bon 10+,un;_0 nr1 " 1Yo (44)
B.=P0%p = 87 b Yig — 5 dxlll+1), —gs9) Y,
it o =1/ 5 Bo-1Yi0 — o ;E_o TS 1170

[cf. Ecs.(37)].

En el interior de la esfera, B debe satisfacer la ecuacién V2B = (1/A?)B, donde
A es la profundidad de penetracion [9]; esta condicién se convierte en la Ec. (15) si
se hace k = 1/iA. Puesto que la divergencia de B es igual a cero, el campo B es
una superposicion de soluciones de la forma (32) con k = 1/iA y m = 0, debido a
la simetria axial, donde sélo pueden aparecer las funciones j; ya que las n; divergen
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enr=0:

)8

B, =

VIl +1) Acm( A) Yio

Il
—

oy ]

+

1]
M

[A;j; (%) - —éirCm( A)] 1Yo (45)

[‘h]t ( t\) + %%?‘Crﬁ (5\)] -1Yi0

La continuidad de B en la frontera de la esfera implica que, en r = a, cada una de
las componentes (44) sea igual a la componente respectiva en las Ecs. (45); por lo
que, debido a la independencia lineal de los armoénicos esféricos con peso de espin,
los coeficientes de cada .Y en las Ecs. (44) y (45) deben ser iguales entre si cuando
se evalian en r = a. De estas condiciones resulta que los tinicos coeficientes distintos
de cero son by y (1, y que éstos estan relacionados por

Ji%cl i ()

4 4 g
i 0 ol

3 Bo + mo2 3 His A

8t 8r, _4 A [ d T
—Af ?Bo + noy/ ?bla o [drfcm (:_/\)]

!
Il

1

F’
MB

.-._
]
-

r=a

Usando que

s g N2 P X r
71 (a) =i (ﬁsenhx - ;coshx>,

se hallan los valores

Puesto que en la Ec. (44) solamente parecen términos con [ = 1, el campo magnético
en el exterior de la esfera corresponde al campo de un dipolo magnético superpuesto
al campo uniforme original.
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6. Caracterizacién de las soluciones separables

Aligual que en el caso de la ecuacion escalar de Helmholtz, 1a existencia de soluciones
separables para la ecuacién vectorial de Helmholtz en coordenadas esféricas estd

. . ' . 9 % . . Py,
relacionada con la invariancia del operador (V* + &?) bajo rotaciones. Sin embargo,
mientras que para un campo escalar i el efecto de una rotacion alrededor de un eje
7 por un angulo «, R(n;a). esta dado por

[R(i; a)ib](r) = b(R(; —a)(r)), (46)

donde solamente se rota en sentido negativo al punto donde se evalia el campo 1,
al efectuar la rotacion [(5;a) un campo vectorial F se transforma en

[R(i; a)F|(r) = R(#; a)[F(R(; —a)(r))), (47)

donde ademas de rotar el punto donde se evalia el campo F hay que rotar también
el valor de F, que es un vecctor.

La invariancia del operador (V* + k%) bajo rotaciones significa que este opera-
dor conmuta con cualquier rotacién, de tal manera que si F satisface la ecuacién
(V2 + k*)F = 0 entonces R(7; a)F también lo hace ya que, por la supuesta con-
mutatividad, (V? + k%)[R(2; @)F] = R(i; a)[(V* + k*)F] = 0. Asi, si F satisface la
ecuacién de Helmholtz, entonces (V? + k?)[R(7; @)F] = 0 para cualquier valor de a.
Derivando esta tiltima igualdad con respecto a a. puesto que d/da y V* conmutan,
resulta que H%[R(ﬁ.;a)F] también es solucion de la ecuacion de Helmholtz; por lo
tanto, st definimos el operador .J; mediante la relacion

i[R('ﬁ; a)F) ; (48)

J,‘,F =F
! da

a=0

donde el factor ¢ se introduce para tener concordancia con las convenciones usadas
en la mecanica cuantica, se ve que para cualquier vector 7 el operador .J; aplicado
a una soltcion de la ecuacién vectorial de Helmholtz produce otra solucién de la
misma ecuacion.

Usando que para un vector cualquiera b

R(n;a)(b) = (cosa)b + (1 — cosa)(n-b)i + (sena)n x b,

de acuerdo a las definiciones (47) y (48) v a la regla de la cadena resulta que
. 1 -
JiE = (n D % —_—V) F+mxF
1
=(n-L)F+inxF, (49)

donde L esta definido en la Ee. (33). En el lenguaje empleado en la mecanica
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cuntica (en unidades tales que h = 1) Ji es el operador de momento angular
total alrededor del eje 71, el operador n - L corresponde al momento angular orbital
alrededor de # y el dltimo término en la Ec. (49) corresponde al momento angular
intrinseco, o de espin, del campo F alrededor del eje n.

Las componentes cartesianas de L expresadas en términos de las coordenadas
esféricas estan dadas por

Li =t:L=1 (sean);—oﬁ-cot@coscp%) 1

i s d - d .
L,=j-L=1 (— cos ¢5§ + cot fsen Q)T) : (50)

5 a
Ly=k-L=—14
3 16¢’

como puede verse de la definicén (33) mediante ¢l uso de la regla de la cadena. Luego,
si F es un campo vectorial dado en la forma (4), y si se expresan los vectores i, ], k
como combinaciones lineales de {é;, €y, €4} en la Ec. (49) se obtiene, por ejemplo,

J]FEJ{F = L1F+'ii><F
= Li(Fyér + SF-(é0 +iép) + 1Fy (8 — ié5))
+ i(sen 6 cos ¢é, + cos 0 cos pég — sen Pég)

x (Fré, + YF_(89 +1iéy) + 3 F4 (80 — i€)). (51)

Tomando en cuenta las relaciones

aﬁ*é O(ég +164) .
a6 ~ " a7

52
e, 0é (e +164) . i el o
9% senfég, o0 = —isenfé, —icosf(éy + 1€y),

que pueden deducirse escribiendo a é;, ég y €4 como combinaciones lineales de 2, j,
y k, y empleando las Ecs. (50), mediante un calculo directo de la Ec. (51) se llega
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a una expresiéon muy simple:

Ti(Fy 8, + YF_ (89 + iég) + 1Fy (69 — iéy))

cos ¢

= 2 1 é €
= (LlFr)er + 3 (LIF— — BF—) (89 = ,’e¢) (53)

cos ¢

(L1F+ - F+) (€ —ié4)
donde el operador L; actiia solamente sobre las componentes de F.
La Ec. (53) lleva a la siguiente definicién: si  es una cantidad con peso de espin
(3) etz
s, el operador J;”’ esta dado por

el cos ¢ 7] cos ¢
Jl( )7?= qu—s —ah = (isenoa_§+ic°tgcos¢6¢ senﬂ)n 54)

(cf. Ref. [4], sec. 5), luego, debido a que F;, F; y F_ tienen pesos de espin 0, 1 y
—1, respectivamente, la Ec. (53) equivale a

Di(Fré, + LF_(Eg +iéy) + 1 Fi(ég — ié4))
= (JOF)e, + LIV ) (6 +iey) + LIV Fy) (60 — iég)-  (55)

Procediendo en forma similar con Jy = J; y J3 = J|, se halla la expresion general,
para k=1,2,3,

Je(Fré, + 3 F_ (8 + iég) + 3 F4(ép — iéy))
= (JOF)er + 3TV F-) (G + o) + §I ) (8 — i) (56)
donde los operadores J,Es} estan definidos por la Ec. (54) y

(). _ _seng [ . o sené)
J3Vn = Lan Ssené‘n_( zcos¢»30+zcotf?sen¢ 96~ s )1

(8) _ .. 3@
Ji'n=Lan= —z%n, (57)
para cualquier cantidad 7 con peso de espin igual a s. La Ec. (56) muestra que los
operadores J,(:) no cambian el peso de espin de la cantidad sobre la que actian.
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Para un valor de s fijo los operadores J£') satisfacen las relaciones de conmu-

tacion
IO, I = iy J&) (58)

2 2 2
y, por consiguiente, los operadores Ja(’) y 30 = Jl(’) + Jé’) + Jé") conmutan
entre si. De las Ecs. (54), (57) y (5) se ve que [4]

IO = B9y s(s+1) = 80+ s(s 1) (59)

y de las Ecs. (11) se concluye que los arménicos esféricos con peso de espin s son
5 . 2 .
eigenfunciones de J©*)” con eigenvalor /(I + 1):

2
IO Yim = 11+ 1) sYim. (60)
Al mismo tiempo, los ,Y},,, son eigenfunciones de Jgs) con eigenvalor m:

J;Ea) .!Ylm = m,}’}m. (61)

Asi, finalmente, de las Ecs. (56), (60) y (61) se deduce que las soluciones separables
de la ecuacién de Helmholtz que tienen la forma (16) son eigenfunciones de los
operadores J3 y J2 = J? + JZ + J? con eigenvalores m y I(I + 1), respectivamente:

JF = (B F )8, + LISV ) (6o + itg) + LISV Fy) (60 — idg)
=mF
32F = (O F)e, + YAV FL) (8 + i) + 1AW Fy) (6 — icy)

=1l +1)F

En forma reciproca, puesto que las eigenfunciones no divergentes de J ()2 y J’é’)
son los ,Y,,, se deduce de la Ec. (56) que los campos vectoriales que son eigen-
funciones de J? y J; tienen la forma (16) o (27). De acuerdo con las Ecs. (62), los
valores de [ y m en la solucién (16) estan relacionados con el cuadrado del momento
angular total de F y la componente z del momento angular total, respectivamente.
(Para seguir la notacién usada en la mecanica cuantica, deberia emplearse “;j” en
lugar del indice “I”.) Es facil convencerse de que los resultados obtenidos en esta
seccion son igualmente validos para el caso de la ecuacién vectorial de Laplace.
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7. Observaciones finales

La separabilidad de las ecuaciones vectoriales de Helmholtz y de Laplace en coorde-
nadas esféricas ocurre gracias al empleo de ciertas combinaciones de componentes
del campo, las cuales se construyen con base en el concepte de peso de espin. Los

arm

6nicos esféricos con peso de espin son ttiles para resolver las ecuaciones de

campos de cualquier espin y tienen varias ventajas sobre otros objetos existentes

en |
espl

a literatura, tales como los arménicos esféricos vectoriales y tensoriales y los
nores armonicos esféricos.
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Abstract. The vector Helmholtz equation is solved in spherical co-
ordinates by the method of separation of variables making use of the
spin-weighted spherical harmonies. It is explicitly shown that any solu-
tion of the vector Helmholtz equation with vanishing divergence can be
expressed in terms of two scalar potentials that satisfy the Helmholtz
equation. It is also shown that the separable solutions of the vector
Helmholtz equation in spherical coordinates are eigenfunctions of the
square of the total angular momentum and of the z-component of the
total angular momentum. Analogous results for the vector Laplace equa-
tion are obtained.



