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Resumen. Se resuelve la ecuación vectorial de Helmholtz en coorde-
nadas esféricas por el método de separación de variables mediante el uso
de los armónicos esféricos con peso de espín. Se muestra explícitamente
que cualquier solución de la ecuación vectorial de Helmholtz que tenga
divergencia igual a cero se puede expresar en términos de dos potenciales
escalares que satisfacen la ecuación de Helmholtz. Se muestra también
que las soluciones separables de la ecuación vectorial de Helmholtz en
coordenadas esféricas son eigenfunciones de los operadores del cuadrado
del momento angular total y de la componente z del momento angular
total. Se obtienen resultados análogos para la ecuación vectorial de La.
place.

PACS: 03.40.Kf; 03.50.D.

1. Introducción

La ecuación vectorial de Helmholtz, V2F + k2F = O, aparece en varias áreas de
la física, tales como el electromagnetismo y la elasticidad, frecuentemente en re-
lación con la ecuación de ondas. Si se emplean las componentes cartesianas de F. la
ecuación vectorial de Helmholtz equivale a tres ecuaciones escalares de Helmholtz
desacopladas -una para cada componente- las cuales pueden resolverse por se4
paradón de variables en varios sistemas de coordenadas. Sin embargo, en algunos
problemas con valores de frontera o en el desarrollo en ondas esféricas, se requieren
las componentes esféricas de F expresadas en términos de las coordenadas esféricas.
Pero, a diferencia de lo que ocurre con las coordenadas cartesianas, la ecuación
vectorial de Helmholtz en coordenadas esféricas equivale a un sistsema de tres ecua-
ciones diferenciales parciales, cada una de las cuales contiene las tres componentes
del campo vectorial.

En este artículo se resuelve la ecuación vectorial de Helmholtz en coordenadas
esféricas mediante el uso directo del método de separación de variables. A pesar
del acoplamiento entre las ecuaciones a resolver, después de proponer una solución
separable se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que se des-
acopla y resuelve fácilmente. La separación de variables se obtiene al considerar
las combinaciones de las componentes f..-'Sféricasde F que poseen un peso de espín
~("finirlo v ("Xf)l'f'S.:t.rt,,,lps rOlnhin;:¡rioIlP~ PIl t.prlll;no<;; rlp l()~ ;:¡nn;'ll;r,,~ •.•",fpr;r"" rnn
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peso de espín; los cuales se pueden calcular fácilmente a partir de los arlllólllCOS
esféricos ordinarios. La simplicidad del procedimiento y de los resultados prescnt.ados
aquí contrastan con la forma estándar en que se resuelve la ecuación vectorial de
Helmholtz, la cual hace intervenir ciertos campos vectoriales ~lIamados armónicos
esféricos vectoriales~ cuyas expresiones y propiedades. e incluso sus mismas nota-
cioncs, son relativamente complicadas (véa.<;e, por ejemplo, la Hef. !IJ).

En la Sección 2 se presentan Ia.<;nociones necesarias acerca del peso de cspín dI'
una cantidad y acerca de los armónicos {'sft'ricos con peso de espín. En las St'Cs. :l
y 4 se resuelven las ecuacioncs vectoriales de Helmholtz y de Laplace. se lllllestl'a
que las soluciones de dichas eCllaciot\('s COIldivergencia igual i'. cero son cxpn'sahlt,s
en términos de dos potenciales escalares que satisfaccn la ecuación de Helmholtz
y la dc Laplace, respectivamcnt.e. En la St'C, ,5 se da un ejemplo de la aplicación
de estas soluciones a problcmas con valores dc frontcra y en la Sec. 6 se obtienell
las expresiones para las componcntes cartcsianas del operador de momento angular
total adecuadas a la forma de las soluciones halladas en las Secs. 3 y 4; probándose
que las soluciones separables de las ecuaciones W'ctoriales de HelmholtZ y de Laplace
en coordenadas esféricas son eigenfullciollrs de los operadores J2 y ./.1.

2. Ca ntidades con peso de espín

Como se sabe, las coordenadas esfr'ricas, ", O, <P, determinan en cada punto dd e::;pa-
\ cio una base ortonormal {cr, ¡;/J, c4'l}, :-;ielldo (r el vector unitario tangente a lelCtlf\'i\
a lo largo de la cual el valor de ,. <tUIlH'nta.,con O y <P fijas; con definiciolH's illl"logi\s
para ce y ccIJ. Se dice que una cantidad '/ t.iCIH'JlUW de espln .•• si bajo Hna rol.aci('lIl
de la base {cr, c/J, écIJ} por un állgulo o aln'dedor de t,. (en el selltido eontrilrio al de
las manecillas del reloj, vista desde el origen) el valor dt' '1 se transforma ell

(1)

(En otras palabras, TJ tiene algún peso de espín si ('S eigenfunción de las rotacioncs
alrededor de c,..) Puesto que bajo dicha rotaci/m e.,. no se altera, c,. tiene IH~O de
espín cero; en cambio, ce y ¿~ se transforman en (OS ote - sen OC~ y sel\ oce +
cos OC~h respectivamente, por lo que a ninguno (Ic los vectores co y éó se le plll'dt'
asignar un peso de espín. Sin embargo, la!' combinaciones ce ::f:: ife sc transforman
en (eosace -scnocé)::f::i(scnofe +cosoe4'l);;;: c:ri()(ce ::f::ie,,),lo que significa CjlU'
ce + iCé Y ce - iecP tienen pesos clt' espín 1 y -1, respectinllllcnte.

Cualquier campo vectorial F PUC,dl't'X¡)l'I'sanw ell la forma

(2)

con las componentes F,., FiJ Y Fé determinadas por F,. ;;;: F. é,., I'~ ::;: F. te Y
F~;;;:F . eé' lo cual se deduce de la E(.~.(2) al usar la orto normalidad de la hase
{é,.,co,é.,;}. Dado que é,. y ff}::i: ié~ tienen pesos de espín O y:f:1. las combinaciones
de componentes de F, Fr ::;: F. e,. Y Fe 1: íf~ ::;:F. (ee:l: if,,) tienen pe:-;os de espín
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o y :1:1, respectivamente. Definiendo

(3)

de la Ec. (2) se tiene

F F:. 1F (' ") 1F (' ")= 'rfr + 2" - fS + tf,p + 2" + es - tf,p (4)

que expresa a un campo vectorial arbitrario F en términos de componentes que
tienen peso de espín definido. Si F es real, entonces F_ = F+, donde la barra.
denota conjugación compleja.

Los operadores tJ y fJ aplicados a una cantidad r¡ que tenga peso de espín S, se
definen por [2-4J

1) , O ( O i O) ( -,~=-sen -+--- ~sen O)00 senO01>

1)" -, O ( O i O) ( , O)r¡ == -sen - - --- r¡sen .00 senO01>
(5)

La canlidad or¡ liene peso de espín S + 1, mienlras que <111 tiene peso de espín s - 1.
Así, por ejemplo, iJFr tiene peso de espín 1 y fJF+ tiene peso de espín cero. Los
operadores gradiente, divergencia y rotacional, que en términos de las coordenadas
esféricas tienen expresiones un tanlo complicadas:

'Vf Of, 1 af . 1 a¡ ,= -O e, + -00<8 + --OO~e.,
r 7" f'sen 'f'

1 O ,. l a 1 OF.'V. F = --(r f~) + ---(F, senO)+ ---,r' Or rsenOM rsenO 01>

1 [O. OF,] , 1 [ 1 OF, O(rF.)]'VxF=-- -(f.senO)-- e,+- ~----- f,
r senO 00 01> r senO01> 8r

+ ~ [O(rF,) _ OF,] f.
r Or M

adquieren formas más sf'l.cil1a.scuando se escriben en lénnios de las combinaciones
de componentes y de vedores que lienen peso de espín definido. Usando las defini-
ciones (3-5), lomando en cuenta que Fr, F+ Y F_ tienl!1lpesos de espín O, 1Y -1,
respectivamente, y que cualquier campo escalar f tiene peso de espín cero, se halla
de las Ecs. (6) que

~f Of, 10-f(' ") Il)f(' ")v = -er - - fe + ze,p - - es - re~Dr 2,' 2r
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1 a, 1 1 -

V'. F = r' ar(r F,) - 2raF- - 2raF+

V' x F = -2
1 (iJF_-aF+)e, + _1 [aa(rF_)+aF,] (e. + ie,,)
Ir 2lT r

- 2:r [:r(rF+)+aF,] (e. - ie,,). (7)

Empleando ahora la identidad V' x (V' x F) = V'(V' . F) - V"F. 1M Ecs. (7) y
el que lJl) = re cuando actúan sobre cantidades con peso de espín igual a cero (en
general, si TI tiene peso de espín .5, 00" -lJtJr¡ ;;;;;:205'7), se obtiene

, [ala" l,~ 1 1-].V' F = -a -, -a (r r.)+ -,uuF, + "",iJF_+ "",iJF+ <.
Y' r 7' r r- r-

+ [21r~',(rr'-) + 2~,tJaF- - r1,aF.] (e. + le,,)

+ [..!-aa',(rF+) + ~a.3F+ - .!,ar~] (e. - ie,,).
2r r 2r r

(8 )

Esta expresión para el laplaciano de un campo vectorial puede compararse con la
que resulta directamente de las Ees. (6), la cual puede obtenerse fácilmente de la
Ec. (8) si se sustituyen las Ecs. (3) y (5). La simplificación adicional que se consigue
con la expresión (8) al resolver la ecuación vectorial de Helmholtz proviene del uso
de los armónicos esféricos con peso de espín, ,Yim, que para valores enteros de s
son funciones dadM por [2-41

,Yím =

[
(1- S)!] '/' iJ'y,
(1+ s)! 1m.

, [(1 + ,,)1] 1/' __, ,
(-1) (I-,,)! iJ l/m.

o,

-1 S s S O

1"1 > l.

(9 )

donde Yím denota los armónicos esféricos usuales, los cuales son funciones con peso
de espín igual a cero. Debido a que {} y [) cambian el peso de espín en + 1 Y -1,
respectivamente, de la definición (9) se ve que "Tím tiene peso de espín s. (Nótese
que olím = Y¡m.)
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La Ec. (9) es equivalente a las relaciones

Ü(.Y,m) = [(1- 8)(1 + 8 + 1))1/' .+IY,m

- 1/'Ü(,Y'm) = -[(1 + 8)(1- 8 + I)J .-1 Y,m.

Combinando estas dos últimas igualdades se halla que

W(.lím) = -(1- s)(l + s + 1).Y,m

W(.Y,m) = -(1+ s)(I- 8 + 1).Y,m.

(10)

(11 )

Los factores numéricos incluidos en las Ecs. (9) y (10) son factores de normalización
de tal manera que, para un valor de s fijo, los ,,\ím (con 1 = Isl,lsl + 1, ... , m =
-1, -1 + 1, ... ,1) forman un conjunto ortonormal

(12)

suponiendo que los armónicos esféricos usuales \ím que aparecen en la Ec. (9) están
normalizados. Además, el conjunto de los "Yím, con s fijo, es completo (2] en el
sentido de que cualquier función 1(0, ¡J,) con peso de espín s puede expresarse como
combinación lineal de ellos:

00 1

f = L L alm(,Y'm),
'=I"lm=-l

(13)

donde los coeficientes alm son constantes que, debido a la orto normalidad de los
.Y,m [Ec. (12)]' están dados por

["r
alm = Jo Jo .Y,m(O, t/»f(O, t/»sen OdO dt/>.

(Las Ecs. (10-14) son válidas también para 8 = :t.l/2, :t.3/2, ... [2-4J.)

3. Solución de la ecuación vectorial de HelmholtZ

Procediendo ahora a resolver la ecuación vectorial de Helmholtz

V'F + k'F = 0,

(14)

(15)

en virtud de la completez de los armónicos esféricos con peso de espín, cualquier
solución de la Ec. (15) puede expresarse como combinación lineal de soluciones de
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la forma

F, = Jífi+l)f(r)Y,m(O, <p)

F+ =9,(r),Y,m(O,<P)

F_ = 92(r)-1lím(O, <p)

(16)

donde el factor Jífi+l) se introduce por conveniencia y se ha empleado el que
Fr, F+ Y F_ tienen pesos de espín O, 1 Y -1, respectivamente. Sustituyendo las
Ecs. (16) en la Ec. (8) y mediante el uso de las relaciones (10) y (11) así como de la
independencia lineal de {cné9 + ié~lé8 - ié~} se obtiene de la Ec. (15) el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

d 1 d 2 1(1+ 1) 1 1 2
---(r J) - --f - -91 + -92 + k f=O
dr rZ dr r2 rZ r2

1 d2 1(1+ 1) 1(1+ 1) k2
--(r92) - --92 + --f + -92 = O
2r dr2 2r2 r2 2

1 d2 1(1+ 1) 1(1+ 1) k2
--(r9Il - --91 - --f + -9' = O
2rdr2 2r2 r2 2

(170)

( l7b)

(17c)

donde se supone que 1 es un entero mayor que cero. ya que para 1 ;;;;;O las expresio-
nes (16) se anulan le£. Ec. (9)].

Sumando las Ecs. (17&) y (17c) se obtiene una ecuación que sólo involucra a
9) + 92, mientras que en la Ec. (17a) aparece la combinación 92 - 91. Esto sugiere
la introducción de las combinaciones

G= 91+92
- 2 '

H " 92- 91.
2

( 18)

Así, sumando las Ecs. (17b) y (17c) se llega a la ecuación desacoplada

( 19)

cuya solución general es una combinación lineal de la.') funcion('s esféricas de Bf~SSel

j¡(kr) y n¡(kr) O de las funciones esféricas de Hankel hf1l(kr) y hl21(kr):
G(r) = Aj¡(kr) + Bn¡(kr),

donde A y B son constantes arbitrarias (véase, por ejemplo, la Hef. ¡51).

(20)
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Por otra parte, si se reescribe la Ec. (17a) y se restan las Ecs. (17b) y (17c) se
halla que

d'{ + ~ df_ 2f _ 1(1+ 1) f + 2ll + k'f = O
dr~ rdr r2 r2 r2

d'll 2dll 1(1+1) 21(1+1) 2
-+-----ll+ , f+kll=O.
d1'2 l' dr 1'2 1'~

(21a)

(21b)

Para desacoplar las Ecs. (21), la primera de ellas se multiplica por una constante
indeterminada). y se suma con la segunda, obteniéndose

[
d', + ~~ + k' _ /(1 + 1)] (>.f + Il) + [2/(1 + 1)
h~ l' dr. 1'2 ). ]

>..j H
2 -, + (2.\h = O.

r r
(22)

Si se escoge). de tal manera que los coeficientes de ).f y de JI en los dos últimos
términos sean iguales entre si, es decir,

2/(/ + 1)
.\

2 = 2.\, (23)

entonces en la Ec. (22) aparece solamente la combinación ).f + IJ. Como se ve
fácilmente, la Ec. (23) tiene las dos soluciones). ;::;1 y ). = -1- 1, que sustituidas
en la Ec. (22) dan las ecuaciones desacopladas

[
d', + ~~ + k' _ (1 - 1)1] (lf + Il) = O (24a)

dl'- l' dI' 1'2

[d', +~~+k2_ (1+1)(1+2)] (1l-(l+1)f)=O (24b)
d1'~ l' dr 1'2

que equivalen a las Bes. (21).
Las Ecs. (24) tienen precisamente la forma de la Ec. (19), por lo que sus solu-

ciones gellerales pueden expresarse como

If(1") + 11(1")= Cj,_,(h) + DU/-I(h)
(25)

donde e, D, E Y F son constantes arbitrarias. Por lo tanto. de las Ecs. (16), (18).
(20) Y (25) se obtiene la solución, para 1> O,
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F+ ; [Aj¡(kr) + Bn,(kr) - [[+ 1 (Cj¡_,(kr) + Dnl_,(kr))
2 + I

-2/: I (Ej,+¡(kr) + Fn¡+,(h))] ¡}ím(O,"')

F_ ; [Ajl(kr) + Bn¡(h) + .!.--/+ I (Cj,_,(kr) + Dn¡_,(kr))
2 + I

+_/ - (Ej¡+,(kr) + Fnl+l(kr))] _¡ Y¡m(O, .,,).
2/ + I (26)

En el caso en que 1 = O, las componentes F:f. son iguales a cero y, en lugar de
la Ec. (16), se propone una solución de la forma

F, ; f(r), (pnra ¡ ; O), (27)

que no depende de las variahles angulares puesto que para 1 = O. m sólo puede ser
igual a cero y Yoo es una constante. Sustituyendo las Ecs. (2i) en la Ec. (8), de la
Ec. (15) se obtiene

[
<12 2 <1 2 ,]- + -- - ., + k- f; Od1.2 l' dr r~

[eL Ec. (21a)J, cuya solución gencral puede escribirse como

f(,.); Aj¡(kr) + Bn¡(kr)

(23)

(29)

[cf. Ecs. (19) y (20»), donde A y B son constantes arbitrarias.
Las Ecs. (26) se simplifican considcrablemente si, además de satisfacer la ecua-

ción de Helmboltz (15), F tiene divergencia igual a cero. Sustituyendo 1", Ecs. (26)
en la expresión para V' . F dada en la Ec. (7), uSnndo las Ecs. (lO) y lns relaciones
de recurrencia

I I
-Z¡(x);;¡--/ I [:¡_,(x) + :,+¡(x)]x _ +
dz, I
-<1 (x); -¡-I/z¡_¡(x) - (/ + l)zl+¡(x)),
x 2 + I

PO)

donde las %1 son cualesquiera de las funciones ji. ni, h~i) o h~2) (véase, pOI'ejemplo,
la Ref. (5)), se halla que la divergencia de F es cero si y sólo si

E; -C, F; -D. (:JI )
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Sustituyendo las Ecs. (31) en (26) y usando las relaciones (30) se obtiene

F, = Jl(i+1) :r [Cj¡(kr') + Dn¡(kr)] Yí",(8,.p)

1';. = [Aj¡(kr) + Bn¡(h) - J..-.'!-r(Cj¡(kr) + IJn¡(h))] ,Y¡",(8,.p) (32)kr el,.

[
. 1 d. ]F_ = AJl(kr) + Bn,(h) + kr drr (CJ¡(kr) + Dn¡(kr)) -1Yí",(8, .p).

En cambio, en el caso con 1 = O, don<le la solución de la ecuación vectorial de
Helmholtz está dada por las Ees. (27) y (29), de la Ee. (7) se ve que si k ¥ O Y
\7 . F = Oentonces F = O.

Por medio de las Ecs. (7), (10) Y(11) se comprueha que, en términos del operador

l
L=rx-;-V',

1

el campo vectorial dado por las Ecs. (32) equivale a

donde

,p, '" -[tri + l)jl/'(;\j¡(h) + Bn¡(kr))}'¡m(O,.p)

,pz '" -[/(1 + 1)JI/2(Cj¡(kr) + Dn¡(h))}ím(O,.p)

(33)

(34)

(35)

las cuales satisfacen la ecuación escalar de Helmholtz: (V2 + k2)tPI,2 = O.
La expresión (34) es conocida en el electromagnetismo en relación con el de-

sarrollo del campo electromagnético en multipolos. En ausencia de cargas y de
corrientes, las ecuaciones de ~Iaxwell para el vacío implican que cada uno de los
campos eléctrico y magnético ticne divergencia igual a cero y satisface la ecuación
vectorial de Helmholtz si 5(' supoue q\le los campos tienen una dependencia armónica
en el tiempo. De acuerdo con lo seilalado arriha, solamente en el caso estático
(J... = O) es posible tener campos multipolarcs electromagnéticos con 1 = O; en
otras palabras) la radiarióll electromagnética es una superposición de multipolos
con 1 2: 1. Frecuentemente Sl' parte de la expresión (34), o de alguna equivalente
a l~ta, y se demuestra que F satisface la. Ec. (15) si tPl y tP2 obedecen la ecuación
escalar de Helmholtz (véanse, por ejemplo, Ia.sRds. [6,7)). Por medio del enfoque
seguido aquí, además de deducirse la Ec. (34), se concluye que la expresión (34) es
la forma más general de las soluciones de la Ec. (15) tales que V' . F = O(pa.ra un
tratamiento alternativo, véase la ReL [8)).
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Usando la identidad 'V x ('V x F) = 'V('V . F) - 'V2F, se cOlllprueha fácilmente
que si F satisface la ecuación vcctorial de Helmholtz y \7 . F == O entonces \7 x F
también satisface ambas condiciones; de hecho, F debe tener la forma (3.1), donde
cada térmio satisface la ecuación vectorial de Helmholtz y tiene divcrgencia igual a
cero luego, usando la identidad arriba mencionada, resulta que

,
'V x F = 'V x (L~'I) + I:'V x ('V x (L~,,))

l ? l 2= 'V x (L,p'¡- I:'V-(L'¡") =" x (L,p'¡ + I:k L,p,

= ik [L,p, - ~'V x (L~,'¡] ,

lo que significa que, excepto por el factor constante ik, \7 x F tiene la misma forma
que F con ,p, en lugar de ,p, y (-,p'¡ en lugar de ~".

4. Solución de la ecuación vectorial de Laplace

Usando los resultados de la sección anterior se puede hallar la solución de la ecuación
vectorial de Laplace V2F == O, la cual se obtiene de la Ec. (15) al hacer ('n ella J.: = O.
(Nótese que la solución de \72F = Ono se puede obtener al tomar simplemente k == O
en las Ecs. (26) y (29).) Al proponer una solución de la forma dada eu la Ee. (16)
para 1 > 0, mediante los mismos pasos seguidos después de dicha ccunción. cn el
presente caso se llega a las Ecs. (19) y (24) con 1..-= O. Las soiuciollL'Sgellcrales de
estas ecuaciones son G = Ar' + Br-(I+I), [/ + H = Cr'-I + D,.-I, 11- ([ + 1)/ =
Erl+1 + Fr-(f+2), donde A, B, e, D, E Y F son constantes. Por lo tanto. para
[ > O,

F. - Vi(T+T)[C 1-,+ Dr-I _ E ,+, _ F -(I+')j}' (O "')
r - 21 + 1 r r r 1m, ¥

F = [Arl + Br-(I+') - ~(Crl-I + Dr-I)+ 2[ + 1

[ (E '+1 F -(1+'))] }' (O ~)- 21 + 1 l' + r 1 1m , 'f'

F_ = [Arl + 1J,.-(I+I) + ~(Crl-l + Dr-I)
2[ + 1

+2[ ~ 1(Er'+
1 + Fr-(I+'l)] -, lím(O, if,)

es solución de la ecuación vectorial de Laplace [eL Ec. (26)].

pi)
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En el caso en que 1= O, la solución tiene la forma (27), donde f(r) satisface la
Ec. (28) con k = Ocuya solución general es f(r) = Ar + Br-

2
• Luego, para 1= O,

D = O = E. (39)

es solución de la ecuación vectorial de Laplace.
De las Ecs. (7) resulta que el campo vectorial F dado por la Ec. (37) tiene

divergencia igual a cero si y sólo si

Sustituyendo las Ecs. (39) Y (37) se llega a

F _ JIff+:TI ~(C 1 - F -(l+I))Yí (O~)
r - 21 + 1 r r r 1m' 'fJ

F+ = lAr' + 8r-(I+1) - 21~ \ ~ :/(Crl - Fr-(l+I))]I Ylm(O,4» (40)

F- = lArI + Br-{'+I) + 21~ \ ~ :/(Crl - Fr-(I+I))]_, Y'm(O, 4»

lo cual, comparando con las Ecs. (32) Y (34), significa que
(4\ )

donde

,;" := -[1(1 + \)r1j2(Ar' + Br-('+I))y'm(O,4»

'¡":= -ll(1 + I)r,j2(2/ + \)-I(Cr' - Fr-{'+1))Y'm(O,4»

(42)

(43)

las cuales satisfacen la ecuación escalar de Laplace: l\T2W1,2 ;: O. En el caso con
1 = O, la solución de la ecuación vectorial de Laplace está dada por la Ec. (38) y,
como es fácil ver de las Ecs. (7), su divergencia vale cero si y sólo si A = O; por lo

que si l\T . F ;: Ola solución se reduce a

Además de su aplicación a los campos multipolares electromagnéticos mencionados
en la sección 3, las soluciones de la ecuación vectorial de Helmholtz dadas por las
Ecs. (26), (29) Y (32) son útiles para resolver las ecuaciones de Maxwell-London

5. Ejemplo
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de la superconductividad en aquellos problemas donde los superconductores tienen
fronleras adecuadas a las coordenadas esféricas. Como ejemplo, a continuación se
considera el problema de una esfera superconductora de radio a colocada en un
campo magnético originalmente uniforme igual a Bok (d. Re£. [9]). En la región ex.
terior a la esfera los campos de inducción e intensidad magnética, B y H, satisfacen
las ecuaciones V. B = O,V x H = O,con B = poH (en el sistema de unidades ~IKS
racionalizado). De las segunda de estas ecuaciones sigue que H es el gradiente de
alguna función: H = -V</J*, por lo que B = -llOV,p* y de V. B = O [(..'Sulta que
V2,p* = O.Colocando el origen del sistema de coordenadas en el centro de la esfera,
debido a la simetría axial del problema y puesto que, cuando r -. 00, B tiende a
Bok, 1J*puede expresarse corno

fi =~41r 80 , .b _ 1+1 .
= - --rYIO + ¿ --blr ( )YIO'

3 /'0 21 + 1
1=0

Dado que B = -1'0 'V1>', de las Ees. (4), (7) Y (10) se halla que

8,p' fi1rr, ¿= ~1rr -(1+'),B,=-1'0-8 = -BoYIO+¡'O (/+1) --bl,' -YIO
r 3 2/+1

1=0

Ilo * Aro =B+=-i]<P =- -B01YIO+¡'0¿
r 3

1=0

h/(1 + 1)b r-(1+2) y
21 + I 1 1 10 (44 )

B_ = 1'0 iJ,p' =
r

[eL Ees.(37)).

rs; =V -iBa -1 YIO - /lo¿
1=0

4r.1(/+ l)b,.-(l+2) Y
21 + 1 I -1 10

En el interior de la esfera, B debe satisfacer la ecuación V2B = (1 f ,\'!)B. donde
>. es la profundidad de penetración (9J; esta condición se convierte en la Ec. (15) si
se hace k = l/i>'. Puesto que la divergencia de B es igual a cero, el campo B es
una superposición de soluciones de la forma (:J2) con k = lfi>. Ym = O. debido a
la simetría axial, donde sólo pueden aparecer las funciones JI ya que las '11 divergen
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en r = O:

13, =f .fifl+ij>'it C) }ío
1=1

~ [ ( r ) i.\ d . ('.)]B+ = L A¡j, i.\ - -;:-dr rC/}I i.\
1=1

, Y¡o (45 )

~[ (r) i.\d . (r)]13_ = L A,), i.\ + -;:-drrC/}I i.\ -,Y¡o
1=1

La continuidad de B en la frontcra de la esfera implica que, en r = a, cada una de
las componentes (44) sea igual a la componente respectiva cn las Ecs. (45); por lo
que, dcbido a la indcpcndcllcia lincal de los armónicos esféricos con peso (le espín,
los cocficiclltes de cada "YIO CII las Ecs. (44) Y (45) deben ser iguales entre sí cuando
se evahían en r = a. De estas condiciones resulta que los ünicos coeficientes distintos
de cero son b1 y GI, Yque éstos están relacionados por

ff~ ff~ 3 i.\ [d ( r )] I- -[Jo + I'o -b,a- = -- -rC,), .,-
3 3 a dr 1). r=a

Usando que

(r) (.\2 r.\ r)JI -:- = i -:)senh - - -cosh - •lA r- .\ r A

se hallan los valores

:lBoa3 (A a A' 1)bl = -- - coth - - - - -
'lIto a ). a2 3

JG,; ('l) 80
G1=--=--.

scnh ('l)

Puesto que en la Ec. (44) solamente parecen términos con 1 = 1, el campo magnético
en el exterior de la esfera corresponde al campo de un dipolo magnético superpuesto
al campo uniforme original.
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6" Caracterización de las soluciones separables

Al igual que en el caso de la ecuación esci\lar de lIelmholtz
1

la existencia de soluciones
separables para la ecuaciól] \"ectorial oe Helmholtz en coordenadas esféricas está
relacionada con la invariallcii\ del operador (V2 + 1.:2) bajo rotaciones. Sill embargo,
mientras que para un campo escalar Ij.') ('1 decto oc una rotación alrededor de un eje
Íl por un ángulo 0:, 1l(1;;o). C:itá dado por

[H(i,; o)~'](e) 0= !/J(H(il; -o)(e)),

donde solamente se rota en sentido negativo al punto donde se evalúa el campo 1/.-1,
al efectuar la rotación /l(ú; Q) un campo vectorial F se transforma en

[H(j,;o)F](e) = H(j,;o)[F(II(j,; -o)(e))]' (H)

donde además de rotar el punto donde sc evallí¡-¡ el call1po F hay qlle rotar talllbi/'n
el valor de F, que es un n'celo!".

La invariancia del operador (V2 + 1..2) bajo rotaciones significa qlle ('st(' opera-
dor conmuta con cualquier rotación. de tal manna que si F satisface la ('cuación
('92 + k2)F = O elltonces R(I;: n)F talllbiéu lo !lace Yi\ <¡tic. por la SlljlIlCSt<\ COll-
mulalividad, (\" + k')[H(il:ll)F] = H(i,;o)[(\" + k')F] = O, Así, si F si/lisfare la
ecuación de Ilelmholtz, enlonn's (\,2 + ;"'!.)[R(il; n)F] = O para cualquier valor de o.
Derivando esta lí!tima igu¡ddad COl! l"t'sp('clo i\ o. puesto que dldo. y V:.! conlllutan,
resulta que t;[R(tl;n)F] talnlli(:'ll es solución de la eCllación de llellldtoltz: por lo
tanto, si definilllos el opera,do!" ,h lJI(,diallll' la relación

,¡f • I.I,¡FO=I-¡ [H(ll;ll)Fj ,
(n n=1l

(48)

donde el factor i se introduce para tener concordancia con las cOllvencioJlt's usadas
en la mecánica cuántica, se ve que para cualquier \'ector ti el operador ,h aplicado
a una solúción de la ecuación vectorial de Helmholtz produce otra solución de la
misma ecuación.

Usando qu(' para un vector cualqui('ra b

NI j,; ll)( h) = (I'OS ll) h + I 1 - I'OS II )( i, ' h)Íl + ("'11 l\ ),; x h,

de acuerdo a las definiciont's (-17) y (-18) Y a 1<1 J"('glil de la cadena reS\\ltil <jll('

Ji, F = (ti. r x ~V) F + ih X F

= (Íl' L)F + ij, x F. (19)

donde L está definido ('JI lit E(. (:n). EII el It'nguaje ('Illplt'<-I<io ('n lit lJl('cáIllC(l
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cnántica (en unidades tales que h ::: 1) Jil es el operador de momento angular
total alrededor del eje ;l, el operador ;1 . L corresponde al momento angular orbital
alrededor de ñ y el último término en la Ec. (49) corresponde al momento angular
intrínseco, o de espín, del campo F alrededor del eje ñ.

Las componentes carlesianas de L expresadas en términos de las coordenadas
esféricas están dadas por

(a a)L1 == i . L ;:: ¡sen 1>¡JO + colOras ~ 8ó '

[ . L'( .1) O .a)"2 == ) . ;:: 1 - cos 9- + cot. sen 1J~) ,DO ( Ó

. iJ
['3 '" k. L = -; IN,'

(50)

como puede verse de la defllli<:ón (3:3)mediante el uso de la regla de la cadena. Luego,
si F es un campo vectorial dado en la forma (.t), y si se exprL'Sanlos vedares i,j, ¡.
como combinaciones lineales de {C"C8,C",} en la Ec. (49) se obtiene, por ejemplo,

J,F '" J;F = [¡F + ii x F

= L¡(F,c, + V-(c, + ic.l + ~F+(c, - ic"l)
+ i( sen O cos rjJcr + cos (}cos 1>e8 - sen epc~)

Tomando en cuenta las relaciones

(51 1

a(l, + il.)
DO = -("

(Jer-;:: senOe
a1> .'

a(l, + ic.)
a1>

-iscnOcr - icosO(ce + ie4J),

(52)

que pueden deducirse escribiendo a ir, ce y e~como comhinaciones lineales de i. j,
Y k, y empleando las Ecs. (50), mediante un cálculo directo de la Ec. (51) se llega
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a una expresión muy simple:

(L F )' 1 ( cos q, ), .•= 1, e, + '1 L1F_ + senOF- (e. + le,,) (53)

donde el operador Ll actúa solamente sobre las componentes de F.

La Ec. (53) lleva a la siguiente definición: si r¡es una cantidad con pe30 de espín
s, el operador )1.1) está dado por

(,) cos q, (. a. a cos q,)J, q=L1q-s--oq= !SenO-a +lcotOcosq,-a -s--o q
sen u () 4> sen u

(54)

(cf. Ref. [41, seco 5), luego, debido a que F" F+ Y F_ tienen pesos de espín O, 1 Y
-1, respectivamente, la Ec. (53) equivale a

Jl(F,i, + ~F_(i. + ji ••) + ~F+(i. - ji ••))

(J(O),,), I(J(-I)F )(' .,) '(J(I)F )(' .. )= 1 rr e, + 2" 1 - c8 + le~ + 2" 1 + e8 - le~ . (55)

Procediendo en forma similar con J2 = Jj Y Ja == JI;, se halla la expresión general,
para k = 1,2,3,

Jk(F,i, + 4F-(i. + ji ••) + ~F+(i. - ji ••))

= (J¡O)F,)i, + W¡-l) F_)(i. + ji,,) + 4 (J¡l)F+)(i. - ji ••). (56)

donde los operadores Ji') están definidos por la Ec. (54) Y

(,) sen q, (a a sen if»J2 q= L2q-s--'I= -jcosif>,,+icotOsenif>o~ -s--O q
sen O uf) u,+, sen

(57)

para cualquier cantidad r¡ con peso de espín igual a s. La Ec. (56) muestra que los

operadores J1') no cambian el peso de espín de la cantidad sobre la que actúan.
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Para un valor de s fijo los operadores Ji') satisfacen las relaciones de conmu.
tación

(58)

y, por consiguiente, los operadores J1') y J(.)2 '" Jl.)2 + Jj.)2 + J].)2 conmutan
entre sÍ. De las Ees. (54), (57) y (5) se ve que [4J

J(.)2 = -~+s(s+l) = -OO+s(s-l) (59)

y de las Ees. (11) se concluye que los armónicos esféricos con peso de espín s son
eigenfunciones de J(.)2 con eigenvalor l(I + 1):

(.)2 ()J .v,m = 1 1+ 1 .v,m'

Al mismo tiempo, los J'Yím son eigenfunciones de J~")con eigenvalor m:

(60)

(61 )

Así, finalmente, de las Ecs. (56), (60) y (61) se deduce que las soluciones separables
de la ecuación de Helmholtz que tienen la forma (16) son eigenfunciones de los
operadores h y J2 '" Ji + Ji + Ji con eigenvalores m y l(I + 1), respectivamente:

=mF

J2F = (J(O)2F,)i, + W(_l)2 F_)(ie + ii.) + ~(J(1)2F+)(ie - ii.)

=1(I+1)F

En forma recíproca, puesto que las eigenfunciones no divergentes de J($)2 y J~")
son los "fíml se deduce de la Ec. (56) que los campos vectoriales que son eigen.
funciones de J2 y h tienen la forma (16) o (27). De acuerdo con las Ecs. (62), los
valores de 1 y m en la solución (16) están relacionados con el cuadrado del momento
angular total de F y la componente z del momento angular total, respectivamente.
(Para seguir la notación usada en la mecánica cuántica, debería emplearse "'r en
lugar del índice "1".) Es fácil convencerse de que los resultados obtenidos en esta
sección son igualmente válidos para el caso de la ecuación vectorial de Laplace.
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7. Observaciones finales

La scparaLilidad de las ecuaciones vectoriales de Helmholtz y de Laplacc en coorde-
nadas esféricas ocurre gracia." al empleo de ciertas combinaciones de componentes
del campo. las cuales se construyen con base ('11el COllccptc de peso de espín. Los
armónicos esféricos con peso de espín SOIl titiles para resolver las ecuaciones de
campos de cualquier espín y ticnen varias ventajas sobre otros objetos existentes
en la literatura, tales como los armónicos esféricos vectoriales y tensoriales y los
espinares armónicos esféricos.
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Abstract. The vector IIplrnholtz l'quation is solvcd in sphcrical co-
orr!illal('s by tlle method of sf'paration of varialJl('s makillg use of the
spill-\\'pi.c;ht('d splH'rical harIllollirs. It is ('xplirilly showlI lhat an)' soll!-
lioll (lf th(' \"('rlor Helmholtz ('<¡Il<llionwilh vallishin¡?; di\"Ngcncc can he
(,X¡H('ss('d ill tnlllS of two sralar polclltials that satisfy lhe Helmholtz
equ<ltioll. It is also showll that tlll' sf'parahle solulions of lhe vector
Helmholtz equatioll in splll'ric<tl coordill<tt('S are eigenfullctions of the
sqllare of lhe lolal angular mOIlH'ntUIJI and of th{' z-component of the
total angular momentum. Analo,l!;ous rf'!'ults for the vector Laplare equa-
tion are obtained.


