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Resumen. Se presenta nn<l [OfIllU!;u"iúll hallliltonianO{ par;-¡ la teoría
clásica de rampos más ;unplia C¡lll' la qUl' :-;(' d('riva de la formulación
lagrangiana. Se define ('\ parélllesis dI' Pois~olL entre funcionales del
campo y Sí' T('lac:ion<l.n las simetrías dl' la h"llli1toniana con cantidades
conservadas. ('omo ejemplos ~(' considerau la ecnación de Schrodillger,
las ecuaciones de t>.laxwl'1l y la de I\or\l'wt'~-dt' Vries.

PACS: 03.50.-z; 03.40.-1

1. Introducción

La t.eoría clásica de campos se present.a usualmente en la forma lagrangiana en
relación con la electrodinámica clásica o como una et.al)(l preliminar para la teoría
cuántica de campos. Dado que en tales aplicaciones se exige que las ecuaciolles de
campo consideradas sean compatibles con la rciativid,H! especial, la formulación
lagrangiana resulta muy conveniente ptI('sto que permite tratar en forma similar a
las coordenadas espaciales y al t.iempo, de t.al mancra que la covariancia de la t<'oria
bajo las transformaciones de Lorcntz pucde cxhibirse ('n forma explícita.

La teoría clásica dc campos puede ('xpresars(' tamhi(~n en una formulación ha-
miltoniana quc tiene UIla estructura más rica y más amplia que la de la formulación
lagrangiana. Sin embargo. es poco lo quC' se cncucntra usualmente acerca de la for-
mulación hamiltoniana dc la tcoría clásica de campos a pesar de ser bien conocido
el que la mecánica clásica hamilt.onié-lllé-l sirve de guía, para cuantizar un sislelll<l
mecánico.

El propósito de este art.ículo es el de presentar la teoría clásica de campos en
forma hami1toniana, dando cjemplos de la utilidad de est<l formulación en algunos
casos en los que la formula.ción lagrangiana t.i(,lli' deficiencias, En la Ser. 2 se pa.rte
oc la formulación Ia.grangiana para obtener la forma hamilt.oniana de las ('cu,l('ioncs
del campo, tratando ambas formula<.:ioncs ('Il coordenadas cHr\"ilínc<-Is arbilrari¡~s. A
continuación se define el pa¡,(;Iltesis de I'oissoll y pn la SeCo :1 se muestra la forma
de obtener funcionales del campo que son const.antes de movimiento indllcidas por
transformaciones que d('jan illyariallte la hamiltolliana. En la Sec .. 1 se dan i11~IHlOS
ejemplos que rnucst.rall ];-l forllla en que se aplica ('1 formalismo desarrollado (l'[IIÍ. ,\
lo largo del artículo se (,lllp1ea la COIl\TIlCiólI de SUlIla sobre (lda Índice que <-Ipan-c('
repetido ('JI llll mismo término. Los Índices i.j, k .... , correTl de 1 a :l: los Índices
(1,b .... , corren de I a m y los Índices 0, ;3, .. ,. corn'tl de I aH.
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2. Formulaciones lagrangiana y hamiltoniana de la teoría clásica de campos

La configuración de un campo se (¡escribe mediante \lila o más variables definidas
en alguna región del espacio, cuyos valores dependen del tiempo. En el caso de
un campo vectorial, tensorial o cspinorial, las variables que representan al campo
pueden ser las componentes de éste respecto a alguna base específica. Las com-
ponentes del campo serán dcnoladas por 111,'12, ... , 11m, donde m es el nllmero de
variables independientes escogidas para caracterizar el campo, con cada componente
r¡a siendo una función (de valores reales o complejos) de la posición y del tiempo:
1]a = 1]a(r, t). La forma explícita de esta" funciones está determinada por las ecua.
ciones del campo las cuales, en la mayoría de los casos de interés, son sistemas
de ecuaciones diferenciales parciales de orden no superior al segundo que pueden
escribirse en la forma

8C. d 8C. ti 8C.
8~. - dxi8(8,,/.) -di8~. =0 (a= 1.2, ...• m) (1)

donde c.. es una función de las componentes TIa' de sus primeras derivadas BITla _
&r¡a/8Xi, ~a == 8T1a/8t Y posiblemente de las coordenadas Xl y del tiempo t, los
símbolos d/dxl y d/dt representan, al igual que en el resto de este artículo, derivadas
C¥>nrespecto a Xl y t tomando en cuenta tanto la dependencia explícita como la
implícita en esas variables. La función c.. recibe el nombre de densidad lagrangiana.

Las Ecs. (1) son las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a la fUllcional

(2)

siempre y cuando las coordenada..;; rl s('an curio;iunu," o ITctilill('as, donde d,' ('S

el elemento de volumen usual (en coorclcni\c1i\s carteSii\IlaS, du:= d.r1 d.r'!d.rJ). Esto
significa que de entre todos los conjuntos de funciones '/d.rl, t), ... ,11m(1.1, t) que
tienen un mismo valor preasignado en la frontera de la región de integración en (2),
aquellos que hacen que 1 tenga \In valor extremo, o un valor estacionario, satisfacen
las Ecs. (1) (véase, por ejemplo, la Hef. /11). Si las xi son coordenadas curvilíneas
cualesquiera entonces, de la misma manera en que se deducen las Ecs. (1) a partir
de la variación de (2), se baila

(a = 1,2, ... ,m) (~)

donde (d/dxi)t es el operador adjunto de (d/dr') definido ('n la forma lIsual em-
picada en la mecánica cuántica; es decir, si f(r) y g(r) son dos fun(ion('s que tiendell
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a cero en el infinito entonces (dldxil' es aquel operador lineal tal que

(4)

donde, como en lo sucesivo, la integral se extiende sobre lodo el espacio. Expresando
a dv en la forma dv = Jdx1dx2dx3, donde J es el jacobiano de las coordenadas xi

con respecto a las cartesianas (por ejemplo, J = r2 sen O si las xi son las coordenadas
esféricas r, O y,,), e integrando por partes el lado izquierdo de (4) resulta que

(5)

lo que significa que: (d/dr,)I¡ = -J(d/dI')(Jf), para caulquier función ¡. En el
caso en que las xi son coordenadas cartesianas, J :;;;;1 y (dfdxi)t = -d/dxi, con lo
que las Ecs. (3) se reducen a (I). (La función J equivale también a la raíz cuadrada
del determinante del tensor métrico (9i))).

Un concepto muy útil en lo que sigue es el de derivada funcional. Si F es una
funcional de las componentes del campo que tenga la forma

F= J :F(~"D,~.,8i8,~" ... )dv (6 )

siendo:F una (unción que depende de las componentes del campo r]aYde sus deri.
vadas parciales BiT/al 818jT/a == 82T/a/8xi8xj l"" hasta algún orden finito, entonces
la derivada funcional de F con respccto a T/a, denotada por hF/hT/a está dada por

8F D:F (d)1 D:F ( d )1 ( d)1 8:F
8~.= 8~.+ dI' D(D,~.)+ dI' dI' fJ(8,8,~.)+ ...

por lo que si las coordcnadas Xl son cartesianas

8F D:F d D:F d2 8:F
-= ------+-------_ ....
8ry. O~. d.T' D(D"I.) dI'dI' D(D,8,~.)

(7)

(8)

Dcbido a que F t.s la integral de F, la función F es una densidad de F. (Cabe
recalcar <¡Uf' (-'ti dIado izquierdo de (7) y (8) aparece la funcional F mientras que en
el lado derecho aparece la densidad F). Usando la derivada funcional y definiendo
f. '" J (,1< .• las Ecs. (1) Y PI equivalen a

H d bL
---- =0
6". di 6~.

(a = 1,2, ... ,m) (9)
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con éL/biJa definida en forma análoga a (7) y (8), reemplazando J}a por tia y tomando
en cuenla que e no depende de las derivadas de ~a.

Procediendo ahora en forma análoga a la seguida en la mecánica clásica para
pasar de las ecuaciones de Lagrange a las de Hamilton (véase, por ejemplo. las
Reís. [1,2]) se define el momcnto conjugado a la componente TIa como

8C
1ía = a~a' (a = 1.2 ....• m). (10)

Puesto que [, es una función de 1](1' 8.7/a. i¡a, Xl Y f. la Ec. (10) expresa a 7r/1(omo

función de 'la, 8iTJa, r,a y posihlemente de Xl y t explícitamente. Si di('ha~ (,XJln~ioll(,s

pueden ¡nvertirse para escribir a 1;a en función de '1a, rJ1'/a, ira, .1,1 y t ('111011(('5 la
densidad hamiltoniana 1{ está definida por

( 11 )

donde las i¡a se eliminan CII favor de los momentos l'l'ü, tle tal manera que h sea
función de TIa, 0,11a, l'l'a, T' y 1. Por consiguiente, la diferencial de 'H est.á dada por

8H OH OH 8H, DH
dH= .,,-d~,+ .,,-;;--)d(Di~')+ .,,-d., + ~dx + "..-dl. (12)

UTJa o( (JI 1/11 U7i a uT ut

Por otra parte. de las definiciones (11) y (lO) se tiene que

.. 8C 8C
dH= ',d~,+ ~,d., - 8~,d~,- 8(8,~,)d(8,~,)

8C. 8C i 8C- -dll - -dx - -diO';a ti v.rl Dl

. 8C 8C DC , DC
= ~,d., - .,,-d1/,- .,,-;;--)d(8,~,)- .,,-dx - -dt.

or'a u(ulTla ux' DI

lo cual, comparado con (12), lleva a las identidades

OH 8C
Dr'a = - ('hit, ,

8H .n- = TJa,V,,
OH 8C
oxi = - aIi' 8H 8C

7iI = -DI

(1:1a)

(¡:l/,)

Empleando las ecuaciones del campo en la forma (3), de las Ecs. (1:11/) y (10)
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e llega a

es decir,

. aH (d)1 aH 6U, ---- - ------,- a,/, dx; a(a,ry,) 6ry,

donde 1/ es la hamilloniana, definida por

JI :; J Hdv.

(14 )

(15)

Similarmente. de (13b) y (7). 'i, = 6J1/6". Así, las ecuacioues del campo pueden
escribirse en la forma

. 61/
'1a=-'DÍ< a

(a = 1.2, .... m). (16)

Estas ecuaciones, que tienen una forma similar a la de las ecuaciones de Ilamilton
de la mecánica clásica, equivalen a la....,Ecs. (1) o (3) si la relación entre Toa Y ~a dada
por (10) es invertible (lo cual, por ejemplo, no ocurre en los casos de la ecuación de
Schrodinger y de las ecuaciones de Max\ ••..cll).

Puesto que para alguna.., aplicaciones la forma (16) no es adecuada. conviene
considerar estructuras hamiltonianas más generales que la asociada COIl las Ecs. (16).
COII este propósito se puede comenzar por escribir las En;. (16) de tal manera
que las variables aparezcan en lIna forma más simétrica. Introduciendo las varia-
bles 4>t,4>2,'" ,tP2m, definidas por (tPl,4>2,'" ,4>2m) == (711,'" ,7/m, 1T't" .. ,1T'm), las
Ecs. (16) equi\'alen a

con

(o = 1,2, ...• 2m) ( 17)

(18)

donde 1 es la matriz identidad 7Il x m {eLReL [2}, Ecs. (6) y (8)]. La generalización
de las Ecs. (li) que se considerará en el resto de este artículo se refiere a sistemas
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de ecuaciones de la forma

. ólf
4J. = D., ó4Jp• (o = 1.2•...• n) (19)

donde n, el número de variables que determinan el estado del campo, puede ser par
o impar y donde las DaD son constantes o funciones de las coordenadas u operadores
diferenciales con coeficientes constantes o dependientes de las coordenadas, sobre las
cuales se impone cierta restricción que se deriva más adelante [Ec. (23)]. La densidad
hamiltoniana 'H puede depender de riJo I 8¡4>a, xi y t mientras que las variables 1JQno
necesariamente son componentes del campo o momentos conjugados a ellas. Como
se muestra en los ejemplos que se dan en la Sección 4, dadas las ecuaciones para un
campo específico se escogen las variables 4>0 y las ecuaciones del campo se llevan a
la forma (19) identificándose entonces la. harniltonia.na. y las Dap.

Si F es una funcional de la forma

(2tl)

entonces la derivada de F con respecto al tiempo es

dF J [fJF . fJF. fJF]dt = fJ4J.4Jo+ fJ(fJ;4J.)fJ,4J.+ ... + Ot dv.

Integrando por parles, suponiendo que las derivadas de :F tienden a cero en el
infinito, se tiene

dF J [fJF (d) t fJF ] . J fJFdt = fJ4J.+ dx; fJ(fJ.4J.)+ ... 4J. dv + Ot dv

= J óF ~. dv + J fJF dv = J óF D.p óH dv + J fJF dv
ó4J. fJt ó4J. Ó4Jp fJt

fJF= {F.Il) + Ot (21)

donde se han usado las Ecs. (7) y (19) así como la definición del paréntesis de
Poisson

(22)

con fJF/fJt '" J(fJF/fJI)dv.
Para que el paréntesi, de Poisson ,ea anti,imétrico (¡.c., {F,G) = -{G.F)) es
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n cesario que la expresión (22) sea igual a

J 6e 6F J (-' 6e) 6F- {e, F} = - 6<poDop 64>pdv = - Dop 64>0 6<ppdv

= _ J (IT 6e) 6F dv
po 64>p 6<po

donde D~p es el .djunto de Dop [cL Ec. (4)], lo que significa que Dop = -D~o o,
equivalentemente,

t -Dop = -Dpo' (23)

En el caso en que las DolJ sean constantes o funciones (i.e., no sean operadores
diferenciales) las restricciones (23) equivalen a que la matriz (Dap) sea antisimétrica
(como ocurre en las ecuaciones canónicas (17) y (18)). Debido a que se ha supuesto
que las Dop no dependen de l.s <Po> el paréntesis de Poisson (22) satisface l. iden-
tidad de Jacobi:

{F,{e,I\}} + {e, {I\,F}} + {K,{F,e}} = o. (24)

La validez de (24) puede demostrarse por un largo cálculo directo o más brevemente
con el formalismo de muilivectores funcionales {3].

Expresando el valor de 4>0en un punto específico r' como una funcional de las
v.riables del campo en l. forma

<po(r',/) = J 60p6(r - r')<pp(r,/)dv

de la Ec. (7) se ve que

64>0(r',/) _, '( _ ')
64>p(r, /) - °oPO r r,

por consiguiente, de la definición (22),

{4>o(r',/),<;!p(r",t)} = J 60,6(r - r')D,,(r)6p,6(r - r"}dv

= Dop(r')6(r' - r").

En el caso en que las ePa sean ....ariables canónicas con

(25)

(26)
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las DaD están dadas por la Ec. (18) así que las relaciones (26) cqui\'alen a

{r¡,(e',t),~¡(e",t)} = O = {r.,(e',t),r.¡(e",t)}

{r¡,(e',t),r.¡(e",t)) = óQPó(e' - e")

mientras que, de acuerdo a la definición (22),

j(ÓFÓG ÓFÓG){F,G} = --- - -- d"
DIla 67ra fJr.a D1}a

(27)

(d. Ref. [1]) que tiene \lila forma muy similar a la del paréntesis de Poissoll de la
mecánica clásica cuando éste se expresa en coordenadas canónicas. Las Ecs. (27)
son análogas a las relaciones de conmutación que se postulan para los operadores
correspondientes a las variahles canónicas al cuantizar una teoría clásica de campo
(véase, por ejemplo, la Ref. [4]). Dichas relaciones de conmutación se proponen
usualmente por analogía con las relaciones conocidas de la nl('cánica cuántica. Por
supuesto, las variables que aparecen en (26) y (27) no son operadores sino funcioIles
de valores reales o complejos, y las relaciones (26) son resultado de la definición (22),
sin hacer uso de los métodos empleados usualmente que involucran desarrollos en
términos de conjuntos completos de funciones o divisiones del espacio cn celdas.

3. Simetrías y cantidades conservadas

Asociadas con las transformaciones contínuas que dejan invariante la hamiltoniana
H existen cantidades conser\"adas expresa bies como funcionales de las variables del
campo. Esta relación entre simetrías y leyes de conservación es análoga a la que s(:
obtiene en la formulación lagrangiana de la teoría de campos (véase, por ejemplo.
la ReL [4]) y la deducción es también similar.

Bajo una familia de transformaciones parametrizadas por ulla variable ,s, tales
como traslaciones por una distancia s en alguna dirección o rotaciones por UIlángulo
s alrededor de algím eje, tanto las variables tlJo como posihlemente las coordcnadas
xi y el tiempo t se transforman de alguna manera, convirtiéndose en funcioncs del
parámetro s: ~O(S),XI(S),¡(s). Por ejemplo, denotando por T(á;$) la operación de
traslación en la dirección del vector á por una distancia ,", la aplicación de 7'(0.;8)
sobre una función cualquiera J(r) produce una función trasladada T(a; .••)! dada
por [T(a;s)/](e) " /(T(a;s)-I(e)) = /(T(a; -s)(e)) = /(e - sal. Esta definición
equivale a que el valor de la función trasladada T(a; s)1 en el punto r' que se
obtiene trasladando un punto r (i.e., r' = T(á; s)r) sea igual al valor de la función
original en el punto e: [T(a; s )/](e') = /(e); por lo tanto, puesto '1ue e = T(a;" )-1 e',
(T(a; s)/)(e') = /(T(a;s)-le'), '1uees la definición dada arriba. Si las q,Q son compo-
nentes de un campo vectorial, tensorial o espinorial respecto a la base inducida por
las coordenadas cartesianas entonces, debido a que tales bases tienen orientación y
normalización constantes en todo el espacio (i.e., son invariantes bajo traslaciones),
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el efecto de T(ajs) sobre ~o esta dado, al igual que en el caso de un campo escalar,
por [1'(á;8)<po](r) = <po(r - sá); así que bajo las traslaciones 1'(a;s) las variables
ePa se convierten en funciones del parámetro s dadas por ~a(s) = T(a;s)4'al lo que
significa que, en este caso,

[~0(8)J(r) = <po(r- sal. (28)

Las expresiones para las cantidades conservadas asociadas con las simetrías de
la hamiltoniana se obtienen de la relación básica que se deriva a continuación. Supo.
niendo que se tiene una familia de transformaciones dependiente de un parámetro s
tal que la transformación correspondiente a s = Osea la identidad, denotando por
il(s), ~o(s), Oi<Po(8), xi(s) y i(5) el efecto de dichas transformaciones sobre H, <Po,
Oi</>o,x. Y 1, respectivamente, y lomando en cuenta que il(s) = H(~0(s),8i<Po(S),
x'(.), i(.)) por la regla de la cadena resulta que la derivada de il(.) con respecto a
s en s = O es

"j,() D1í -') OH (8-)' ) OH -i' ) 8H-,
" O = 8</>0</>0(0+ 0(8i<Po) '</>0 (O + 8xix (O + a¡l (O),

usando que en s = O las variables ~o(s), j;1(S) y i(s} se reducen a 4>0'xi y t, Y que
cualquier derivada parcial de i( como, por ejemplo, Di(/D</>o evaluada en .5 = O se
reduce a 8H/8</>0. Por lo tanto, de las Ecs. (7) y (5) se obtiene la relación

(29)

donde se ha supuesto que

(30)

lo cual 110 es válido en general pero se cumple para traslaciones y rotaciones rígidas,
para transformaciones de LorclItz o de Galileo y para transformaciones "internas"
que sólo afeden a las variables 4>0y no a ;r' y a t. Si las ~o son componentes
vectoriales o tensori'llc!'j la igualdad (:jO) es válida sólo si las i'(s) dependen lineal.
mente de las xi. El que (30) HO sea aplicable en gem.'ral se debe a que </>0 y D¡<po se
transforman de maneras distintas.

El siguiente paso para hallar cantidades conservada.....•consiste en utilizar las
ecuaciones de evolución (1U) para que aparezcan las derivadas con respecto al tiempo
de las variables <Po; sin embargo, el <¡uelas DatJ puedan ser operadores diferenciales
dificulta el poder expresar {)J1/8</>0 en función de las Jo de una manera generaL En
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el resto de esta sección se considera el caso en que las DatJ son constantes y en la
siguiente sección se tratan ejemplos de los que las Do¡J son operadores diferenciales.

Si las D.p son constantes, de la Ec. (19) sigue que

(31)

donde (!l.p) es la matriz inversa de (D.p): D.p!lp> = 8.,. La Ec. (23) requiere
que (Dop) sea una matriz antisimétrica y consecuentemente (flaP) también es anti-
simétrica. Debido a su antisimetría, si (Do¡3) es real o múltiplo de una matriz real,
para que (DofJ) tenga inversa es necesario que el número de variables Ón sea par
(véase, por ejemplo, la Ref. [5]). Dc (31) se tiene entonces que el primer térlllino del
lado derecho de (29) equivale a

donde se ha usado el que no;] =: -f!¡Jo Y se ha supuesto, en furrna similar a (:30),

que f.~~(O) = (J.)'(O) y además, que

ñ~p(O) = O

donde ñop(s) se define de tal manera que f!o;J¿;1Óo sea UIl escalar.
Sustituyendo (32) en la relación general (29) se obtiene

(:n)

( - 1 - -')' d (1 ,,) 1 d [ a'H " ]
'H(s) + 2!l.P<PP<P. (O) = di 2!l.P<PP<P.(0) + J dx' J a(a,1>.) ".(0)

a'H. a'H.
+ -;'''(0) + -t'(O). (31)ax' al

Al integrar sobre todo el espacio el segundo término del lado derecho de la ecuación
anterior, el cual es de la forma ~(d/dx')(J RI), el resultado es cero si las componentes
del campo y sus derivadas tienden a cero en el infinito, ya que sustituyendo dv ;;:
Jdx1dx2dx3 e integrando por partes la integral equivale a una de superficie:
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Por lo Innlo, inlcgrnndo !Óbl'e lodo ('\ espacio ambos lados de la Ec, (34) se halla
<¡lIe, en el caso particular ell que las D08 son constantes,

(36)

aH " iJH -, ]--, -j (O) - -1 (O) dv.
d.r' al

lhando la Ec.(:JG) se pu('(J¡. Wf ahora qué cil.nt.idad se conserva si 'H es invariante
bajo trasl()cioll('S en "lgunil. din'cción (1. De la Ec. (28), por medio de la regla de la
cad('na. se halla que si ¿<t(...•) dl'llota las variahles del Glllll o después de efectuar una
traslación por Illlil dist.allcia .' ('11la dirección tI ClllolI("(.:'S, en términos de coordenadas
car!csiit[](Is .1"'.

1';~(O)](r) =
d4Jolr - sil) I

d., .'1=0
[
(_"</>_0 (r _ sil) _d (_x'_' -_5_(1'_)] I
fJ.rk ds .,=0

k fJQ" .= -(1 -, (r) = -(l' \7</>,,(r)
¡Jr

(3i)

con expresiones similares para las derivadas con respecto a s que aparecen en (36),
sustituyendo rl/(lJ-k ('JI lugar dc DjiJ.é si la función depende también implícitamente
.1(' las coordenadas. I':n particular. ;'(0) = O )' (aH¡ax').i"(O) = (aH¡iJx') X

(_(ll..a.rija.rl..) =: -(/'ilHj¡J.r'. lo (,llit! \'<11., ("('ro d,'hido a la iTlvariall(ia de 1í bajo
tl'ilslaeiolle:" C'l! la clip'ccicíll ;1. Lil El', (:Hi) i1l1plicil ('lItOJJc('S qlle

[eL Ec. (:1.'»]: 10 <¡ue significa <¡IW

(:lS)

SOll lils COlllPOII(,lltcs (ilrksi,ltl<tS dd IllOllH'llfo lineal del CillllPO y que (l PI.. es U:1a

COllstank dt, moviml('nto si 'H es invariante bajo trilslaciollcs en la dirc(ciólI n.
:\ partir de las E<'s, (S) y pt:) St' VI' qm'

(:l9 )
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[e£. Ec. (19)1; por consiguiente para una funcional F dada por (20)

= - J (d:F - a:F) dv = J a:F dv = a Fdxk axk axk - axk
(40)

[d. Ec. (21)], donde se ha integrado por parles el término d:F/dxk. Combinando
ahora las Ecs. (21) y (40), la antisimetría del paréntesis de Poisson y el que la
densidad de PI. no depende explícitamente del tiempo sino sólo a través de las
variables del campo [Ec. (38)) se halla

dPk aHdi = {Pk, H} = -{l!, Pd = - axk (41 )

que tiene una forma. similar a las ecuaciones de Hamilton ordinarias y puede ob-
tenerse también directamente de (36). Cuando las 4>& son las variables canónicas
(~¡,...,~m, "1, ... , "m), la matriz (Do~) está dada por (18) Y (no~) = -(Do~), por
lo que la expresión (:l8) adquiere la forma estándar [1,4,6]

(42)

donde la última igualdad se obtiene integrando por parles.

Al efectuar una traslación en el tiempo por un tiempo s, las variables 90 se
transforman de acuerdo a Jo( r 1 t) = ~o (r, t + s) por lo que

-, [a</>o d(t+s)]1 a</>o[</>a(O)](r)= &/(r,t+8) ds ,=0 = &/(r,t)

[cL Ec. (37)J con expresiones similares para las derivadas con respecto a s de las
demás cantidades, con djdt en lugar de ajat para funciones que dependan implícita
y explícitamente del tiempo. Luego, si 1í es invariante bajo traslaciones en el tiempo
entonces OH/at = O y sustituyendo en la Ec. (36) resulta que

~ J'Hdv = Odt (43)

lo cual se deduce también de (21) dado que {Il,l/} = O por la antisimetría del
paréntesis de Poisson.

Denotando por R(ñj s) la operación de rotación alrededor del eje n por un ángulo
s, la aplicación de R(njs) sobre una función escalar J(r) lleva a una función rotada
R(ñ;s)j definida por [R(ñ;s)jJ(r) '" j(R(ñ;s)-l(r)) = j(R(ñ;-s)(r)). Por otra
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parte, se puede ver que para cualquier vector b

R(ñ;s)b = (cuss)b + (1 - coss)(ñ. b)ñ + (sens)ñ x b. (44)

Por lo que si las <PO' representan campos escalares (no son, por ejemplo, compo-
nentes de algún campo vectorial, tensorial o espinorial) y si ~O'(s) denota las va-
riables del campo después de efectuar la operación R(ñ; s), es decir, [J.(s)](r) =
1>.(R(ñ; -s)(r)) entonces usando (44) y la regla de la cadena se obtiene

[J~(O)](r) = d1>.(R(ñ; -s)(r)) I = -ñ. r x V1>.(r)
ds .,=0

= -V. [ñ x r1>.(r)]

(45)

con una expresión similar para la derivada con rspecto a s de cualquier campo
escalar. Integrando por partes la expresión - J V . [ñ x r(1t + !n.p1>p~.)Jdv, que
aparece en el lado derecho de la Ec. (36), el resultado es cero; por consiguiente, si 11
es invariante bajo rotaciones alrededor de ñ el penúltimo término del lado derecho
de (36) se anula, con lo que se obtiene

(46)

Por 10 tanto, en este caso (campos escalares y DO'p constantes),

(47)

son las componentes cartesianas del momento angular del campo. De las expresio-
nes (38), (40) Y (47) sigue que

{P" P¡) = O, (48)

mientras que de (46) y de la definición (22) un cálculo directo da

(49)

En el caso en que las 4>0'son componentes de algún campo vectorial, tensorial o
esp~norial,al efectuar la operación R(ñj s) las variables 4>0'se transforman de aCUffrdo
a [1>.(s)](r) = (R(ñ;s)].p1>p(R(ñ; -s)(r)), donde los [R(ñ;s)].p son los elementos
de la matriz que representa el efecto de la rotación R(ñjs) sobre las componentes
del campo. Definiendo las matrices Si mediante la relación

(50)
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donde las ni son las componentes de ñ, y lomando en cuenta que [R(ñ; O)ICl"~ == DolJ
se halla

[~~(O)](r)= -ñ. r x \7<1>o(r) + n'S,op<l>p(r). (.51 )

Por olra parle, para que flopJp¿o sea un escalar es necesario que las ñQpestén dadas
por l1op(s) = [R(ñ; -s)],o[R(ñ; -s)j.pO, •. Por lo tanto, usando la definición (50).
la condición (33) equivale a Si)Or!l.8 + SiMOab = O, es decir,

(52)

(Esta condición significa que la estructura hamiltoniana definida por DO'I3 0, equiva-
lente, por flaP es inv<lrianle bajo rotaciones.) Siguiendo ahora los pasos indicados en
el párrafo anterior se ve que, con las condiciones (52) satisfechas, las componentes
cartesianas del momento angular están dadas por

(53)

las cuales se cOtlservan si Ji es invariante bajo rolaciones. El término - ~nopSkni1J1J x
4>.., en el integrando de (53) corresponde a la densidad de momento angular intrínseco
o de espín del campo.

De la Ec. (53) y las condiciones (52) resulta qne

(54)

Ic£.Ecs. (39) y (51)J. Empleando las Ecs. (40) Y (53) se ve fácilmente qne las relacio-
nes (48) siguen siendo válidas y de (53) y (54), usando repetidamente la condición
(52) y la integración por partL"S,se halla en la Ec. (49) se cumple siempre y cuando
las matrices SJ.; satisfagan las relaciones de conmutación

(55)

En el caso de campos de espín 1/2 las matrices SI; son, o equivalen a, matrices
diagonales en bloques con cada bloque siendo -~l1k o su complejo conjugado, donde
las l1k son las matrices de Pauli.
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4. Aplicaciones

a) La ecuación de Schrodinger

La ecuación de Schrodinger

-~'V',p + V,p= ih~
2m

(56)

puede considerarse como la ecuación para un campo escalar (complejo) t/;(r,t). Es
fácil ver que el lado izquierdo de (56) equivale a hll/6'0 con

• h2 <} - -,mentras qnc Mf/ó,p = ,,'V-,p + V,p, lo cual dc acucrdo a (56), suponiendo que
.ffl • •

V cs rcal, significa quc óll/ó,p = -ih;¡'. Por lo tanto, la Ec. (56) y su compleja
conjugada ticnen la forma hamiltoniana (19) con 4>1 =,,p, 4>, =,,p, H dada en (57) y

1 ( O(Do~) = ih -1

la cual satisface las condiciones (23).
Es importante señalar que la Ec. (56) puede escribirse también como

(58)

que tiene la forma (19), sin necesidad de introducir la variable t:P2 = tf; sin embargo,
en esta forma, DII = (ih)-I TIO satisface la Ec. (23) Y, por 10 tanto, no define
una estructura hamiltoniana. Por otra parte, la Ec. (56) y su conjugada pueden
expresarse ell la forma lagrangianit (9) con r..;:::¥;(tftb - J,t/J) - ;1~1vtf. Vlj; - tfVt/J,
donde las componentes TJo son T/l ;::: Ij;, '12 = tf; pero los momentos conjugados 1ra,

definidos por (lOL resultan ser 1r1 ;::: ~tb,1r2 = -~tjJ, así que las variables '10' 1ra no
son independientes cntr"" sí y el formalismo hamiltoniano usual es inútil. En cambio,
la formulación presentada en e\ párrafo anterior, basada en la Ec. (19L se aplica
sin dar lugar a inconsistencias y, C0ll10 se muestra enseguida, lleva correctamente a
muchos otros resultados.

Primeramente, de las Ecs. (2G) y (58) se deduce que

{,p(r',t),t;\(r",t)) = O = ¡¡),(r',t),¡),(r",t)},

{t;\(r'.t),J'(r".t)} = (il,)-Ió(r' - r").
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En segundo lugar, la matriz inversa de (58) es

-1)O ' (59)

por lo que de la Ec. (38) se ve que las componentes cartesianas del momento lineal
están dadas por

(60)

que es precisamente la expresión bien conocida en la mecánica cuántica. Similar-
mente, de (47) y (58) se halla que las componentes cartesianas del momento angular
son

j- ,h8,p
L¡ = ,p'kl,X -:--8 dv.

o 1 xl

Si A Y B son operadores hermíticos, éstos definen las funcionales

(61)

(A) =' j lfiA,p dv, (B) =' j lfiB,p dv

conocidas como valores esperados de A y B, respectivamente (de hecho, las CX;)fC-

siones (57), (60) Y (61) tienen esta forma). Claramente, 6(A)/6lfi = At/> Y debido a
que A es hermítico, se puede escribir (A) = J(A,p),pdv; por lo lanlo 6(A)/6t/> = M'.
De la definición (22) y de (58), usando el que A y B son hermiticos, se halla entonces
que

Ij- - Ij-{(A),(B)}= ih (MB,p-A,pBt/»dv= ih t/>(AH-IJA)t/>dv

1= ih (lA, E))

(62)

IcL Ref.[2], Ec.(41)]. Esta relación significa que los valores esperados de los operado-
res hermiticos con la operación del paréntesis de Poissoll forman \lila representación
del álgebra de Lie de los operadores hermíticos con la operación del ("Ollllllltador
dividido por ih.

Finalmente la hamiltoniana II [Ec. (57)] es invariante bajo las transformaciones
~l(S) = e"1>, = e"t/>, ~2(S) = e-"1>2 = e-"lfi para las cuales ~',(O) = il/J, ~\(O) =
-i~.El integrando en el lado derecho de la Ec. (36) vale cero, por lo que de dicha
ecuación resulta la ley de conservación

dj-di t/>t/>dv= O.
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b) Las ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones para el campo electromagnético sin fuentes en el vacío, están dadas
por

1 .
-E = \' x B,
e

\'. B = O,

1 .
-B = -\' x E,
e

'V. E = O.

(63a)

(63b)

En términos de las coordenadas cartesianas y de las componentes cartesianas de E
y B, las Ecs. (63a) equivalen a

donde

y similarmente

11 '" J 81~(E' + B')dv

(64)

(65)

(66)

Las Ecs. (64) y (66) tienen la forma (19) con 11 definida por (65) y, escogiendo
(1)1, ... ,1>6) '" (E1,E"E3,131,I3,,133), la matriz (f)op) está dada por

K)O ' (67)

donde H es la matriz ;3 x :1 definida por Hi} == ,t¡rCf,k}8k. Puesto que ai = -al;,
A",tJ = -4í7C(,kJ8k = .1r,C(Jkl8k = ¡{Ji y, por consiguiente, los operadores DoD

satisfacen las condiciones (2:1).

Como se sabe, las ecuaciones de Maxwell sin fuentes pueden obtenerse de (9) con
la densidad lagrangiana (. = t(E2-B2), donde los campos E y B deben expresarse
ell función de los potenciales,p y A como E = -V,p ..•..~Á, II = V x A. Sin embargo,
dado que (. no depende de ~, el momento conj ugado a ,p vale cero y el formalismo
hamiltoniano usual no es aplicable, a menos que se impongan condiciones adecuadas
sohre los potenciales.
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De las Ecs. (26) y (67) se ohtienen las relaciolles

{E,(r',I),E}(r",t)} =0= {B,(r',t)./J}(r"./)},

{E,(r'.t)./J}(r".t)} = Üc<,,}~,ó(r' - r")
DI'

y de la definición (22) sigue qlH'. para cualc¡uier p<lr de fUlIcionales F y (;.

(68)

(69)

Aun cuando ('11 las Ees. (G:{-G!1) 110 aparecen los pokllciall's d('1 call1po pkctro-
magll(;tico -lo cual ('S llllil \Tlltaja- éstos pueden illtrodllcirs(' ell 1" plTsente
formulaciúlI. Si se ('scogr Hila Ilorma ('11 la que O -:;:;(] y \'7 . A -:;:;O. 1'1 polt'lIcial
A está dado por

, I J v x B(r)
A(r) = - lid •.

li:' 1'-1"

(se puede ariadir en diado den.'cho de esta ('cuación ('1 gradit'lIt(, <\(' ulla fUllción
armónica independiente dd tiempo. sin alterar la.-, condiciolH's df' 1I0rJlIil illll)llt'stas);
por lo tanto, usando la Ec. (8),

y de (69) resulta que Id. EL (~'))l

{E",(r", t), Adr'. t)) = /ó""ó(r - r")/,,} (_-'--.,,,,1,_1_) d.,
. Ü Ir - r'l

iJ iJ I
- -o (Id--
- 1/11)) iJJ,I,1 a.t'It Ir" - r'¡

11 I i):! 1
.lr.cb" J.b(r - r) + ('-------

I a.r'IA: a.r"m 11'/1 - 1'11

(iD)

(eL ReL 14), p. i2; Hef. 161,p. 10.50).
Las expresiones para el momento lineal y el momento angular del campo se obtie-

nen de la relación (29), En el caso de traslaciones en la dirección del eje.cA:, el primer
término en el lado derecho d(' la Ec. (29) es [d. Ees. (:17) y (65)]: -t;(I~,iJkE, +
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B¡DkIJ¡). Para utilizar las ecuaciones de la evolución temporal (63a), el término
Eia,Ei se reescribe como ~E,(a,Ei-a,E>l+~E,(a,Ei+a,E>l = iEi"i,(-~Bj)+
ia,(EiE;)+ ~a;(EiE,),donde se han usado las Ecs. (63a) y (63b), con una expr(.'Sión
similar para fl,8kB¡. Sustituyendo en (29), con 'H = 8

1'1:(E2 + B2
) se llega entonces a

que f.(,~,'h,EiBj) = a;Ti:'), donde Ti!:() '" ,',[E;E, + BiB, - HE' + D')6;,J son
las componentes cartesianas del tensor de esfuerzos de Maxwell; por consiguiente,
al integrar sobre lodo el espacio resulta que dP,j dt = 0, donde

(71 )

Puede comprobarse fácilmente, usando las Ecs. (63b), que la normalización de Pk es
la correcta viendo que l\;,6?,j6I3, = -aE;/ax' y (-l\ij)6?,j6E, = -aI3;/ax',
las cuales son análogas a la Ec. (39) tomando en cuenta (67).

Bajo Ulla rotación R(;,;s) cualquier campo vectorial F(r) se transforma en
[F(.<)](r) '" H(ñ;s)[F(R(ñ;-s)(r))j, con la acción de HU,;,) estando dada por la
Ec. (.14); por lo tanto [cL Ec. (45))

[F'(O)](r) = -ñ. r x VF(r) + j, x F(r).

Luego, para rolaciones alrededor del eje xk, el primer término del lado derecho de la
El [ . 1 .
c. (29) es - h E;(",(x'a(E, + ",(E¡) + I3'(',,(X'a/I3; + 'hlB/)] = - •• ',,/X'(Ei

8(E¡ + B,8lB¡), debido a la antisimclría de la (kil. Puesto que 1{ es un escalar, el
lado izquierdo de (29) es igual a -ir(',,/x'H) [cL Ec. (45)); así que, siguiendo los
pasos del párrafo anterior, dLkldt == O con

Las ecuaciones de ~taxwell con fuentes pueden expresarse también en la Cor.
ma (19) usando la estruclura hamiltoniana definida por (67). Introduciendo un
campo vectorial Z tal que

y haciendo

v .Z = -4r.p, Z=4r.J, (73)

y",E+Z

las ecuaciones de ~taxwell con fuentes

(74)

4r. 1 .
V x D = -J + -E,

c c

V. B =0,

1
V x E = --D,

c

V. E = 41fp,
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puede escribirse como

1 .
V'xB=-Y,

e

'V. B = O,

1 .
'V x (Y - Z) = --B,

e

'V. y = O,

(750)

(75b)

en términos de los campos Y y B, cuyas di\'crgcncias son cero [d. Ecs. (63)]. Para p y
J dadas, las Ecs. (73) son integrables ya que, ell virtud de la ecuación de continuidad,
la derivada con respedo al tiempo de la primera es igual a la divergencia de la
segunda. Usando (~¡,... ,~6) '" (VI, 1" V3, l3¡, l3" 11,) corno variables del campo,
se ve que las Ecs. (750) lienenla forma (19) con (Dn~) dada en (67) y 1í.= t;(V'-
2Y. Z + B').

e) La ecuación de l\odeweg.de Fries

La ecuación de Korteweg-dc Vries

(76)

representa la evolución de diversos sistemas COII dispersión débil y no linealidad
cuadrática. Esta ecuación puede expresarse como

con

u _ i- (_d'u _ u') = d 81/
- dI dI' 2 dI J;;'

J [1 (dll)' 113]11 = - - - - dI.
2dI6

(77)

(78)

La Ec. (77) ticne la forma (19) con <PI = 1l Y DI1 == d/d:r, la cual satisface la
condición (23).

Puesto que la densidad hamiltoniana ('n (78) 110 depcnde explícitamente de :r
existe una cantidad conservada asociada ('011 la invariancia de 11 bajo traslaciones.
El primer término del lado derecho de la Ec. (~9) es, ell este caso, [d. Ec. (37)]
W-( - *) = - ~(u~) + ui:-¥!- == - t( ll¥}) + #t!f, dOllt1(' se ba hecho liSO de (77).
Sustituyendo en la Ec. (29) e integralldo sobre todo ('1(~spa('ioS(~obt.ierw que

(;9)

La densidad hamiltoniana tampoco depende explícitalfll'nte de l, por lo que 11 es
también constante, como puede verse de (21). Cabe agregar que entre las Illucha..<;
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propiedades notables de la Ec. (76) está. la existencia de una infinidad de cantidades
conservadas (ver, por ejemplo, las Rcfs. [3,7) y las referencias citadas allí).

5. Observaciones finales

Aun cuando en la deducción de las expresiones (38), (47), (53), (71), (72) Y (79),
para el momento lim'al y el momento angular, se han usado las ('cuaciones de evo-
lución (19), dichas expresioIl(,s no dependen de la forma que tenga la hamiltoniana
sino que está.n determinadas sólo por las Do¡J, como puede verse de (39), (54) Y las
relaciones análogas a ellas.

Si se permite que las Dot3 dependan también de las variables <Po, el cumplimiento
de las condiciones (23) no implica que se satisfaga la identidad de Jacobi (24). Este
caso más general es de intcrl.'S en el tratamiento de ecuaciones de evolución no
l¡neale.,; [31.

UIl problema no resuelto en forma gencral es el llamado prohlema inverso del
cálculo variaciollal, el cual consiste en determinar cuáles ecuaciones, o sistemas de
ecuacioncs, pueden expresarse en la forma lagrangiana (1) (una descripción de los
resultados obtenidos hasta ahora puede hallarse en la Re£. [3] y en las referencias
citadas allí). Similarmente, St' desconoce cuáles ecuaciones pueden expresarse en
la forma hamiltoniana dada en la Ec. (19). Los cjemplo~ dados en la Sección 4
muestran que la forma harniltoniana (19) es aplicable en algunos casos en los que
la forma hamiltoniana (16), derivada de las Ecs. (1), no lo es.
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Abstract. A hamiltonian formulatioll for the c1assical tlwory of fields
widcr t¡'.lll tlH' ol\e derivcd from the lagrangian formulatioll is prcsented.
The Poissoll bracket bctwffn functionaJs of the field is dcfined and
the s\'rnmetrics of the llami1tonian ar(' re1ated to conserved quantities.
As e~amples the Schrodinger equation, Ma.xwcll's equations and the
Korteweg-dl' Vries equatioll are considered.


