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Resumen. Se presenta una formulacion hamiltoniana para la teoria
clasica de campos mdas amplia que la que se deriva de la formulacion
lagrangiana. Se define el paréntesis de Poisson entre funcionales del
campo y se relacionan las simetrias de la hamiltoniana con cantidades
conservadas. Como ejemplos se consideran la ccuacion de Schrodinger,
las ecuaciones de Maxwell y la de Korteweg-de Vries.

PACS: 03.50.—z; 03.40.—t

1. Introduccién

La teoria clasica de campos se presenta usualmente en la forma lagrangiana en
relacién con la electrodinamica clasica o como una etapa preliminar para la teoria
cuantica de campos. Dado que en tales aplicaciones se exige que las ecuaciones de
campo consideradas sean compatibles con la relatividad especial, la formulacién
lagrangiana resulta muy conveniente puesto que permite tratar en forma similar a
las coordenadas espaciales y al tiempo, de tal manera que la covariancia de la teoria
bajo las transformaciones de Lorentz puede exhibirse en forma explicita.

La teorfa clasica de campos puede expresarse también en una formulacién ha-
miltoniana que tiene una estructura mas rica y mas amplia que la de la formulacion
lagrangiana. Sin embargo, es poco lo que se encuentra usualmente acerca de la for-
mulacién hamiltoniana de la teoria clasica de campos a pesar de ser bien conocido
el que la mecdnica clasica hamiltoniana sirve de guila para cuantizar un sistema
mecanico.

El propdsito de este articulo es el de presentar la teorfa clasica de campos en
forma hamiltoniana, dando ejemplos de la utilidad de esta formulacion en algunos
casos en los que la formulacién lagrangiana tiene deficiencias. En la Sec, 2 se parte
de la formulacion lagrangiana para obtener la forma hamiltoniana de las ecuaciones
del campo, tratando ambas formulaciones en coordenadas curvilineas arbitrarias, A
continuacion se define el paréntesis de Poisson y en la Sec. 3 se muestra la forma
de obtener funcionales del campo que son constantes de movimiento inducidas por
transformaciones que dejan invariante la hamiltoniana. En la Sec. 4 se dan alzunos
ejemplos que muestran la forma en que se aplica el formalismo desarrollado aqui. A
lo largo del articulo se emplea la convencién de suma sobre cada indice que aparece
repetido en un mismo término. Los indices ¢, j,k,..., corren de 1 a 3; los indices
a,b,..., corren de | a m y los indices e, 3, ..., corren de 1 a n.



166 G.F. Torres del Castillo

2. Formulaciones lagrangiana y hamiltoniana de la teorfa clasica de campos

La configuracién de un campo se describe mediante una o mas variables definidas
en alguna region del espacio, cuyos valores dependen del tiempo. En el caso de
un campo vectorial, tensorial o espinorial, las variables que representan al campo
pueden ser las componentes de éste respecto a alguna base especifica. Las com-
ponentes del campo seran denotadas por 51,72,...,7m, donde m es el nimero de
variables independientes escogidas para caracterizar el campo, con cada componente
7a siendo una funcion (de valores reales o complejos) de la posicion y del tiempo:
a = Na(r,t). La forma explicita de estas funciones esta determinada por las ecua-
ciones del campo las cuales, en la mayoria de los casos de interés, son sistemas
de ecuaciones diferenciales parciales de orden no superior al segundo que pueden
escribirse en la forma

,_._,_._._—-———_:0 (a:l,?....,m) (1)

donde £ es una funcién de las componentes 5,, de sus primeras derivadas d;n, =
0na/0z', 1a = Ona/0t y posiblemente de las coordenadas z' y del tiempo t, los
simbolos d/dz' y d/dt representan, al igual que en el resto de este articulo, derivadas
con respecto a z' y ¢ tomando en cuenta tanto la dependencia explicita como la
implicita en esas variables. La funcion L recibe el nombre de densidad lagrangiana.

Las Ecs. (1) son las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a la funcional
I[na(2*,t)] = /c(qa(;.:",z).a,r,,,(.r",z),ﬁﬂ(.z',f),a-".z)dv dt (2)

siempre y cuando las coordenadas z' sean carfesianas o rectilineas, donde dv es
el elemento de volumen usual (en coordenadas cartesianas, dv = dz'dz?dz?). Esto
significa que de entre todos los conjuntos de funciones ny(z,t),...,9m(2',t) que
tienen un mismo valor preasignado en la frontera de la region de integracion en (2),
aquellos que hacen que I tenga un valor extremo, o un valor estacionario, satisfacen
las Ecs. (1) (véase, por ejemplo, la Ref. [1]). Si las z* son coordenadas curvilineas
cualesquiera entonces, de la misma manera en que se deducen las Ecs. (1) a partir
de la variacién de (2), se halla

1 ,
oL (d) oL _doc _ fam 1.2 ] -

on. T \dz') 3(Bms)  didH.

donde (d/dz')t es el operador adjunto de (d/dz') definido en la forma usual em-
pleada en la mecanica cuantica; es decir, si f(r) y g(r) son dos funciones que tienden
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a cero en el infinito entonces (d /d:r")’ es aquel operat]or lineal tal que

JT0 () stwao= [ [(%)tf(r)] o(r) d (@

donde, como en lo sucesivo, la integral se extiende sobre todo el espacio. Expresando
a dv en la forma dv = Jdz'de?dz®, donde J es el jacobiano de las coordenadas z*
con respecto a las cartesianas (por ejemplo, J = 7% sen § si las z* son las coordenadas
esféricas r, @ y ¢), e integrando por partes el lado izquierdo de (4) resulta que

d\'" 1d
(d_) B (5)
lo que significa que: (d/dz')! f = —-}(d/da:')(.]f), para caulquier funcién f. En el
caso en que las z* son coordenadas cartesianas, J =1y (d/d:r:")* = —d/dz*, con lo

que las Ecs. (3) se reducen a (1). (La funcidn J equivale también a la raiz cuadrada
del determinante del tensor métrico (gi;)).

Un concepto muy util en lo que sigue es el de derivada funcional. Si F' es una
funcional de las componentes del campo que tenga la forma

Fi= / B il 2 (6)

siendo F una funcién que depende de las componentes del campo 74 y de sus deri-
vadas parciales 814, 30,1, = 0*1,/02'd27,. .., hasta algin orden finito, entonces
la derivada funcional de F' con respecto a 14, denotada por 8 F'//én, esta dada por

§F  OF d\' ar d\'7 d\' oF
— =t =) =t =] =) ==+ (1)
e On, dz* | 9(dna) dz’ dz7 ) 9(6;0,ma)

por lo que si las coordenadas z' son cartesianas

6F _0F _d _9F | d aoF
e e dz*8(Oime)  dx'dx? 9(8,0;m,)

e (8)

Debido a que F es la integral de F, la funcién F es una densidad de F. (Cabe
recalcar que en el lado izquierdo de (7) y (8) aparece la funcional F' mientras que en
el lado derecho aparece la densidad F). Usando la derivada funcional y definiendo
L = [ Ldv, las Ecs. (1) y (3) equivalen a

5L _d 3L _ g
60 dibna

(B= 11,25t} (9)
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con 6L /61, definida en forma analoga a (7) y (8), reemplazando 7, por 5, y tomando
en cuenta que £ no depende de las derivadas de 7j,.

Procediendo ahora en forma aniloga a la seguida en la mecanica clasica para
pasar de las ecuaciones de Lagrange a las de Hamilton (véase, por ejemplo, las
Refs. [1,2]) se define el momento conjugado a la componente 1)q COMO

o
Mg = af’ﬂs

(a=1,2,...,m). (10)

Puesto que £ es una funcién de 54, 9ing, 7, ' y 1, la Ec. (10) expresa a 7, como
funcion de 7q, dina, fa y posiblemente de ' y ¢ explicitamente. Si dichas expresiones
pueden invertirse para escribir a 7, en funcién de 7,, iy T, T y t entonces la
densidad hamiltoniana H esta definida por

H=7raﬁa_£ (11)

donde las 7, se eliminan en favor de los momentos 7., de tal manera que H sea
funcién de 5,4, 0inq, ma, ' y t. Por consiguiente, la diferencial de H esta dada por

oH aH oH OH oH
. _dB: L et ST 12
dH a%dnw o )d(al’?a)‘l' awﬂd”“* 5+ 5 dt (12)

Por otra parte, de las definiciones (11) y (10) se tiene que

ac ac
dH = madijg + fudr, — —dng — ———d(din,
T e B e B )
ac ac acr
- =—dijy — ——dz' — —dt
PRI L T
ac ac 0L .y 4L
= NadTq — ——dng — =——d(9in,) — —dz' — —dt,
’? Ta 87]3 yi a(a‘n ) ( Yl ) aI, T a
lo cual, comparado con (12), lleva a las identidades
om__oc oo 5o
Ma I’ A Dina) _a(aﬁlu)’ o
L
aﬂ_ = Tlﬂ-) (IA;h)
oH ac aH ac
Ty L0 e | (13¢)
dzt azt ot at

Empleando las ecuaciones del campo en la forma (3), de las Ecs. (13a) v (10)
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se llega a

%-(i)*_&_iié__(_d_)*_a_"f___-
g~ \dr) 3(@ma)  dton.  \dz') 8(dina) e

es decir,

- N

aH d\' oM 6H
=) =~ he

donde H es la hamiltoniana, definida por

H= /’Hdv. (15)

Similarmente, de (13b) y (7), 7a = §H /b7, Asi, las ecuaciones del campo pueden
escribirse en la forma

. oH ) oH
na—z'n‘—a' Wn =0 (3_1121""m)' (16)

Estas ecuaciones, que tienen una forma similar a la de las ecuaciones de Hamilton
de la mecanica clasica, equivalen a las Ecs. (1) o (3) si la relacién entre 7a ¥ 1, dada
por (10) es invertible (lo cual, por ejemplo, no ocurre en los casos de la ecuacién de
Schrodinger y de las ecuaciones de Maxwell).

Puesto que para algunas aplicaciones la forma (16) no es adecuada, conviene
considerar estructuras hamiltonianas mas generales que la asociada con las Ecs. (16).
Con este propésito se puede comenzar por escribir las Ecs. (16) de tal manera
que las variables aparezcan en una forma mas simétrica. Introduciendo las varia-

bles @1, 2, ..., dam, definidas por (¢1,02,- -+ P2m) = (My-e s MmrFLy - ,Tm), las
Ecs. (16) equivalen a

- oH
Go = Dnﬂ%u (a-l,‘Z,...,Qm) (17)
con
(Dnﬂ) = (_OI é) s (18)

donde I es la matriz identidad m x m [cf. Ref. (2], Ecs. (6) ¥ (8)]. La generalizacién
de las Ecs. (17) que se considerara en el resto de este articulo se refiere a sistemas
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de ecuaciones de la forma

oH

éc,:D,,,m, (@=1,2,...,n) (19)

donde n, el niimero de variables que determinan el estado del campo, puede ser par
o impar y donde las D, son constantes o funciones de las coordenadas u operadores
diferenciales con coeficientes constantes o dependientes de las coordenadas, sobre las
cuales se impone cierta restriccién que se deriva mas adelante [Ec. (23)]. La densidad
hamiltoniana H puede depender de ¢4, 9;dq, ' y t mientras que las variables ¢, no
necesariamente son componentes del campo o momentos conjugados a ellas. Como
se muestra en los ejemplos que se dan en la Seccién 4, dadas las ecuaciones para un
campo especifico se escogen las variables ¢, y las ecuaciones del campo se llevan a
la forma (19) identificindose entonces la hamiltoniana y las Dgg.

Si F es una funcional de la forma
F= /f(¢a‘8;¢u,3i6j¢a,...,:ri,t)dv (20)

entonces la derivada de F' con respecto al tiempo es

dF aF - oOF . oF
@ / [«’W’“ t B et W} *

Integrando por partes, suponiendo que las derivadas de F tienden a cero en el
infinito, se tiene

d_F:_j oF (_'i.)i_..?_f._+ b d B_J’d
&t = ) |39, T\@) Boew) T | "*fat v

OF . aF 6F oH aF
*jm¢adv+/'67dv—fm—puﬁ@dv+ Et—dv
JoF

={F,H}+?a—t' (21)

donde se han usado las Ecs. (7) y (19) asi como la definicién del paréntesis de
Poisson

oF 6G

{F?G}E EDG.BE

dv (22)

con dF[dt = [(8F/ot)dv.

Para que el paréntesis de Poisson sea antisimétrico (i.e., {F,G} = —{G,F}) es
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necesario que la expresion (22) sea igual a
- e B O f{ET AR A
{G,F} = fé%Dagwﬂdv— /(Daﬁwa) 6¢3dv
__[(pr G\ éF
= /(D'Baw’ﬁ) 56u dv

donde Dlﬁ es el adjunto de D, [cf. Ec. (4)], lo que significa que Dyp = —D;’,a o,
equivalentemente,

D} = ~Dga- (23)

En el caso en que las D, sean constantes o funciones (i.e., no sean operadores
diferenciales) las restricciones (23) equivalen a que la matriz (D,4) sea antisimétrica
(como ocurre en las ecuaciones canénicas (17) y (18)). Debido a que se ha supuesto
que las D, no dependen de las ¢,, el paréntesis de Poisson (22) satisface la iden-
tidad de Jacobi:

La validez de (24) puede demostrarse por un largo calculo directo o mas brevemente
con el formalismo de multivectores funcionales [3].

Expresando el valor de ¢, en un punto especifico r' como una funcional de las
variables del campo en la forma

dalr 1) = /5036& —r')¢g(r,t)dv
de la Ec. (7) se ve que

d¢a(r',t) _ = 8
W - 60.36(1' E )a (25)

por consiguiente, de la definicion (22),

{da(r', 1), ¢5(r" 1)} = /6,,.,5(r — ') Dye(r)ép8(r — x") dv
= Dop(r')é(r' — r"). (26)
En el caso en que las ¢, sean variables candnicas con

(¢1:----¢‘2m) = (7]1;-~-1qma7rls'°'17rM)=
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las Dyp estan dadas por la Ec. (18) asi que las relaciones (26) equivalen a

{Wﬂ(rlat)y T)b(l‘",t)} =0= {:'ra(r',t),wb(r”,t)}
{rfﬂ(rrvt)s ﬂ'b(l‘”‘i)} = 50,36(r' — I'")

mientras que, de acuerdo a la definicién (22),

8F 6G  6F 8G
{F.G} = f (___f - ——) dv

e bma 8Ty 614
(cf. Ref. [1]) que tiene una forma muy similar a la del paréntesis de Poisson de la
mecanica clasica cuando éste se expresa en coordenadas canénicas. Las Fcs. (27)
son andlogas a las relaciones de conmutacion que se postulan para los operadores
correspondientes a las variables candnicas al cuantizar una teoria clasica de campo
(véase, por ejemplo, la Ref. [4]). Dichas relaciones de conmutacién se proponen
usualmente por analogia con las relaciones conocidas de la mecanica cuantica. Por
supuesto, las variables que aparecen en (26) y (27) no son operadores sino funciones
de valores reales o complejos, y las relaciones (26) son resultado de la definicién (22),
sin hacer uso de los métodos empleados usualmente que involucran desarrollos en
términos de conjuntos completos de funciones o divisiones del espacio en celdas.

3. Simetrias y cantidades conservadas

Asociadas con las transformaciones continuas que dejan invariante la hamiltoniana
H existen cantidades conservadas expresables como funcionales de las variables del
campo. Esta relacién entre simetrias y leyes de conservacion es analoga a la que se
obtiene en la formulacién lagrangiana de la teoria de campos (véase, por ejemplo,
la Ref. [4]) y la deduccién es también similar.

Bajo una familia de transformaciones parametrizadas por una variable s, tales
como traslaciones por una distancia s en alguna direccién o rotaciones por un angulo
§ alrededor de algiin eje, tanto las variables ¢, como posiblemente las coordenadas
z' y el tiempo ¢ se transforman de alguna manera, convirtiéndose en funciones del
parametro s : ¢q(s),3(s),{(s). Por ejemplo, denotando por T'(a; s) la operacién de
traslacion en la direccién del vector @ por una distancia s, la aplicacién de T'(a;s)
sobre una funcién cualquiera f(r) produce una funcién trasladada T(a;s)f dada
por [T'(a;s)f|(r) = f(T(a;s)"(r)) = f(T(a; —s)(r)) = f(r — sa). Esta definicién
equivale a que el valor de la funcién trasladada T(a;s)f en el punto r' que se
obtiene trasladando un punto r (i.e., r' = T(a; s)r) sea igual al valor de la funcién
original en el punto r: [T'(a; s) f](r') = f(r); por lo tanto, puesto que r = T(a;s)~'r,
[T(a;s)f)(r') = f(T(a;s)~'r'), que es la definicién dada arriba. S; las $a son compo-
nentes de un campo vectorial, tensorial o espinorial respecto a la base inducida por
las coordenadas cartesianas entonces, debido a que tales bases tienen orientacién y
normalizacién constantes en todo el espacio (i.e., son invariantes bajo traslaciones),
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el efecto de T/(d; s) sobre gq st dado, al igual que en el caso de un campo escalar,
por [T(@;8)pal(r) = da(r — sa); asi que bajo las traslaciones T'(a;s) las variables
d, se convierten en funciones del parametro s dadas por dals 5) = T(a;s)dq, lo que
significa que, en este caso,

[da(s))(r) = da(r — sd). (28)

Las expresiones para las cantidades conservadas asociadas con las simetrias de
la hamiltoniana se obtienen de la relacién basica que se deriva a continuacién. Supo-
niendo que se tiene una familia de transformaciones dependiente de un parametro s
tal que la trap_s_{g;rmacién correspondiente a s = 0 sea la identidad, denotando por

H(s), éa( ), Didal(s), #'(s) y (s) el efecto de dichas transformaciones sobre M, ¢a,
Oiba, ¢' y t, respectivamente, v tomando en cuenta que H(s) = (&a(s),(ﬁ,(s),
i'(s),{(s)) por la regla de la cadena resulta que la derivada de H(s) con respecto a
sens=10es

- doH
R(O0) = 5d,(0)+

B’Hﬂ, 87—{-
3(0ida) (3.) @+ agt O+ 540,

usando que en s = 0 las variables ¢,(s), #'(s) v {(s) se reducen a ¢y, ' yt,y que

cualquier derivada parcial de H como, por ejemplo, 3?‘{/0:}50 evaluada en s = 0 se
reduce a H/d¢4. Por lo tanto, de las Ecs. (7) y (5) se obtiene la relacion

w0 = e L ;
#0) = 3,0+ 5 [ 150400
(29)
dH..; aH
+ 5280 + 5 7(0)
donde se ha supuesto que
(6) © = —d,0) (30)
a dpi e

lo cual no es valido en general pero se cumple para traslaciones y rotaciones rigidas,
para transformaciones de Lorentz o de Galileo‘ y para transformaciones “internas”
que sélo afecten a las variables ¢, y no a ' y a L. Si las ¢o son componentes
vectoriales o tensoriales, la igualdad (30) es vélida solo si las Z'(s) dependen lineal-
mente de las 2'. E! que (30) no sea aplicable en general se debe a que ¢q y Jipo se
transforman de maneras distintas.

El siguiente paso para hallar cantidades conservadas consiste en utilizar las
ecuaciones de evolucién (19) para que aparezcan las derivadas con respecto al tiempo
de las variables ¢q; sin embargo, el que las D, puedan ser operadores diferenciales
dificulta el poder expresar §H /8¢, en funcién de las dba de una manera general. En
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el resto de esta seccién se considera el caso en que las D, g son constantes y en la
siguiente seccién se tratan ejemplos de los que las Dyg son operadores diferenciales.

Si las Dog son constantes, de la Ec. (19) sigue que

oH

5d = lands: (31)
donde (Q,5) es la matriz inversa de (Dog): DagQay = bay. La Ec. (23) requiere
que (Dg,p) sea una matriz antisimétrica y consecuentemente (Q4p) también es anti-
simétrica. Debido a su antisimetria, si (D,p) es real o multiplo de una matriz real,
para que (D,g) tenga inversa es necesario que el nimero de variables ¢, sca par
(véase, por ejemplo, la Ref. [5]). De (31) se tiene entonces que el primer término del
lado derecho de (29) equivale a

6H - g
m(ﬂ:(o) = Napdgd,(0)
1. i3 d (1 . ] d -
= 5%apd39.(0) + — (gﬂmwa(m) = 5095 7;4a(0)
le 2 2 Y d (1 . N
= - §Qaﬂ¢ﬁ¢a (0) + 7 | 3%a3239,4(0) ), (32)
donde se ha usado el que 2,5 = —{3, y se ha supuesto, en forma similar a (30),

que 3“;&);(0) = (‘1.50)'(0) y ademas, que

0,5(0)=0 (33)

donde ﬂmg(s) se define de tal manera que 02,3636, sea un escalar.
Sustituyendo (32) en la relacién general (29) se obtiene

. P L d /1 - 1 d oH -,
('H(s) g o Eﬂaﬁﬁbﬂ(ﬁa) (0) = T (Eﬂﬂﬂ¢3¢a(0)> * {Jméa(U)J
JH =1 oH i :

Al integrar sobre todo el espacio el segundo término del lado derecho de la ecuacién
anterior, el cual es de la forma :}(d/d:c‘)(JR‘), el resultado es cero si las componentes
del campo y sus derivadas tienden a cero en el infinito, ya que sustituyendo dv =
Jdz'dz?dz? e integrando por partes la integral equivale a una de superficie:

1 B e A e . i "
/(Jdm‘.JR)dv_fdxi(JR)dx da?de _/RJdS.—O. (35)
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Por 1o tanto, integrando sobre todo el espacio ambos lados de la Ec. (34) se halla

que, en el caso particular en que las Dy son constantes,

d {1 " - 1 ’
= Eﬂaadg%(o)dw:/[(H(5)+§Qaﬂ¢ﬂ¢ﬂ> (0)

(36)
oH _, .

Usando la Ec.(36) se puede ver ahora qué cantidad se conserva si ‘H es invariante
bajo traslaciones en alguna direccién @. De la Ec. (28), por medio de la regla de la
cadena. se halla que si 64(s) denota las variables del cam, o después de efectuar una
traslacién por una distancia s en la direccion @ entonces, en términos de coordenadas

cartesianas ',

doo(r — sa)

g7 o _ a¢a X d(,rk - Sak)]

[¢,(0)](r) = T it [Bwk == =0
cogtPan sy i
=— al-a-(r) = ~§ - Vigalr) 37

con expresiones similares para las derivadas con respecto a s que aparecen en (36),
sustituyendo d/dz* en lugar de d/dz* sila funcién depende también implicitamente
de las coordenadas. En particular, '(0) = 0 y (OH/d2")3"(0) = (IH/0z) x
(—akdat [9a%) = —a'dH[Da'. lo cual vale cero debido a la invariancia de H bajo
traslaciones cn la direecion @. La Fe. (36) implica entonces que

o I l ! 1 .
— | =0 egb- Viggdt = -tf af [ H+ —Nugtsda )| de =0
dr | 2 dz* 27

[cf. Ec. (35)]: lo que significa que

P

1l

! Do
f = Qb do (38)
2 dr

son las componentes cartesianas del momento lineal del campo y que a* Py es una
constante de movimiento si H es invariante bajo traslaciones en la direccion a.

A partir de las Ecs. (8) y (38) se ve que
Joa d dé,

. 1 ;
l-)paa = E‘r)pu’ crm kT E;r_k(ﬂa;i@i) = T 9zF (39)
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[cf. Ec. (19)]; por consiguiente para una funcional F dada por (20)

_[6F 8P, 6F 04
{F,Pk}—/m[)aﬂé_@@—dv__ %a?d’v

(40)
dF  OF oOF aF

=‘/(3}‘f@)"’”: =

[cf. Ec. (21)], donde se ha integrado por partes el término dF/dz*. Combinando
ahora las Ecs. (21) y (40), la antisimetria del paréntesis de Poisson y el que la
densidad de P; no depende explicitamente del tiempo sino sélo a través de las
variables del campo [Ec. (38)] se halla

d Py 0H

-Et_:{PkaH}:_{Hapk}:_ch (41)

que tiene una forma, similar a las ecuaciones de Hamilton ordinarias y puede ob-
tenerse también directamente de (36). Cuando las ¢, son las variables canénicas

(M, s Imy W1y - .., Tm), la matriz (Dqp) esta dada por (18) y (Qu) = —(Dag), por
lo que la expresién (38) adquiere la forma estindar (1,4,6]

_ 1 37ra 67?:: _ a’?a
Pk—/*i('?a@_ﬂ'aﬁ) dv=— ‘ﬂ'a@dva (42)

donde la dltima igualdad se obtiene integrando por partes.
Al efectuar una traslacién en el tiempo por un tiempo s, las variables dq se
transforman de acuerdo a ¢q4(r,t) = ¢q4(r, t + s) por lo que

R e [

[cf. Ec. (37)] con expresiones similares para las derivadas con respecto a s de las
demas cantidades, con d/dt en lugar de 9/dt para funciones que dependan implicita
y explicitamente del tiempo. Luego, si H es invariante bajo traslaciones en el tiempo
entonces 3H/0t = 0 y sustituyendo en la Ec. (36) resulta que

%fﬁdu:o (43)

lo cual se deduce también de (21) dado que {H,H} = 0 por la antisimetria del
paréntesis de Poisson.

Denotando por R(#; s) la operacién de rotacién alrededor del eje n por un angulo
3, la aplicacién de R(n;s) sobre una funcién escalar f(r) lleva a una funcién rotada

R(7i;s)f definida por [R(%;s)f](r) = f(R(f;s)"Y(r)) = f(R(#;—s)(r)). Por otra
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parte, se puede ver que para cualquier vector b
R(n;5)b = (coss)b + (1 — coss)(r - b)i + (sen s)ii x b. (44)

Por lo que si las ¢, representan campos escalares (no son, por ejemplo, compo-
nentes de alglin campo vectorial, tensorial o espinorial) y si @a(s) denota las va-
riables del campo después de efectuar la operacién R(#;s), es decir, [a(s)](r) =
#a( R(; —s)(r)) entonces usando (44) y la regla de la cadena se obtiene

dda(R(n; —s)(r))

[8,(0)](r) = - = AT X Vgy(r)

s=0 (45)
= -V [ X r¢a(r)]

con una expresion similar para la derivada con rspecto a s de cualquier campo

escalar. Integrando por partes la expresion — [V - [ x r(H + Qaggbgqba)]dv que

aparece en el lado derecho de la Ec. (36), el resultado es cero; por consiguiente, si H

es invariante bajo rotaciones alrededor de i el peniiltimo término del lado derecho
de (36) se anula, con lo que se obtiene

d

dt/l aﬁﬁbﬁﬂ. rquﬁ,,dv_ 1 (46)

Por lo tanto, en este caso (campos escalares y D3 constantes),

1 ia'w'ﬁa
L= / §Qaﬁ¢ﬁ€kij$ ﬁdv (47)

son las componentes cartesianas del momento angular del campo. De las expresio-
nes (38), (40) y (47) sigue que

{Pi, P} =0,  {Li, Pe} = exes P, (48)
mientras que de (46) y de la definicién (22) un cdlculo directo da
{Lk, Lg} = €kgjLJ'. . (49)

En el caso en que las ¢, son componentes de algiin campo vectorial, tensorial o
espinorial, al efectuar la operacion F(#; s) las variables ¢4 se transforman de acuerdo
a [fa(s)](r) = [R(R; 5)|apds(R(7; —s)(r)), donde los [R(#; 5)]ap son los elementos
de la matriz que representa el efecto de la rotacién R(#;s) sobre las componentes
del campo. Definiendo las matrices S; mediante la relacién

d cnis i
E[R(n; $)ag| =n'Sies, (50)

5=0
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donde las n' son las componentes de #, y tomando en cuenta que [R(7;0)]ap = bap
se halla

[65(0)](r) = =7 - r X Va(r) + H{Smﬁtf’s(l‘)- (51)

Por otra pa.rte para que Qﬂ,ﬁ d-)ﬁ ¢~50 sea un escalar es necesario que las Qag estén dadas
por Qas(s) = [R(#1; —8)]yal R(72; —$)]530s. Por lo tanto, usando la definicion (50),
la condicion (33) equivale a S,.ﬂ,ﬂ.,ﬂ + Si5505 = 0, es decir,

QyaSivg = QypSiya- (52)

(Esta condicién significa que la estructura hamiltoniana definida por D,4 o, equiva-
lente, por (1,4 es invariante bajo rotaciones.) Siguiendo ahora los pasos indicados en
el parrafo anterior se ve que, con las condiciones (52) satisfechas, las componentes
cartesianas del momento angular estian dadas por

1 ;9094
Ly = f inaﬂd)ﬁ (fmx o 5ka‘r¢1) dv (53)

las cuales se conservan si H es invariante bajo rotaciones. El término — ‘Qa;;Skm, b5 x
¢ enel 1ntegrando de (53) corresponde a la densidad de momento angular intrinseco
o de espin del campo.

De la Ec. (53) y las condiciones (52) resulta que

oLy

i0¢a
Du,@% = —€kyT a 0]

+ Skaptp (54)

[cf. Ecs. (39) y (51)]. Empleando las Ecs. (40) y (53) se ve facilmente que las relacio-
nes (48) siguen siendo vélidas y de (53) y (54), usando repetidamente la condicion
(52) y la integracién por partes, se halla en la Ec. (49) se cumple siempre y cuando
las matrices Sy satisfagan las relaciones de conmutacién

[Sk, Se] = €xe; S (55)

En el caso de campos de espin 1/2 las matrices Sg son, o equivalen a, matrices
diagonales en bloques con cada bloque siendo — 30 0 su complejo conj ugado donde
las o} son las matrices de Pauli.
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4. Aplicaciones

a) La ecuacion de Schrodinger

La ecuacién de Schrodinger

h? o
——V + Vip = ihyp (56)
m
puede considerarse como la ecuacion para un campo escalar (complejo) (r,t). Es
facil ver que el lado izquierdo de (56) equivale a §H /1) con

2 2
o = /J; (—;—mvw + w,) dv = ] (;—mw Vi +z/3v¢) dv,  (57)

mientras que 6H /Y = %sz’r) + V4, lo cual de acuerdo a (56), suponiendo que

V es real, significa que 6H/é6y = —ihip. Por lo tanto, la Ec. (56) y su compleja
conjugada tienen la forma hamiltoniana (19) con ¢y = ¥, 2 =9, H dadaen (57) y

=5 (% 5) (58)

la cual satisface las condiciones (23).
Es importante sefialar que la Ec. (56) puede escribirse también como

, , & 1%
¢ = (?h)71§& / 2 (%V% Vo1 + ¢ V¢>1) dv,

que tiene la forma (19), sin necesidad de introducir la variable ¢3 = 1; sin embargo,
en esta forma, D1y = (ih)~! no satisface la Ec. (23) y, por lo tanto, no define
una estructura hamiltoniana. Por otra parte, la Ec. (56) y su conjugada pueden

expresarse en la forma lagrangiana (9) con £ = %(WJ) — ) — 2’1_;?;[') WV — PV,
donde las componentes 7, son 71 = ¥, M2 = 1; pero los momentos conjugados 7,,
definidos por (10), resultan ser =y = %qb, = f% , asi que las variables nq, 7o nO
son independientes entre si y el formalismo hamiltoniano usual es inttil. En cambio,
la formulacién presentada en el parrafo anterior, basada en la Ec. (19), se aplica
sin dar lugar a inconsistencias y, como se muestra enseguida, lleva correctamente a
muchos otros resultados.

Primeramente, de las Ecs. (26) y (58) se deduce que

(B0, 0,9, 1)} = 0 = {(&(F,8), 6", )},

f(r', 1), 9(x", 1)} = R0 — 1),
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En segundo lugar, la matriz inversa de (58) es
o (0 =1
@) =it (] '), (59)

por lo que de la Ec. (38) se ve que las componentes cartesianas del momento lineal

estan dadas por
_fih( O - ay _ [ Ry
ﬁ‘/i@ﬁ?”ﬁﬂ“‘fﬁaﬂ” o

que es precisamente la expresion bien conocida en la mecanica cuantica. Similar-
mente, de (47) y (58) se halla que las componentes cartesianas del momento angular
son

. h
L= fd)ﬁkgjxt—.-ji dv. (61)
: 1 dz
Si A y B son operadores hermiticos, éstos definen las funcionales

(A)E/J;Av,bdv, (B)zf«jSB:pdv

conocidas como valores esperados de A y B, respectivamente (de hecho, las expre-
siones (57), (60) y (61) tienen esta forma). Claramente, §(A)/8¢ = Ay y debido a
que A es hermitico, se puede escribir (A) = [(A)ydv; por lo tanto §(A) /6 = Ad.
De la definicion (22) y de (58), usando el que A y B son hermiticos, se halla entonces
que

{(A),(B)} %/(W&bw AYBY) dv = ;%/JJ(AB — BA) dv

(62)

1
i_h([A’BD

[cf. Ref.[2], Ec.(41)]. Esta relacion significa que los valores esperados de los operado-
res hermiticos con la operacion del paréntesis de Poisson forman una representacion
del algebra de Lie de los operadores hermiticos con la operacion del conmutador
dividido por ih.

Finalmente la hamiltoniana H [Ec. (57)] es invariante bajo las transformaciones
&1(._3) = ey = e, Po(s) = e Vy = e~"4) para las cuales qs"l(()) =iy, ¢h(0) =
—11). El integrando en el lado derecho de la Ec. (36) vale cero, por lo que de dicha
ecuacién resulta la ley de conservacion

d -
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b) Las ecuaciones de Mazwell

Las ecuaciones para el campo electromagnético sin fuentes en el vacio, estan dadas
por

%E:v % B, %1'3: _V xE, (63a)
V.B=0, V.E=0. (63b)

En términos de las coordenadas cartesianas y de las componentes cartesianas de E
y B, las Ecs. (63a) equivalen a

. oH

E; = ceijp0; By = 47rcc,-,,‘a,3-§; (64)
donde
H= fi(E2 + BY)dv (65)
87
y similarmente
B; = —41rce,-jk8j;—g. (66)

Las Ecs. (64) y (66) tienen la forma (19) con H definida por (65) y, escogiendo
(¢1,...,86) = (Ey, Es, E3, By, By, By), la matriz (D,p) esta dada por

(Dag) = (_[}( 1(;’) s (67)

donde K es la matriz 3 x 3 definida por K;; = 4meeix;0r. Puesto que al = —d,

I\'L = —drce;0r = 4Ameep0 = Kji y, por consiguiente, los operadores Dy,g

satisfacen las condiciones (23).

Como se sabe, las ecuaciones de Maxwell sin fuentes pueden obtenerse de (9) con
la densidad lagrangiana £ = ,;7[E2 —B?), donde los campos E y B deben expresarse
en funcién de los potenciales ¢ y A como E = - V¢ - %A, B = V x A. Sin embargo,
dado que £ no depende de ¢, el momento conjugado a ¢ vale cero y el formalismo
hamiltoniano usual no es aplicable, a menos que se impongan condiciones adecuadas
sobre los potenciales.
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De las Ecs. (26) y (67) se obtienen las relaciones

{Ei(r',t), I:'J(r", )} = 0= {B;(r',1), Bj(r",t)}.

9 (68)
{Ei(r';1),B; (" . 1)} _47rc5,k]a rké(r'—r”)
y de la definicién (22) sigue que, para cualquier par de funcionales /' v (i,
&F oG &F &G
FiGy= | | = Kism = = Kijee )iy
thel ] (6}3. ‘5B, ~ B, [‘”aEJ) a
(69)

&
—'lrrft‘kj(éFaké B, 68016F)dt>.

Aun cuando en las Ecs. (63-69) no aparecen los potenciales del campo electro-
magnético —lo cual es una ventaja— éstos pueden introducirse en la presente
formulacién. Si se escoge una norma en la que ¢ = 0 y V- A = 0, el potencial
A esta dado por

A(rf) = L/vx—%d(‘

i [r —r!|

(se puede anadir en el lado derecho de esta ecuacion el gradiente de una funcién
armonica independiente del tiempo, sin alterar las condiciones de norma impuestas):
por lo tanto, usando la Ec. (8),

SAL(T) I, e

= =T

8B;(r) i v —r'|’

y de (69) resulta que [cf. Ec. (25)]

(En(e" 00 A4(x', 01} = [ 8lr = £"), (—i%‘df%) do
f 4r [r—r|

a d 1
—Clmay i f)r”i (‘)r”g Jl'” - I"|
a* 1

Az g™ o — 1’|

Il

Arcmpd(r” — ') + ¢

(cf. Ref. [4], p. 72; Ref. [6], p. 1050).

Las expresiones para el momento lineal y el momento angular del e obtie-
nen de la relacion (29). En el caso de traslaciones en la direcmon del eje T , el primer
término en el lado derecho de la Ec. (29) es [cf. Ecs. (37) v (65)]: —4—; (E;0:E; +
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BiikB;). Para utilizar las ecuaciones de la evolucion temporal (63a), el término
E;0i E; se reescribe como %E,(akE{ —0iEp)+ %E,‘(B;‘E.'-i-a.'Ek) = lE.‘e;,,-j(—%Bj) +

%ak(EgE,‘)+%6,‘(E.-Ek),- donde se han usado las Ecs. (63a) y (63b), con una expresion

similar para B;0; B;. Sustituyendo en (29), con H = 31—1l,(]':.‘2 +B?) se llega entonces a
M M

que & (Ler; BiB;) = BTLY, donde TS = L{EiEy + BBy — 3 (E* + B?)6;] son

las componentes cartesianas del tensor de esfuerzos de Maxwell; por consiguiente,

al integrar sobre todo el espacio resulta que dP/dt = 0, donde

Py ;fiek,-,EiB,- dii (71)

ire

Puede comprobarse facilmente, usando las Ecs. (63b), que la normalizacién de Py es
la correcta viendo que K0Py /6B; = —0E;/0z* y (—Ki;)6P./SE; = —8B;/0zF,
las cuales son analogas a la Ec. (39) tomando en cuenta (67).

Bajo una rotacién R(n;s) cualquier campo vectorial F(r) se transforma en
[F(s)](r) = R(f;s)[F(R(f; —s)(r))], con la accién de R(f;s) estando dada por la
Ec. (44); por lo tanto [cf. Ec. (45)]

[F'(0))(r) = = - r x VF(r) + 2 x F(r).
Luego, para rotaciones alrededor del eje z* el primer término del lado derecho de la
Ec. (29) es —%;[E{(ekj-gz-’agﬁ,‘ + exieEr) + Bi(exjex? 0¢Bi + exieBe)] = “ﬁﬁkﬂx](Ei
0¢E; + Bi8;B), debido a la antisimetria de la €k¢. Puesto que H es un escalar, el

lado izquierdo de (29) es igual a 4ﬁ(ehg:c3ﬁ) [cf. Ec. (45)]; asi que, siguiendo los
pasos del parrafo anterior, dLi/dt = 0 con

1 b i -
Ly = ] mekgmzfcm{jEiBJdv = / E(z BiE; — 2' E; By) dv. (72)

Las ecuaciones de Maxwell con fuentes pueden expresarse también en la for-

ma (19) usando la estructura hamiltoniana definida por (67). Introduciendo un
campo vectorial Z tal que

V.Z=-4rp, Z=4xJ, (73)
y haciendo
Y=E+17Z (74)
las ecuaciones de Maxwell con fuentes

4 ; 5
vaB=""s+ 4 vxEe_B,
c c c

V-B=0, V -E = 4np,
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puede escribirse como
1. i
V'><B=-C~Y1 Vx (Y -2Z)=--B, (75a)
¢
V-B=0, V-X=0 (75b)

en términos de los campos Y y B, cuyas divergencias son cero [cf. Ecs. (63)]. Para p y
J dadas, las Ecs. (73) son integrables ya que, en virtud de la ecuacién de continuidad,
la derivada con respecto al tiempo de la primera es igual a la divergencia de la
segunda. Usando (¢1,...,¢5) = (¥1,Y2,Y3, By, By, B3) como variables del campo,
se ve que las Ecs. (75a) tienen la forma (19) con (D,p) dadaen (67) y H = (Y%~
2Y - Z + B?).

¢) La ecuacion de Korteweg-de Vries

La ecuacién de Korteweg-de Vries

ik d3u g du 0 -
u — U—— =

dz? dx (76)

representa la evolucién de diversos sistemas con dispersion débil y no linealidad
cuadratica. Esta ecuacion puede expresarse como

.“d d*u u? _d&H i
L8 R = R W i = (77)

con

1 fdu\® b ~
H:/[E (E) _E} i (78)

La Ec. (77) tiene la forma (19) con ¢, = u y Dy = d/dz, la cual satisface la
condicion (23).

Puesto que la densidad hamiltoniana en (78) no depende explicitamente de =z
existe una cantidad conservada asociada con la invariancia de H bajo traslaciones.
El primer término del lado derecho de la Ec. (2‘)) es, en este caso, [cf. Ec. (37)]

%ﬁi(—%) = —;ﬁ:'( 'SH)+?.¢&§£—%ﬂ = ——a—(u%ﬁ)+ﬂ- %, donde se ha hecho uso de (77).

Sustituyendo en la Ec. (29) e integrando sobre todo el espacio se obtiene que
P= f(ffu )Jdzr = constante, (79)

La densidad hamiltoniana tampoco depende explicitamente de ¢, por lo que I es
también constante, como puede verse de (21). Cabe agregar que entre las muchas
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propiedades notables de la Ec. (76) estd la existencia de una infinidad de cantidades
conservadas (ver, por ejemplo, las Refs. [3,7] y las referencias citadas alli).

5. Observaciones finales

Aun cuando en la deduccién de las expresiones (38), (47), (53), (71), (72) y (79),
para el momento lineal y el momento angular, se han usado las ecuaciones de evo-
lucién (19), dichas expresiones no dependen de la forma que tenga la hamiltoniana
sino que estan determinadas sélo por las Dqg, como puede verse de (39), (54) y las
relaciones analogas a ellas.

Si se permite que las D, 4 dependan también de las variables ¢4, el cumplimiento
de las condiciones (23) no implica que se satisfaga la identidad de Jacobi (24). Este
caso mas general es de interés en el tratamiento de ecuaciones de evolucién no
lineales [3].

Un problema no resuelto en forma general es el llamado problema inverso del
caleulo variacional, el cual consiste en determinar cuales ecuaciones, o sistemas de
ecuaciones, pueden expresarse en la forma lagrangiana (1) (una descripcién de los
resultados obtenidos hasta ahora puede hallarse en la Ref. (3] y en las referencias
citadas alli). Similarmente, se desconoce cudles ecuaciones pueden expresarse en
la forma hamiltoniana dada en la Ec. (19). Los ejemplos dados en la Seccién 4
muestran que la forma hamiltoniana (19) es aplicable en algunos casos en los que
la forma hamiltoniana (16), derivada de las Ecs. (1), no lo es.
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SRR

Abstract. A hamiltonian formulation for the classical theory of fields
wider thun the one derived from the lagrangian formulation is presented.
The Poisson bracket between functionals of the field is defined and
the symmetries of the Hamiltonian are related to conserved quantities.
As examples the Schrodinger equation, Maxwell’s equations and the
Korteweg-de Vries equation are considered.



