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Resumen. Se muestra la igualdad entre las fases de Dirac y Berry,
tratando un monopolo magnético de Dirac en un haz fibrado de lIopf
con una. representación espinodal.

PACS: 03.50.De¡ 03,50.-z

1. Introducción

Dirac (1), en su trabajo clásico sobre el monopolo magnético, introdujo la idea de
incorporar la interacción de un campo electromagnético mediante una fase en la
función de estado de la ecuación de Schrodinger, lo cual es conocido como acopla-
miento mínimo. Berry {JI], considerando una interacción que puede variar lenta~
mente al variar un parámetro en un proceso cíclico, introdujo también otra fase en
la función de estado la cual no se anula al completar el parámetro un ciclo y que se
puede calcular explícitamente para un estado. La fase de Dirac se puede identificar
con el flujo magnético, lo cual le permite dar una cuanlización de la carga magnética
monopolar. En este trabajo se encuentra que ambas fases, la de Dirac y Berry para
un monopolo magnético son iguales, salvo por un factor.

Para calcular la fase de Berry se encuentra el estado que se va a usar, tratando
el monopolo magnético en un haz fibrado de lIopf e identificándolo con una sección
del haz.

En la Seco 2 de este trabajo damos una introducción al método de Dirac para
la incorporación de la interacción de un campo magnético y la construcción de
Wu-Yang [31en un fihrada. En la Seco 3 se trata el manarala en un haz fihrada de
1I0pf [5] con una estructura espinoríal, se encuentra una sección y se calcula la fase
de Berry para comparar con la de Dirac. Por último, se presentan las conclusiones
obtenidas.
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2. Monopolo de Dirac y construcción de Wu- Yang

Se considera un monopoJo magnético de Dirac de magnitud 9, localizado en el origen
y cuyo campo magnético está dado por

B = g,f = -g\7(I/r)
r

(1 )

definido en todo el espacio excluycndo el origen.
La incorporación hecha por Dirac 11] de una interacción electromagnética me-

diante una fase /(r,t) en la función de onda ~(r,t) = C(r,t)'¡'(r,t), C(r,t) =
exp(i/(r,t)), con /(r,t) real de tal forma que C es de módulo uno, es decir C
pertenece al grupo unitario U(1) isomorfo a los complejos, permite identificar el
potencial vectorial A = ¥V J.

Así, el cambio de fase no integrable en una trayectoria cerrada es el flujo F a
través de una superficie cerrada S liITÚtadapor tal trayectoria f.

f= ~j,A.dr = ~ f(\7 x A).dS
he 1 hels

e 1 e=- B.dS=-F.
he S he

(2)

Usando la ley de Gauss, con el campo magnético del monopolo de la ecuación (1),
se calcula el flujo, el cual da

e
/ = 4~g- = hn.

he
(3)

Considcrando que la fase puede incluir un factor 2l'r~, n entero, al tratar una tra-
yectoria cerrada, de tal forma que la función de onda ~(r,t) sea univaluada, se tiene
la condición de cuantización de Dirac,

e
2g- = nh

e
(4 )

El potencial vectorial A que reproduce el campo magnético de la ecuación (1) de
acuerdo a B = V x A como

-y
A, =gr(r+z)'

o en coordenadas esféricas

z
A. = 9 ( )'rr+x

A, = O (5a)

Ar :::: As = O,
(1- cosO)

A"s = 9 _ ••.. n (5b)
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Esle pOlencial es singular a lo largo de r = -z, o (}= 1l', definiendo una singularidad
o cuerda de Dirac [1) a lo largo del eje -z. \Ventzel [2] encontró que puede escogerse
también un potencial singular a lo largo de T = Z o (}= 0, que igualmente reproduce
el mismo campo monopolar de la ecuación (1)

A, = A, = 0,
1+ cos O

A.¡ = -g O .r sen
(6)

\Vu-Yang [3) consideran los potenciales A6I1 A6s definidos en dos parches coordena-
dos superpuestos sobre la superficie de una esfera de dos dimensiones g'l, sumergida
en el espacio tridimensional W. Estos parches son dos casquetes esféricos SI, Ss y se
intersectan en una banda en el ecuador esférico (}= ¡r/2. Ss excluye el punto (}= 1l'

Y S¡ el punto () = O, o lo que es lo mismo, las singularidades de sus respectivos
potenciales. Con estas consideraciones el flujo a través de Ss producido por el
potencial A6S es

Fs = id,pr sen OA.s = hg(1 - cosO). (7)

Cuando (}se acerca a 1l', el flujo total es 47l"9, valor esperado de acuerdo a la ley de
Gauss. Si se calcula el flujo a través de SI con el potencial AS6 se tiene

F'¡ = i d,p r sen OA,. = 2~g(1 - cos O)

el cual se anula cuando O se acerca a O, lo cual está en desacuerdo con la ley de
Gauss. Esto se resuelve usando A~¡ para calcular el flujo F¡ a través de SI

F¡ = i d,prsenOA.¡ = -hg(1 + cosO). (8)

Por lo tanto, el flujo a través de cualquier casquete que forme un parche coordenado
con su respectivo potencial da el valor correcto 411"9.

Los factores de fase e = exp(if) entre dos puntos 1 y 2 sobre la esfera, de
acuerdo con la ecuación (2) se expresan

(
ie ¡2 )e = exp he JI A. dr . (9)

Se tienen entonces dos posibles factores fase correspondientes a dos parches coorde-
nados con los mismos puntos 1 y 2 en la banda de intersección 1 = SI nSs

(
ie ¡2 )

e¡ = exp he JI dr. A¡ , (lOa)
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(
ie f2 )

Cs = exp hc JI dr' As '
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(IOb)

Sin embargo, por razones físicas, estos factores fase deberán ser equivalentes para
una trayectoria entre los puntos 1 y 2 en la banda 1, ya que están relacionados
con el flujo F en una superficie limitada por una trayectoria cerrada. Tomando la
trayectoria entre los puntos 1 a 2 con O constante y de tP = Oa tP, se tiene

Cs = exp G>",(I - COSO))

C[ = exp ( - ~>",(I + cos O))

que están relacionados por una transformación de norma 9SI( tP)

Cs = 9S[C[

donde

(11a)

(11b)

(12)

(13)

En una trayectoria cerrada de tP = Oa 211' los factores fase Cs, CI son iguales,
10 que condiciona la función 9SI(tP) a ser univaluada, 10 cual implica la condición
de cuantización de Dirac, nuevamente

nhc
eg="'2'

Se puede entonces concluir del tratamiento de Wu-Yang que construyen, como ha
observado Thomas [4], un haz principal coordenado no trivial con la esfera s'l. como
variedad base,t, el grupo U(I) como fibra F, U(I) como grupo G, parches o coorde-
nadas U(J = S(J, a = I,S y transformación de coordenadas 9(Jb = 951, sin identificar
la variedad del haz B, Este haz {B,,t,F,G,{U.,9.b}}, de acuerdo al teorema de
construcción de haces de Steenrod [5], definirá hasta una equivalencia el espacio del
haz B y una proyección p del espacio B a la base ,t.

3. Monopolo magnético en un haz de Hopf y fase de Berry

La variedad del haz B en la construcción de Wu-Yang fue identificada por Traut-
man (6) y posteriormente por Ryder [7J y Minami [8). Se identificó B con una tres
esfera 5' sumergida en m y p la proyección del mapeo de Hopf (5) de 53 -+ 52
dando como resultado un haz fibrado de Hopf [5J. Es posible mediante la proyección
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inversa p-l de 53 a S2 tratar el monopolo en una esfera 53 ya que de acuerdo con
un teorema de topología debido a Poincaré ¡9L una 3-variedad acepta un campo
vectorial no singular, por lo cual es posible dar un potencial vectorial A sobre S3
sin singularidades. El haz fibrado de 1I0pf admite una estructura espinorial 110] la
cual permite obtener la fase de Berry (111de un monopolo magnético de Dirac de
una manera natural.

La ecuación de la esfera S3 se representa por un espinor de dos números comple.
jos Zo = x,+ix, y Z, = X3+ix •• [Z) = IZo. ZI). con norma unidad (Zo. ZdZo. ZI) =
1 ;;;; xi + x~+ xj + xi.

El grupo U(1) actúa sobre S3 mediante la acción de u E U(I) sobre las compo-
nentes del espinor IZ) como ulZo. Z¡) = luZo. uZ,).

Se sabe que la fibra del haz es U(l), isomorfo a un CÍrculoen S3 y el espacio
cociente S' = S3/ S' = SU(2)/U( 1).

El mapeo de Hopf p: S3 -+ S2 queda definido entonces mediante el mapeo de
espín en términos de las matrices de Pauli (7i, (f;;;; «7),(72.(73) con IZ) E S3. r E 52
y r ;;;;1, como

r = (Z[O'IZ). (14)

Una forma conveniente de elegir el espinor IZ) es igualándola al primer vector
columna de la matriz general del grupo SU(2) parametrizada con los ángulos de
Euler, ya que la variedad de este grupo es 53,

[Z) = (cosO/2expi(t/J+4J)/2, senO/2expi(t/J-4J)/2).

Substituyendo en el mapeo de Hopf de la ecuación (14) da

r;;;; (senOcos<p, senOsen<p, cosO).

(15)

(16)

Por lo tanto se sigue de esta ecuación que se pueden identificar «(J, <p) como los
ángulos en coordenadas esféricas en S' y t/Jcomo el ángulo de la fibra S, = U(I).
Con esta identificación se pueden tomar dos secciones, tomando primero <P = tP y
luego 4J= -t/J; de la ecuación (15) se tienen

[Z) = (cosO/2expi4J, sen 0/2).

IZ') = (cosO/2. senO/2exp(-i.,l)).

(17)

(18)

Estas secciones o estados lZ), lZ/) están definidos sobre dos CÍrculosmáximos Sf{
y Ss que resultan de la intersección con los planos P12 = {x 1" X3 = X4 = a} y
P34 = {x I XI ;;;; X2 = O} Y son mapeados estos CÍrculos por el mapeo de Hopf
respectivamente en los polos Norte r = (1,0, O) y Sur r = (0,0, -1) de S', que
como se sabe determinan la singularidad del potencial A.
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Los estados IZ) y IZ') definen asimismo los dos parches SI y Ss en S' y están
relacionados de la siguiente manera

(19)

Usando estos estados, la fase de Berry [IIJ, para los estados [1/1) = IZ) y IZ'} es

con b = i(l\Ildl\l}, que se puede escribir

b = i(ZldZ) = -W + ens O)d4>,

b' = i(Z'ldZ'} = ~(l- cosO)d4>.

(20)

(21)

(22)

Integrando sobre una trayectoria con O constante y de 4>= Oa 4>,en la ecuación (20)
con b, b' de las ecuaciones (21) Y (22) se obtienen las fases de Berry

{J= -~(1 +cosO)4>,

(1= ~(l - cos 0)4>,

(23)

(24)

que pueden identificarse salvo un factor igual a 41rgeh/e con la fase del monopolo
de Dirac de las ecuaciones (7) y (8).

Estas fases han sido obtenidas también por Anadan (12J,sin justificar los estados
IZ) y IZ'} con los que se calcula la fase, y Stone [131 los ha obtenido como funciones
propias del operador tT o r, introducido originalmente por Berry [l1J.

4. Conclusiones

Se ha visto que la construcción de \Vu-Yang llevada a un haz fibrado de Hopf con
estructura espinodal permite de una forma natural encontrar los estados adecuados
para evaluar la fase de Berry que resulta ser, excepto por un factor, igual a la fase
de Dirac de un monopolo magnético. Esto nos permite concluir que la fase de Berry
es otra forma equivalente a la de Dirac de introducir una interacción, al menos en
el caso de un monopolo magnético.
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Abstract. Treating a Dirac magnetic monopole in a lIopf fiber bundle
with a spinorial representation, the equality bctwecn the phascs oí Dirac
and llcrry is shown.


