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Elementos de matriz para el potencial de Coulomb

Norberto Aquino A.
Departamento de Fisica, Division de Ciencias Bdsicas e Ingenieria
Universidad Auténoma Metropolitana-Iztapalapa
Apartado postal 55-532, Mézico D.F.

Rail Gémez C.
Division de Ingenieria y Ciencias
Instituto Tecnoldgico de Estudios Superiores de Monterrey
Apartado postal 214, 53100 Ciudad Satélite, Estado de Mézico

J. Lépez B., J. Morales R.*, D. Navarrete G.
Area de Fisica, Division de Ciencias Bdsicas e Ingenieria
Universidad Autonoma Metropolitana-A zcapotzalco
Av. San Pablo 180, Apartado postal 16-306, 02200 Mézico, D.F.
(Recibido el 17 de septiembre de 1990; aceptado el 6 de febrero de 1991)

Resumen. Se sabe que el dtomo de hidrégeno puede estudiarse como
un oscilador de Morse; aqui mostramos que este hecho conduce a un
método simple para obtener elementos de matriz para el potencial de
Coulomb.

PACS: 02.90.4p; 03.65.Fd

1. Introduccién

La funcién de onda radial %gn; para el atomo de hidrogeno estd gobernada por los
niumeros cuanticos total (n) y orbital (I), los cuales a su vez determinan los eigenva-
lores de la energia y del momento angular, respectivamente. Lee [1] ha demostrado
que la transformacion de Langer [2] permite estudiar un dtomo hidrogenoide no
relativista como si fuera un oscilador de Morse (0M) [3], encontrandose que n aporta
los parametros (véase [4]) del correspondiente pozo de Morse y que [ da el nivel de
energia del OM en dicho pozo. Este resultado de Lee se discute en la Sec. 2.

De acuerdo con [1] la funcidn gy para el potencial de Coulomb es proporcional a
la funcién de onda del correspondiente OM, esto significa que todo elemento de ma-
triz (naly|f(r)|n1l)) para el sistema hidrogenoide no relativista es equivalente a un
elemento de matriz (Ny|h(u)|N1) (véanse [5-9]) del oM. Asi, toda la experiencia que
se tiene en el cilculo de elementos de matriz de Morse puede utilizarse para estudiar
integrales que involucran funciones de onda radiales de Coulomb. Con este enfoque,

en la Sec. 3 determinamos (nlz|r*|nl;), k = entero > —2, sin tener que emplear
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el método de factorizacién [10-12] como sucede en [13], ademads, nuestro proceso y
expresiones resultantes son mds simples que lo publicado en esta tltima referencia.
Como casos particulares reproducimos los elementos (nl|r¥|nl), k = —2,-1,1,2
calculados analiticamente por Landau y Lifshitz [14].

En este trabajo no se hace el intento de obtener (nala|r¥|n11;) con ny # na: aqui
la dificultad radica en que g 1, ¥ gn,1, corresponden a distintos pozos de Morse, que
a su vez lleva al cdlculo de integrales de dos centros para el OM, lo cual es no trivial
pero de gran interés al determinar los factores de Franck-Condon [15-16]. Cuando
ni = ng la situacion no es trivial pero es mas simple que para n; # ng porque sélo
aparecen integrales de un centro (sélo un pozo de Morse).

2. Atomo hidrogenoide no relativista como un oscilador de Morse

Aqui se prueba el resultado de Lee [1], a saber, que el movimiento de un electrén
en el campo de un niicleo de carga Ze es equivalente al problema vibracional de un
oscilador de Morse (OM).

Si %gn; es la parte radial de la funcién de onda del 4tomo hidrogenoide no relati-
vista (con niimero atémico Z), entonces es muy conocido [14] que la correspondiente
ecuacion de Schrédinger adquiere la forma

i [ & [(l+1) Ze* B Z%? 1 (1)
2 drzgnl T'2 gnl 4Tr£UT'gnI == 3271'26% nzgnf

donde se han usado unidades naturales de manera que h y la masa son iguales a
uno, ademds, recuérdese que [ =0,1,2,.... n—1conn=1,2,3,....

Ahora las variables (r, g,;) se cambian por (u,1) mediante la transformacién de
Langer [2]

4Te _ _u
r= Ze; n2e u.’ nl = Cnl‘:bN(u)e 2
1/2
Zg?
ap= 71] (2)
4megn (! + 5)
que al sustituir en (1) conduce a
1L vt D — 26y = B (3.)
2du2 N € g = N> .

que resulta ser la ecuacién de Schrédinger (en unidades naturales) para el potencial
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de Morse con parimetros (véase [4])

2
a=1, D==

5 K=2n

Nsn-l-1, Es—a(B-2N-tst{1s] 2 (3.5)
. 8 2 7 )

asi, se hacen necesarias las siguientes observaciones:

a) Los valores de n y I determinan el nimero cudntico N de Morse el cual
al tomar los valores 0,1,2,... va generando los diversos eigenestados vy del oM,
ademas, de (3.) es inmediato que

K>1 y 0S2N<(K-1), (4)
como debe de ser [3,4].

b) Las caracteristicas (en este caso D) del pozo de Morse se conocen al dar n,
es decir, cada nivel de energia en el potencial de Coulomb origina un potencial de
Morse especifico. Y para elegir un eigenvalor de la energia en dicho OM es necesario
asignar un valor a [ porque E = —%(l + %)2, ycomo [=0,1,2,...,n — 1, entonces
para cada n se pueden acomodar n eigenestados 1y en el correspondiente pozo de
Morse.

c) Con (2) y la férmula explicita para Y (véase [3,4]) es simple verificar la
condicién de normalizacién [14]

]0 " (om)? dr = 1 (5)

Del cambio de variable (2) es claro que el rango de valores 0 < r < oo implica que
—00 < u < 00, lo cual debe tomarse en cuenta al efectuar la integral (5).

d) A todo problema de Coulomb puede asocidrsele un OM mediante (2, 3.b), sin
embargo, a la inversa no siempre sera factible: sélo aquellos oM cuyos parametros
tengan la estructura (3.5) podra asignarseles un 4tomo hidrogenoide no relativista
a través de (2).

e) Aqui mencionamos dos analogias entre diversos potenciales: i) Un problema de
Coulomb puede estudiarse como un oM [1]. ii) El potencial de Morse es equivalente
a un oscilador arménico bidimensional [8].
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3. Elementos de matriz para el potencial de Coulomb

El objetivo principal de este trabajo concierne al calculo de elementos de matriz
para el potencial de Coulomb, definidos por

(rabl St = [ " (6)

para alguna funcién f de la distancia radial. Al menos existen dos maneras de
efectuar (6), a saber: a) Método analitico [14], el cual consiste en emplear las
férmulas explicitas para g, y realizar la integral directamente, y b) Método de
factorizacién [10-13], técnica que se apoya en el uso de operadores de creacién y
aniquilacién para los eigenestados gn;. Aqui se sigue un método diferente sugerido
por la transformcién de Langer [2], ademas, sdlo se considera el caso n; = ny = n,
el cual permite comparar con resultados ya reportados en la literatura [13,14] y que
a su vez hace posible utilizar la analogia de Lee [1] expuesta en la seccién anterior.

En efecto, si (2) se aplica en (6) resulta que

gy =n (4 ) (54 1)) s, )

donde Nj = n— I — 1, j = 1,2; esto significa que cualquier elemento de matriz
para el potencial de Coulomb (con ny = nz = n) es proporcional a un elemento de
matriz para el potencial de Morse. De acuerdo con (3.b), la igualdad mutua de n;
y ny garantiza que los estados gni, ¥ gai, tienen el mismo pozo de Morse, asi en
el calculo de {Nz|e~2* f(r(u))|N1) sélo se involucran “integrales de un centro” [9].
La relacién (7) es vilida para f arbitraria; ahora se hard una aplicacion para la
siguiente funcion

firy=rt,  k=-2,-1,0,1,2,... (8)

entonces (7) implica

(nlolrEinls) = n?+1 (“Z—eg’)k [(11 +3) (zz + %)]_m (Nale ™M), (9)

donde y = K +2 = 0,1,2,3,..., lo cual es muy atractivo porque los elementos
(N2|e=7¥|N1) del OM ya se han obtenido en forma exacta [5-9], por ejemplo, la
expresion de Rosen [6] y Vasan-Cross [7] (véase [5]) da los valores

(_1)N|+N2
K~

by N2!T(K — Np)1Y/?

N —Yu N —
(N2le™ ™| V1) MII[(K — Ny)

Ny 2 5 ,
(=1)’T(M + 7= )T(K - N —1+7—))
* X i - DK - M=t 0
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donde, sin pérdida de generalidad, se ha supuesto Ny > N, (es decir, [ 2 );

ademas, I' denota la funcién gama, K = 2n debido a (3.b) y b = K — 2N, — 1,
¢ =1,2. Entonces (9, 10) conducen a la formula exacta

B 111/2
i > (=1)h+2 (4xe ko1 [(n=T =1)(n+ 1)
el ol = e 22 ) ™ et Dl )

n—lz—1

(-1)(n+ K-l —j)(n+ K+ —j+1)
8 Z Jn—L—-1-)(n+l—H(K+1-j5)"

(11)

=0

la cual no se ha localizado en la literatura y que es mas simple que la obtenida
por Badawi et al. [13] mediante la técnica de factorizacién. Ahora pueden hacerse
algunas aplicaciones:

i) K =-2.
En este caso ¥ = 0 y de (9) se obtiene que
(nla|r=2|nh) o< (N2|N1) = &n, 5,3 (12)

por lo tanto, sélo cuando I} = I, resultan elementos (r~2) diferentes de cero, a esta
misma conclusién se llega en [13].

iW)h=kL=1lyK=-2-1,1,2

En estos casos particulares la expresion general (11) implica (con Q = 4meg/Ze?)

-2y _ Q—? iy o Q—l
= "3(“‘%), ) = n? (13)
Q2 2y _ @
(r)=5[3n —(1+1)], (r)=—2~[5n +1-3I(1+1)]

recuperandose asi los valores (36.16) de Landau y Lifshitz [14].

No se intenté calcular elementos (nala|f(r)|n1ly) con n; # ng mediante la co-
rrespondencia de Lee [1] entre los potenciales de Coulomb y Morse. Esto se debe
a que las n; generan diferentes pozos de Morse, lo cual lleva a “integrales de dos
centros” (9, 16] para el OM y es dificil evaluar este tipo de integrales; algunos avances
al respecto se reportaran en otro trabajo.

Para el caso relativista nadie ha probado que el atomo de hidrégeno sea equi-

valente a un oscilador de Morse, asi que por ahora nuestro enfoque no es aplicable
a dicho caso.
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Abstract. It is known that the hydrogen atom can be pictured as a
Morse oscillator; here we show that this fact leads to a simple method
for the calculation of matrix elements for the Coulomb potential.



