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Resumen. Mostramos que la transformación del espacio óptico de ra-
yos debida a una superficie refractan te o refiejante, pU£'de escrihirs£'
como el producto de dos transformaciones mí::. Cada transformación
raíz depende de la superficie y del índice de refracción de un S% m£'-
dio. Es canónica, con una función hamiltoniana caractC'fística cruzada
constreñida y sC'tlcilla. Ha permitido el cálculo de los coeficientC's de
aberración de manera algorítmica simplificada.

PACS: 02.40.+mj 42.30.Di; 42.90.+m

1. Introducción: el espacio de rayos de la óptica

En dos artículos de enseñanza anteriores, referencias [1] y [2J, estudiamos la estruc-
tura del espacio de rayos de la óptica. En ambos uos interesamos en la e\'olución
de este espacio generada por la función hallliltoniana <¡ue rige en medios ópticos
in homogéneos cuyo índice de refracción es diferenciahle. En este artículo <¡ueremos
tratar medios ópticos con superficies de discontinuidad en su índice y examinar los
fenómenos localizados de reflexión y refracción que suceden en ellas. El tratamiento
será complementario al de las dos primeras referencias.

Partimos del tronco común del espacio fase óptico, que recapitularemos en esta
sección, y formularemos la transformación de refracción y reflexibn, ley de Snell-
Descartes, en la Scc. 2. En la Seco 3 introducimos el sistema de coordenadas dado por
tina pantalla de referencia. En ella, las leyes de conservación de posición y momento
se factorizan en dos transformaciones raíz, como mostramos en la Seco 4. Damos
casos particulares en la Seco 5, con indicaciones de las herramientas nccesarias para
las aplicaciones de la óptica de Lie en el diseño magneto-óptico de aceleradores .1••
partículas. La Seco ti usa una de las funciones características cruzadas de lIami1toll.
para reportar una demostración de la canonicidad de la transformación raíz inédita,
reportada por Joaquín Delgado (DM-UAM Iztapalapa).

Pensemos en tres dimensiones, idealizando los rayos corno lo hace la óptica
geométrica: en UIl sistema de referencia cartesiano describimos líneas en el espacio
mediante vectorf~S columna de tres componentes q(s) = {q.r(s),qg(s),q:(s)}. con
un parámetro s de longitud a lo largo del rayo, v('ase e.g. la Hef. [a]. La elección
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del origen s = Oes arbitraria, pero su elemento de longitud queda definido por el
incremento

I Idqd~')1= l.d, = V (dq,)' + (dq.)' + (dq,)'. así, o (l.I)

Esta parametrización garantiza también que el rayo será una línea conexa en el
espacio. El vector unitario tangente al rayo, multiplicado por el índice de refracción
n(q") local, define el vector momento del rayo,

(1.2)

cuyas componentes indicamos por pes) = {Pz(sLp,(s),p:(s)}. Una consecuencia
de estas dos definiciones es que el vector momento está constreñido a una esfera, la
esfera de Descartes [1], en cada punto del rayo

Ipl = n(q). (1.3)

En particular, si el medio es homogéneo (n = constanteL los rayos son rectas a lo
largo del veclor momento

q(') = q(O) + '1;1 = q(O) + ; P

2. la ley de Snell-Descartes, refracción y reflexión

(1.4)

Las consideraciones c:.nterioreshan sido puramente geométricas. El contenido diná-
mico de los fenómenos de refracción y reflexión es la Ley de Snell-Descartes, que
relaciona los ángulos O (resp. 8') entre p (resp. p') y la normal E a la superficie que
separa los medios n y n'. Es bien conocida en su forma de ley de senos

n sen O = ni sen O' . (2.1 )

La superficie queda definida por una función S(q") = constante, siendo localmente
perpendicular a ~ y separando los dos valores n y n' f:. n en una vecindad del punto
de incidencia. Su relación es

(2.2)

La Ley de Snell-Descartes declara también que ji, p', y E están en un plano.
En consecuencia, podemos escribir vectoriaimentc

Exp=Exp'. (2.3)
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FIGURA l. La ley vectorial de Sudl- Descartes afirma que el vector p x f se conserva. En cada
medio los vectores de dirección estan sobre sus respectivas esferas de Descartes n = Ipl
y n' = Ip'l. Esta ley también admite las soluciones reflejada.••pR y ¡¡,R

La igualdad anterior es una ley de conservación: el vector en e! miembro izquierdo
es la componente de p en e! plano tangente a la superficie en el punto de incidencia;
su valor depende de la superficie y de ji en el medio n; este vector se conserva en
el miembro derecho, el cual depende de la superficie y de! momento en el medio
n' solamente; es la componente de p' tangente a la misma superficie. En la Fig. 1
damos e! diagrama al que haremos referencia en esta y la próxima sección.

Parece ser poco usado e! hecho que la Ley de Snell-Descartes (2.3) describe
el fenómeno de reflexión tan bien como el de refracción. La conservación de la
componente tangencial del vector momento del rayo y la planaridad del proceso,
son comunes a los dos fenómenos. En efecto, son las dos soluciones de la ley de
Snell.Descartes, ya sea en (2.1) en (/ o (2.3) en ji/.

Consideremos primero el proceso identidad, cuando n = n/. Entonces ji = p/
es la solución que TI'presenta la propagación libre y rccta de! rayo a través de la
discontinuidad que ha desaparecido. Hay también una segullda solución: la re.Jlerión,
que invierte el signo de la componente de 17 paralela al vector unitario t/Ii:1 normal
a la superficie. Esta componente es ji. ~~/1~12.La solución reflejada j-¡R se ohtiene
entonces restando a jj el doble de este vector,

¡;" = ¡,- 2¡;. EE/IEI'. (2..1 )

En su forma de senos (2.1). la Ley también otorga al caso n == n' dos soluciones:
O' == O Y O' == 11' - O. El ángulo 1l" - O invierte el signo de n cos O, la componente
normal de la Fig. l.

Cuando n #- n', la superficie S{ij') es una discontinuidad del medio. El rayo jJ'
construido con la componente normal del mismo signo que la de j7 es claramente el
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rayo refractado o trasmitido. Pero notemos que entonces también p' R o fI R = 11'- (j,
la reflexión de la refracción, también es solución. Este rayo refractad<rreflejado (o
reflejado~rcfractado) no está presente físicamente cuando la condición inicial es un
solo rayo entrante Pi en cambio, aparecen necesariamente un rayo tr~mitido al otro
medio, pi solución de la ley de Snell~Dcscartcs vectorial (2.3), y uno reflejado al
mismo medio, pR en (2.4). Sin embargo, si tomarnos ¡J,R como rayo entrante desde
el semiespacio n', aparecerán físicamente las soluciones ¡iR corno rayo trasmitido al
medio n y p' producido por reflexión; no aparecerá p.

La óptica geométrica deja sin decidir cuál rayo suprime la naturaleza, porque
no tiene más observables y leyes de conservación. Si dotásemos a las líneas de nues~
tro modelo con amplitud (campo eléctrico) y estado de polarización, exigiendo la
conservación de la energ{a •....•lamplitudj2 y de leyes de conservación del vector de
campo tangencial o normal (para dieléctricos o metales), obtendríamos un modelo
óptico más rico y constreñido que descrihirá la luz polarizada respondiendo a estas
ambigüedades. liemos sugerido en la referencia (4) un fundamento de teoría de
grupos para estos modelos ópticos globales (óptica de .111'). En esencia, se consideran
'mundos de cuatro rayos' (el original, el reflejado, y sus dos inversos pl-+ -p) como
espacios de coclases del grupo de Lie de transformaciones Euclideanas del espacio,
módulo las simetrías del modelo de rayo. Aquí seguiremos el tratamiento clásico de la
refracción y la reflexión como fenómenos clá.sicosde la óptica geométrica, haciendo
caso omiso de las soluciones múltiples o complejas (asociadas a la reflexión total
interna) que permite y requiere la ley de Sncll~Descartes.

3. La pantalla estándar

En medios homogéneos, los rayos de la óptica geométrica son líneas rectas. Podemos
definir una pantalla plana para caracterizar los rayos por su punto de intersección
(posición q del rayo) y por la dirección que éste lleva en ese punto (y que conserva,
por ser homogéneo el medio). Llamamos p a la componente del momento p en el
plano de la pantalla. Corno p está. sobre la esfera de Descartes (1.3), Ipl :5 n.

Tenernos ahora un sistema de cuatro coordenadas (q, p) que es una realización
local del espacio fase de la óptica [l}, [2]. La realización es local porque no para.
mctriza a rayos paralelos a la pantalla, cuyos puntos de intersección estarían todos
al infinito, ni distingue entre un rayo y su reflexión en el plano de la pantalla. El
primer problema es sólo cuestión de cartas: el espacio fase de la óptica no puede ser
parametrizado por una sola carta conexa (q, pL sino que requiere de un atlas de
(al menos cuatro) pantallas. La pantalla que resuelve el segundo problema es una
segunda copia (q, p)_ del espacio original (q, p )+, distinguida por un índice (J = :r,
el .<;;9no de la componente de p normal a la pantalla. Aún debemos cubrir el borde
entre ambos hemisferios compuesto por rayos paralelos a la pantalla (los casos (J ;:; O
correspondientes o.p' f ;:;O), en cualquier dirección en el ecuador de la esfera de
Descartes y a cualquier distancia de clla. Para estos rayos podemos proponer otras
pantallas que cubrirán cada una un hemisferio. En todo caso, la variedad (J ;:; Otiene
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dimensionalidad menor que las otras dos (J = :1:. Cuando sea necesario, indicaremos
los puntos del espacio fase por (q, p; u).

Una descripción de la óptica geométrica que es muy transparente es la que
refiere las coordenadas de los rayos a una pantalla estándar: el plano x-yen z = O.
Denotamos las componentes de los vectores en el plano de la pantalla con negritas:

q= (¡), q= (::) nI', z;;;;; qz (3.1 )

(~), p=(~:),
pE :R', Ipl5 n,

p=
h = uJn' -Ipl',

(3.2)
UE{+,-}.

Esto distingue la dirección z como nuestro eje óptico y recomienda usar z como
parámetro de evolución, en vez de la longitud s a lo largo del rayo. De (1.2) su
elemento es dz = (hln)ds. Así el rayo recto (104), propagado como q(s) = q(O) +
si/n, estará descrito en la pantal1a estándard por q(O), y su propagación libre a
una distancia z = (hin) s por q(s) = (q(z),z). En las coordenadas de la pantalla
tendremos la transformación de 'vuelo libre' del espacio q = q(O}, p = p(O), dada
por

pF"n : q = q(z) = q + z-~====.
u)n' _ p'

F"n : p = p(z) = p.

4. Conservación y factorización

(3.30)

(3.3b)

Una superficie S se puede referir localmente a la pantalla estándar de la siguiente
manera:

S(f) = ((q) - q•• £=(E)-1 ' (4.10)

( (&(/&qr)E = "( q) = &(/&q, . (4.1b)

Esta descripción es válida en la región donde la normal E (que apunta del medio n' al
medio n) y el eje -z, forman un ángulo menor a ~1r.La ley de Snell-Descartes (2.3)
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FIGURA2. Factorización de la refracción por una superficie (. El rayo incidente (q,p) y el re-
fractado (ql,pl) se refieren a la pantalla estándar. El proceso se describe como la
propagación del rayo incidente hasta la superficie en (r¡,((iJ,», donde se cumple la
ley de Snell, seguido de la propagación inversa del rayo refractado hasta la misma
pantalla. De esta manera se factoriza el fenómeno de refracción y reflexión.

pucde ser expresada entonces en términos de vectores columna como

(E) x (p) = ((_n)(p+hE)) = (E) x (P:) = (Ui)(P'+h'E)).
-1 h E x P -1 h E x p'

(4.2)
La igualdad E x p = E X p' es consecuencia de la primera componente en producto
vectorial x con E en dos dimensiones.

Consideremos ahora la transformación S';n,n' que produce una superficie (,
refractante o reflejante, sobre los rayos (q,p;u) para convertirlos en (q',p/jU'),
referidos a la misma pantalla, como en la Fig. 2. Esta transformación es la repre-
sentación en la pantalla del proceso regido por la ley de Snell.Descartes en cada
plano tangente y en cada punto de incidencia, precedido y seguido de propagación
libre en los medios n y n'. respectivamente. Para reflexión, n/ = n. y tomamos la
segunda solución (2.4). Mostraremos aquí que estas transformaciones S';n,nl están
factorizadas de manera por demás natural.

Vimos que los rayos son líneas conexas. En consecuencia, el punto de incidencia
del rayo original q(z), del refractado y del reflejado, son el mismo puntoj se encuentra
sobre la superficie z = «(q) y en la pantalla lo llamamos q. Se cumple entonces

q((q)) = q +«(q) <7vnt-IPI' = q = q' +«(q) <7'v(n'~:-lp'I' = q'((q)).
(4.3)

Esta es una ley de conservación de posición. La ley de Sncll-Descartes (4.2) se aplica
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~n ese puniD, y se escribe

p+ (V()(q) "Vn' - Ipl' = p = p' + (V()(q) ,,' v(n')' - Ip'l'. (-1.4)

Esta es una ley de conservación de momento.
La estructura de las ecuaciones (4.3) y (4.4) indica que en forma natural pode.

mos jactonzar la transformación S(;n,n' como

(4.5)

donde RC;n es la transformación que llamamos raíz y que está dada por las dos
ecuaciones precedentes

n . -'- +,0(0) P
(;n . q - q - q ,q J' 1 1"un-p

n(;n ; p = p = p+ V((q) "vn' - Ipl'.

La transformación inversa R(;~se despeja de aquí y es

n-loo ,0(0) p
(;n ; q = q = q -, q J' 1 1"un-p

n(;~: p = p = p - V((q)"vn' -Ipl'.

(4.6a)

(4.6b)

(Ua)

(-1.7b)

Veamos detalladamente cómo operan y se componen estas transformaciones
R(;n R,;~, actuando sobre el espacio (q, p; u) de la pantalla. La intuición basada
en la Fig. 2 ve la refracción y la reflexión como un proceso de ida y vuelta al plano
tangente en el punto de incidencia. En efecto, si la superficie es plana, ( = constante,
la transformación raíz es el vuelo libre (3.3) para z ;:;;(. Si la superficie es curva, en
cambio, RCiR actúa en q como un vuelo libre por (q) hasta el punto de incidencia
q(q,p; u). Notamos que la ecuación (4.6a) que determina q(q,p) es una ecuación
implícita, pues el miembro derecho también contiene q como argumento de (. Una
vez hallada q, la p se encuentra de la ecuación (4.6b), que es explícita.

En la transformación inversa, (4.7b) es ecuación implícita y (4.7a) explícita.
Finalmente, u ;:;;sign E x p y el ;:;;sign E x p' nos indica la dirección en que se
mueven los rayos (o su continuación) al cruzar la pantalla. Si proponemos q = +,
tratamos un rayo incidente desde la izquierda; si el rayo se refracta o refleja tendre-
mos prototípicamente a' ::;;+ o a' ::;;-; si para estos valores no hay soluciones q y
p reales que cumplan (3.6)-(3.7), los rayos se estarán propagando en el hemisferio
opuesto.

La transformación S(;n,n' en (4.5) es la composición de RC;R en (4.6) y R,,~,
en (4.7), con n 1-+ ni. Cada transformación raíz actúa sobre los argumentos de las
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funciones f(q,p,a) que encuentra, de modo que

SCn,n'; f(q,p) = (R',n R(;~,); f(q,p)

= R';n ; (R(;~, ; f(q, p))

= R"n ; f(R(;~, ; q, R(;~, ; p)

= f(R(,~, ; [R"n : qJ,R(;~, ; IR';n ; p))
f(~-I - ~-I -)= 1~';n': q, 1~';n' : p

= f(q', p') = f(S';n,n' ; q,S';n,n': p).

(4.8)

Así, la transformación de superficie S(;n,n' se factoriza en n';n actuando primero y
nc;~,actuando después -de izquierda a derecha, en el mismo orden en el que se
escriben.

Queremos subrayar que estamos describiendo tanto refracción como reflexión en
la superficie z = «(q). En el caso de refracción, a = d = +, mientras que en el caso
de reflexión, a = +, a' = -. Conviene distinguir en este caso la prima de p' por
¡;R, como apuntamos en la fórmula (2.4). Esta, en componentes de pantalla, es la
pareja

pR = P _ 2(p. E - h)E/(IE¡' + 1),
hR = h + 2(p. E - h)/(IEI' + 1).

(4.9a)

(4.9b)

Podemos comprobar que p + hE = pR + hRE, cual debe para conservar (3.7). La
ecoación (4.9a) no es explícita per se, porque requiere del conocimiento de E en el
punto de incidencia q.

La factorización de la refracción fue utilizada en la referencia [5];sus propiedades
esenciales (canonicidad entre ellas) fueron probadas en [6]con formas diferenciales.
En la referencia [7] se hizo el tratamiento de superficies de discontinuidad entre dos
medios in homogéneos, también en un lenguaje distinto al que utilizamos aquí. La
transformación raíz para espejos se manejó en [8Jy, brevemente, en (9).

5. Cálculos con la transformación raíz

Apuntamos en la sección anterior que para una superficie plana, paralela a la panta.
Ha, la transformación raíz es el vuelo libre hasta ella. En efecto, para una superficie
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z = (o + ( q), con (o constante,

(5.1 )

donde F(,,;n es la transformación (3.3). Por ello, es suficiente considerar que el centro
óptico de la superficie (en q = O) toca el origen de la pantalla de referencia: (O) = O.

Examinemos ahora la transformación raíz de una superficie refractante/refie.
jante plana que está inclinada un ángulo O' respecto del eje qx de la pantalla:

«(q) = q, tan a, (5.2)

En las componentes cartesianas de posición con barra y usando h = aJ n2 - pi - P:,
la transformación raíz (.1.6) es

q,qx=------
1 - p,/h lana'

_ + qxp"q. = q, -----,
h - Px tan O'

Px = Px + h tan o,

(5.3)

Comparemos ahora esta transformación con una rotación de la pantalla por un
ángulo o alrededor del eje q", que pone la pantalla en contacto con la superficie (.
En tres dimensiones, los puntos del espacio {qx, qy, q:} tendrán ahora coordenadas
{Qx = qxcoso+qzseno, Qy = qy, Qz = -qxseno+qzcoso}. En particular,e1
punto de incidencia del rayo en la superficie, {I'/x,qy, (f¡) = I'/x tan o}, ell la nueva
pantalla (coincidente con la superficie) tendrá coordenadas

Qx = qx COS Q + ijx tan o seno = qx seco,

Q. = ij.,

Q: = -ijx sen o + ijx tan o cos o = O.

(5.4 )

Bajo esta rotación, el vector de dirección del rayo incidente {Px,Py, p: = h} se
transforma de la misma manera en {Px, Py, Pz}, con componentes

Px = px cos 0+ h sen o = Px cos o,

(5.5)

P: = -pxsenO' + hcoso,
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sobre la misma esfera de Descartes de radio n. De aquí vemos que la transformación
raíz a una superficie inclinada es parecida pero no idéntica a una rotación: En la
dirección x hay un factor de escala sec o en las posiciones, y su inverso cos o en los
momentos.

En este punto, el lector seguramente espera que mostremos algunas soluciones
exactas de la transformación raíz y, por ende, del problema de refracción y reflexión
en algunas superficies. La ecuación implícita de la transformación raíz (4.6a) puede
resolverse explícitamente para superficies «(q) que sean cilíndricas rectas o de re-
volución hasta de cuarto orden, porque solamente éstas tienen solución algebraica
general. Esto incluye cilindros cónicos o de revolución (esferas, elipsoides, paraboloi-
des, hiperboloides) para segundo orden, y óvalos cartesianos [lO)para cuarto orden.
Algo hemos hecho respecto a esferas [11] pero, dicha sea la verdad, las soluciones
exactas son arduas y poco transparentes. Esta reflexión nos obliga a indicar aquí el
tipo de cálculos para los que la trallsforrnación raíz st ha reportado ventajas reales
de cómputo, además de las conceptuales.

La idea central del tratamiento de las aberraciones ópticas es desarrollar las
coordenadas del rayo saliente de un sistema óptico, (q',p') -la imagen-, en series
de potencias de las coordenadas del rayo entrante, (q, p) -el objeto. Tenemos a
nuestra disposición herramientas de cómputo simbólico automatizado para manejar
eficientemente polinomios [12). Una superficie de revolución polinomial,

(5.6)

en las ecuaciones de la transformación raíz, resueltas recursivamente a quinto grado,
nos proporciona las soluciones polinomiales de aberraciones de hasta quinto orden
en (q, p). Los resultados del cómputo son los siguientes:

q=q

(2 2 '1 2(i 2 (4 2 2
+?3"P '1 p+-,q'pq p+-(q) p,_n n n

p = p + 2(,"'1
(2 2 ? ? ?

- -p '1 +2(iq.p+ .1(.," '1°'1
"
(, " 2(", 4(1 ,--(p) q--p qq+-q.pqp
4nJ n n

(primer orden)

(tercer orden) (5.7a)

(quinto orden)

(primer orden)

(tercer orden) (5.7b)

(quinto orden)
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A continuación, se obtienen otras dos expresiones polinomiales para q'(q,p) y
p'(q, p) que son el resultado de la transformación raíz inversa (4.7), se calculan
42, q. p, etc., y finalmente se reemplazan en (5.7), manteniendo el quinto grado
en todos los polinomios computados. La transformaci()n de superficie refractan te a
quinto orden de aberración tiene 28 sumandos para q/(q,p) y 48 sumandos para
p'(q, p). En la Ref. [7] dimos el resultado para orden de aberración (grado) siete, en
dos páginas con fuente de ocho puntos. El cálculo a orden de aberración nueve fue
hecho por l\liguel Navarro Saad y ocupa catorce páginas de su tesis profesional [13].
La interfase entre el sistema REDUCE de cómputo simbólico y el sistema tipográfico
1FX para su impresión permite evitar errores de dedo en estas expresiones.

En realidad, estos polinomios no son más que un paso intermedio para computar
los coeficientes de aberración de cada superficie de un sistema óptico. Conocidos
éstos en su expresión genérica, pueden ser sujetos a la operación de concatenación
como elementos de un grupo de aherraciones [9]. Debernos aclarar que los algorit-
mos de diseño óptico más usados tratan el problema exacto a partir del trazado
geométrico de rayos; son indudahlemente más rápidos, sohre todo cuando las su-
perficies son esféricas y tienen S\lS centros alineados. Con el cómputo simbólico
pretendemos dar una solución pararnétrica y perturbativa de orden superior al pro-
blema de diseño óptico, así como extenderlo a casos como propagación en medios
inhomogéneos, en particular de tipo fihra n(q) = no + nzq2 + "4(q2f + "', y
estudiar el comportamiento de estados coherentes de varios tipos ante superficies
de discontinuidad del medio. Los algoritmos de integración numérica son más bien
lentos para intervalos largos ("-' 106 vueltas a un acelerador, por ejemplo) y sus
resultados no tienen manera de contener parámetros.

6. La transformación raíz es canónica

Una propiedad que dehe cumplir cualquier elemento óptico pasivo, es de no perder
ni generar luz, es decir, cOJ'lserl'arel 'volumen' de rayos que entra, invariante. En las
coordenadas de la pantalla estándar (q.p). a = +. el elemento de volumen queda
definido por la forma diferencial

(6.1 )

Este elemento de volumen dd espacio fase es de magnitud diferencial y cambiará de
signo si intercambiamos el orden de cualesquiera dos aristas del hipcrparalelepipoide
elemental. Se trata de \lna forma diferencial escalar totalmente antisimétrica [14).
Llamaremos canónica a Ulla transformación (q, p) •.....•(q', p') que deja invariante el
volumen de rayos ópticos o sea que tenemos dF = dV' en una vecindad finita de
cada uno de sus puntos. (Existen otras (icfiniciones cercanas o sinónimas, pero para
los propósitos del artículo es suficiente usar ésta).

La transformación F:;n dt.hida al simple vuelo libre en un medio homogéneo,
dada por (3.3), es canónica. Esto podemos verlo tomando las diferenciales dq/ =
dql(:) = dq¡+: dp¡/h, dp¡' = dl'l(z) = dp¡, para i = x,y, multiplicando las formas di-
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Cerenciales en ese orden, dqx' dq,' = dq, dq, +z/ h (dq, dp, +dp, dq,) + (z/ h)2 dp, dp,
Y dp/ dp/ = dpx dpy, Y desarrollando. Sumandos con factores dpx dpx o dpy dpy
son cero pues dos de las aristas del prisma hiperparalelepipoidal coinciden. Esto
elimina los términos en z y deja dq;r' dqy' dp;r' dpy' = dqx dqy dpx dpy. Quod eral
demonslmndum.

Por razones físicas esperamos que superficies rcfractantes y espejos produzcan
transformaciones canónicas. ~tuchos autores demuestran, a partir del principio de
Fermat de mínimo tiempo, que los medios ópticos inhomogéneos continuos, que
satisfacen las ecuaciones diferenciales de lIamilton {15], producen transformaciones
del espacio fase que son canónicas. Los medios discontinuos se relegan como caso
particular del resultado general, en cllímite (tomado con mucho cuidado [3]) en que
un medio continuo se 'vuelve' discontinuo (con sucesiones de Cauchy y en la métrica
del espacio fa.<;;;e).Invitamos al lector, que seguramente maneja paréntesis de Poisson
[15}, a demostrar on lhe rocks la canonicidad de nuestra transformación (4.6). En
una dimensión de q se pueden despejar las parciales invirtiendo matrices de 2 x 2,
pero en dos dimensiones las matrices crecen a 4 x 4. Miguel Navarro Saad [13]
verificó en REDUCE que la propiedad valía. La demostración dada en el apéndice de
la referencia [6) ocupa unas cuantas líneas (que costaron algunos meses) mediante
el uso de forrna.<;;;diferenciales; sin embargo no es enteramente satisfactoria, en el
sentido de que es una demostración formal y no da el porqué geométrico e íntimo
de la canonicidad de la transformación raíz.

Queremos reportar una demostración independiente y clara, del hecho que las
transformaciones de superficie rcfractante y espejo son canónicas, demostrando que
la transformación raú dada en (4.6) es canónica. El resultado para S';1I,1I' sigue
si observamos que la inversa de una transformación canónica es canónica (los ele-
¡'Icntos de volumen del espacio fase son los mismos, luego existe la transformación
inversa con la misma propicdad canónica); y que S';1I,1I" la composición de dos
transformaciones canónicas, es canónica.

Debemos a Joaquín Delgado, del Departamento de Matemáticas, Universidad
Autónoma Metropolitana, Iztapalapa, la obscrvación quc la transformación raíz
(4.6) se puede escribir en términos de una función característica de Hamilton,

(6.2a)

Esta función característica define la transformación raíz (4.6) mediante las ecuacio-
nes

oR(;n(i'¡, p)
q = op ,

_ oR(;n(i'¡, p)
p = oi¡ . (6.2b, e)

Es decir, se obticnc una coordenada inicial y otra final en términos de las otras
((x)rdenadas final e inicial. Por ello la función hamiltO:liana <;;;ellama cruzada, y es-r, en la nolación de Goldslein {I5].
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La existencia de una función F( q. p) tal que

aF(i¡.p)
q = al' .

_ aF(i¡.p)
l' = ai¡ . (6.3". b)

es suficiente para que la transformación (q. p) ~ ('1. p). sea canonlca. Para lit'-

mostrarlo usando formas diferenciales. tomamos primero la diferencial total de la
función

dF- aF(i¡.p) ¿- _a_F~(i¡~.p_)d
- ai¡ . q + al' . l'

(6.1" )

A continuación tomamos nuevamente la diferencial (de la ¡-forma) para obtener

ddF = O = dp, di¡, + dp, di¡, + dq, dI', + dq, dp,. (6.11»

o. como las diferenciales se comportan como \'l'ctores en producto X (!.!.fo,.m(l,~
antisirnétricas). con dpr dqr = -d(jr d¡Jr, etc.. se conserva el la int'ariall/c dc Poill-
caré [15)

di¡ . di>= di¡, dp, + di¡, dp, = dq, dI', + dq, dp, = dq . dI'. (6 ..1c)

El producto (exterior) de esta expresión consigo misma elimina los sumandos con
diferenciales rcpdidas y es la conservación del elemento de volumen (6.1) dada por
dl" = d\'. Toda transformación que podamos escribir como (6.:1) con una fuución
caracterí. ••ticu F. en consecuencia. es canónica; la transformación raíz pertenece a
esta c1a.<;econ RCn dada por (6.2a). Esta demostración es válida en dimensiones
pares mayores que cuatro; sólo hay que multiplicar (6..1e) consigo mismo las v('C('s
necesarias y obtener el mismo número dc invariantes de Poincaré, en particular el
elemento de volumen.

La demostración anterior para S(;n.n' se refiere solamente a vecindades del ma-
pro (q,p) ~ (q',p') donde existe. Sahemos que el proceso global (de ,br) es más
complicado ya. que la carta queeslamos usando es la de rayos en el hemisferio O < ~1l'",

P: > O. Si la refracción o reAexión saca al rayo de su hemisferio, la conservación del
volumen se dará entre ulla vecindad en la. carta (J = + y \lna vecindad en la (J = -.
La region conexa que nos gusta considerar es la que contiene el rayo estándar [.1]
a través del celltro óptico q = O Y sobre el eje óptico p = O, donde ji. f = -P: Y
E = O. S\l frontera está nmstituída por los rayos tan entes a la superficie ji. f = O
('11 alguna q. es decir p' '9((4) = h = + 712 -[pIZ. Estas son condiciones en el
dominio de la (unción característica cruzada RCn(il, p) dada por Delgado.

La naturaleza gcomitrica de la transformación raíz puede subrayarse de la ma-
Ilcra siguiente. La transformación unidad del espacio fase en tres dimensiones, (q, ji),
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tiene su función generadora

[1(3)(, -) , - - -O q,p =q.p=q.p+q,p,. (6.5)

Actúa de manera enteramente análoga a (6.3) proporcionando ij = q y p = ji.
Ahora bien, la óptica geométrica trata con rayos, no con puntos; el espacio de

las direcciones p sólo requiere de las dos coordenadas en el plano de la pantalla,
p. La tercer componente queda constreñida por pz = a ,/n2 - Ip12, Anotemos este
valor en su lugar en la función U~J) arriba, que deja de ser función de pz. Debemos
tachar ahora qz, pues ya no hay determinación para ella corno üRo/8pz. El espacio
objeto (ij,P) se ha constreñido ahora a la pantalla (q,p). Eslamvs en libertad de
hacer constricciones equivalentes en el espacio fase de la imagen (q, p), para lo cual
podemos fijar la componente qz. Fijada, ésta desaparecerá como argumento de U~3)
y tachamos correspondientemente fiz. Nos quedamos así con una transformación
generada por la función característica U, función sólo de (q, p), en dos dimensiones.

Podemos fijar qz asigllándolc el valor cero. Entonces, (6.5) se vuelve Ro = q. p.
que genera la transformación unidad q 1--+ q, P 1--+ p. Podemos fijar ijz = z, un
valor cualquiera a lo largo del eje óptico; tendremos entonces la transformación
de propagación libre (3.3) referida a la pantalla estándar. Finalmente, podemos
especificar que q se encuentre sohre la superficie S dada por qz = ((q). Entonces,
nuestra función generadora unidad (6.5) se habrá convertido en la función genera-
dora de Delgado, (6.2a), de la transformación raíz. Por este motivo, entendemos a la
transformación raíz R(;n como una transformación puramente geométrica, asociada
con funciones ( que represelltall l'iuperficies.Estas superficicl'ise vuelven refractoras
o reflejantes cuando exigimos que en ellas se conserve posiciólI q y momento p, para
uno u otro de los dos signos de a. A llené Descartes le hubiera gustado la idea.

"... Or quand plusieurs balles ('enan/ d'un mime ec;'é, rTneontrenf un
eorps, dont la slJperficle est /OlJte lJnit el Igale, riles .,e r¡Jliehi.~-
seni Iga/emenf, ti en mime orore, en sorte que, si ctlte super-
ficie est /ou/e piafe, elles ganlent entre elles la mime di.stanee,
apr¿s l'avoir reneonlrie, ql.l 'tlles al"aient aupara('ant; ti si elle esf
eOlJrb{e en dedans OlJ en dehors, elles s 'approehent ou s '1Ioignent
en mime orore les lJnts des autres, plus ou moin .•, ti mison de
eeUe eourburT, ••

.. Enfin, eonsidire: que, SI une baile qui se meut rencontrr obllque.
meni la !juptrfieie d'un corp!j liquide, par leque/ r/le pui.tM~ pas-
ser plus ou moin,~ faClleme7l1 que par ce/ui d'ou elle sort, elle se
détourne e/ ehange son cours en IJ e'ltra,lI.

La dioptriqlle -discollfs premier: de la Illllli¿'re
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Abstract. \re sllow tltat the transformation of the space of optical rays
due to a r('fracting Ot teficcting surfac('. factorizes as the product of two
root transformatiolls. Each root transformatioll d('pellds on the surfacc
and the rdractive intiex in one medium. It is c<l.nonical. with a cross.
variable I1amiltonian characteristic fllnctioll that is cOllstraincd and
simple.lt has al10wcd the computaIJon of surfare aherration cocfficients
in an algorithmically efficient way.


