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Resumen. Se desarrolla. una tnf'todología en la que se utilizan las lIa.
mtldas hojas electrónicas de cá.lculo ptlrtl rpsnlvf'r numéricamente ecua-
ciones diferenciales parciill('s liueilles df' sp.c;undo ordf'n. Paril ilustrnr lil
ilplicación de la metodología sc presPlltan lws pjl'fnplos que correspon.
den a las ecuacionps dI' tipo f'líptiro, parahr',lico e hiperhólico. Cilda. tipo
s(' ('j('mplifica con 1111 prnhh'rna físiro. El mptoilo apro\'t'cha las carilC-
terísticas de las tlojas ('Ip({rónicas filcilitalldo tanto la implementación
del algoritmo numérico COIIIO d all<ilisis p<trarnétrico del problema.

PACS: 02.60.+y: 02.70.+"

1. Introducción

Es frecuellte encontrar en mucha."; áreas ele la cietlcia y la ingeniería problema., qlle
matemáticamente se expresan corno ecuaciones diferenciales ([1». Estas ecuaciones
representan modelos matemáticos que al ser resucitas, describen el comportamiento
de fen{,lnenos o procesos físicos, químicos, biol(:igicos, etc. Los métodos de solucilíll
de la') El> se han clasificado en allalíticos, Iluméricos y analíticos aproximados [iJ.
En particular_con el advenimiento de las computadoras, los métodos numéricos hun
sido desarrollados y utilizados ampliamente debido ti. que pueden resolver prohlt'lTlas
parrt los cuales no' existen o son difícilf'S o t('diosas la,,; soluciones allalíticas. Esto
.'¡llimo es particularmente cierto para las ecuaciones diferenciales parciales (EDI'),
en donde lil variable dependiente ('s fllllCi(íll de dos o mAs variahles in<!cpendif,rttl's,
y los mf:todos analíticos como la trallsformada df' Laplilce o la transformada finita
son tediosos o complejos, dependi('llllo de la (,cllaci(;n a resolver.

DI' los rrH~1odos Iluméricos {~xistcllt ('s, prohahlcrrwnte el más USiHhJ('n la soluci(ill
de ~:f)J> ('S d Jn,',todo de las diferencias finitas (~lDF). El cOfl('('plO hásico de1l11horio
f'S rclativilllWllle sencillo, allnque SIl ilplicaci(:ill reslllta con frecuencia compleja [2J.
El prcJcl'dimicnto qlle norrnillnwTlte SI' sigue I'ilril ff'soh.('f 1lfla ED!' por medio df'l
\'1DI" nJllSi ...•tf~ l'll 1) discrdizar el dlJIllilli(J dI' illlq;r<tci/m df' lit rDp fH,r medio d" llrlit
malln. '2) r1is,rf'l iZnr la EDI' y In.'; n,u<!i,iolU's dI' 1<\lHiSlIla. (l"I(,lIi¡'ndf,sf~ f'Cllilf:i'Jllf'"
algebraicas pi:tra ci:tfla nodo: didli1.~ f'{,UiICiOIl(~SIll,di1lc~ csuíl' rditci(JIli1das de lal
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manera que se tiene un sistema de ecuaciones algebraicas, y 3) escribir un programa
que resuelva el sistema de ecuaciones algebraica .•, La solución del sistema algebraico
representa los valores solución de la EDP. Posteriormente estos resultados son intro-
ducidos en otro programa para hacer los gráficos y si se requiere hacer análisis de
errores o estudios estadísticos se tienen que utilizar otros programas. Si además se
desea cambiar algún parámetro o variable, el proceso tendrá que repetirse.

Es posible en algunos casos optimizar este proceso utilizando algún paqucte
comercial de hoja electrónica (LOTUS, QUATTRO, S[JPERCALC, etc.), los cuales se
han popularizado mucho en usos administrativos y son muy acccsibles por su bajo
costo.

El presente trabajo tiene el propósito de ilustrar cómo pueden usarse las hojas
electrónicas en la solución numérica, por medio de diferencias finitas, de las EDP
lineales de segundo orden. Para ello, se resolverán problemas típicos de las tres clases
de EDP que hay, a saber, elípticos, parc..bólicos c hiperbólicos.

2. Ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

En áreas como transferencia de calor, mecánica de sólidos y fluidos, electrodinámica,
etc .. es frecuente encontrar ecuaciones diferenciales del tipo

a'u a'u a'u
uax' +baXay +caY' = F,

donde U, a, b y e son funciones de X y de }", y F también puede ser función de
X. }",U Yde sus respectivas derivadas parciales. Esta ecuación es la forma general de
ulla l::DP lineal de segundo orden. Dependiendo del signo del discriminante b2 -1ac,
se clasifican cn elípticas, parabólicas e hiperhólicas (véase la Tahla 1).

Discriminante

b2 - .lae < O
b2 - .1ac = O
b2 - .1ac > O

Tipo de EIlI'
Elíptica

Parabólica

Hiperbólica

Ejcmplos

Uu + Uyy = O
llx = Uyy

Uxx = llyy

TABLA 1. Tipos de EDI' lirl('ales de segundo orden.

Para resoln'r la EDI' es uccesario ('spccificar las condiciones iniciales y de fron-
tera. En 1.l'rminos generales. las condiciones iniciales y de frontera tienen la forma

oU + {3Un = J,

donde o. 13,...,. U YUn son funciones de X y de }", el término Un = fJU JfJn significa la
d('ri\"~da normal £1('{j en la frontera. Si l' = O, la cOlldición se denomina homogénea,
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i\ombre

Dirichlet

Neumann

Hobin

Cauchy

Forma

13=0
o = O

0,13",0

Q = O

13=0

Comentario

U especificado

Un especificada

al menos se especifica

forma homogénea

dos ecuaciones:

U y Un especificados

TABLA 2. Tipos de condiciones de frontera e inicial.

de otra manera es no-homogénea. La Tabla 2 muestra las formas y nombres de los
distintos tipos de condiciones.

La combinación de una EDP y sus condiciones iniciales y de frontera deben pro-
ducir un problema bien definido [3]. Esto quiere decir que dependiendo del dominio
de interés (X, Y):

i) Las ecuaciones hiperbólicas deherán estar asociadas con las condiciones tipo
Cauchy en un dominio abierto.

ii) Las ecuaciones parabólicas con las condiciones tipo Dirichlet o Neumann, tam-
bién en un dominio abierto.

iii) Las >;DI' elípticas con las condiciones del tipo Dirichlet o Neumann pero en un
dominio cerrado.

Se puede decir entonces que el tipo de EDP y por lo tanto el tipo de dominio
sobre el cual se va a hacer la integración determinan la forma del método numérico
a utilizar. El significado de dominio ahierto o cerrado quedará claro en los ejemplos
que se presentan.

3. Diferencias finitas

La derivada de un;:¡ función en un punto dado puede ser aproximada por Diferencias
Finitas (UF). Usando la expansión en serie de Taylor de una función alrededor de
un punto fijo x con variaciones h de Xl se llega a las siguientes expresiones

h'j"( )
J(x+h) = J(x)+ hj'(x) + 2!x +-.-

, h'J"(x)
J(x-h)=J(x)-hJ(x)+ 2! - ....

(1 )

(2)

La primera derivada de la función (f'(x)) se representa en forma de OF restando las
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Ecs. (1) Y (2) Y ohteniéndose

¡'(x) = f(x + h) - f(x - h)
2h

h' J"'(x)
3' (3)

Con base en estas 3 ecuaciones se pueden ohtener las siguientes expresiones

¡'(x) = f(x + hl. - f(x) _ O(h),

¡'(x) = f(x) - {(x - h) + O(h),

¡'(x) = f(x + h) ~ f(x - h) _ O(h'),
2 ¡

(4 )

(5)

(6)

donde a las Ecs. (-t), (5) y (6) se les denomina diferencias adelantada, atrasada y
centrada, respectivamente, ). O(h") son todos los demá.s términos de la expansión
y especifica que el error de truncamiento es proporcional a h elevada a la potencia
más grande que es común a todos los términos que componen el error de trunca-
miento [-1]. Asimismo, sumando Ia.s Ecs. (1) y (2), Y despejando el término de la
segunda derivada se obtiene

f"( ) - f(x + h) + f(x - h) - 2f(x) _ 0(/')
x - (óx)' I .

(7)

De la misma mancra se pueden despejar otras derivadas de orden superior.
clasificándolas de igual forma (adelantada, atrasada, cte.).

Las expresiolles resultantes de sustituir las derivadas por OF en el modelo ma-
temático se llam¡11I('cuaciones nodales ya que encucntran el valor de la solución para
UIl nodo o punto, y dependiendo del valor del incremento h, se tendrá el rnÍllIero de
incógnitas a resolver. Si la formulación dc las ccuacioncs nodales es implícita, esto
cs. existen varias in('"()gnitas en cada ecuación nodal. entonces se tiene un número de
ecuaciones igual al número de nodos e igual al número ele in('"()gnitas por determinar.
lo que produce un sistema de ecuaciones algebraicas que puede ser resuelto por
distintos métodos, a saber: inversión ele matrices, tridiagonalización de matriccs.
métodos iterativos, etc. En particular de estos lÍltimos se usará el Gauss-Seidcl en
uno de los ejemplos. Si la formulación de las ecuaciones 1I0dales es explícita, esto
es, aparece sólo IIna incógnita en cada (,cllación nodal. entonces cada valor Tlodal s('
calcula directamente por tabulacióll de la expresión noda!'

4. Hojas electrónicas (HE)

En esta sección se presenta una brevt.' descripción de una hoja electrónica. La hoja
de cálculo electrónica ('s un programa de computadora que divide a la pantalla ('n
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DescripcIón

celda valor rormula texto

" 15.0

" 25.0

" 40.0 (A1+A2)

C3 X~

03 0.74 SIN (A3)

FIGURA 1. Pantalla típica de una HE con su descripci6n.

una red rectangular de ('cldas y que permite hacer operaciones numéricas en cada
celda y /0 entre ellas de una forma muy simple y eficiente [5}.Cada cclda permite la
entrada de texto, lllímeros, o fórmulas algebraicas. La Fig. 1 muestra una pantalla
típica de una 11E. Cada cclda es localizada con las coordenadas numérica y literal.

Las operaciones entre celdas son fáciles de implementar pues basta poner sus
coordenadas en la fórmula, por ejemplo para sumar los valores de las celdas A 1 Y
...12 se escribe en la celda 111 la fórmula (Al + A2) Ylo que aparece en dicha celda
es el resultado, en este caso ,10(Fig. 1).

La mayoría de las HE comerciales incluyen funciones matemáticas como las
trigonométricas además de funciones estadísticas y lógicas. Otra...o;;propiedades que
las hacen muy interesantes son: la gran facilidad de interrelacionar operaciones entre
celdas, la capacidad de iterar o recalcular varias veces las operaciones programadas
y la versatilidad de gráficos para análisis de resultados.

5. Ecuaciones diferenciales parciales en hojas electrónicas

En esta sección se ilustrará con tres ejemplos cómo se pueden resolver ecuaciones
diferenciales parciales con diferencias finitas usando hojas electrónicas. La 11 E que
se usó es LOTOS 12:1 versión 2.01.

5.1 Ecuaciones difeT"Cnciales parcia1f:s elípticas

Como primer ejemplo se presenta una EDP elíptica. Este tipo de ecuaciones se
caracteriza por el hecho de que su dominio de integra('ión es cerrado. Esto es im-
portante porque determina el método numérico que se debe usar. El problema físico
corresponde a la conducción de calor en una placa plana rectangular donde las
fronteras se mantienen a temperaturas predeterminadas. La EDI' que determina la
distribución de temperaturas en dos dimensiones dentro del sólido en estado estable
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es

(8)

conocida como la ecuación de Laplace. El dominio de integración es x E (O, Lx] Y
y E [O.L,J. las condiciones de frontera son: T(O,y) = TI. T( Lx: y) = T,. T(x, O) = T,
Y T(x, L,) = Ti estas condiciones son del tipo Dirichlet. Para discretizar el dominio
de integración se definen

x = ~x . i, i = O, 1,2, ... , N, con ~x. IV = Lx

y = c.y . j, j = O, 1,2, ... ,M, con c.y. M = L,.

Así, T(x,y) = T(c.x. i, c.y. j) = Ti.) donde el par (i.j) represenla el nodo ubi-
cado en las coordenadas (~x. i, ~y' j). Aproximando las segundas derivadas de la
ecuación (8) por medio de DF centradas (Ec. 7) se tiene

a'T I . = Ti+l,j + Ti-l,} - 21'¡,J
8x' . (c.x)'.,)

8'TI = T¡,j+J +rf'¡,j_I-21'¡,j

ay' i,} (c.y)'

(9a)

(9b)

Sustituyendo las Ecs. (9a) y (9b) en (8), haciendo ~r = ó.y y despejando Ti,) se
obtiene

(lO)

Esta es la ecuación para cada nodo interno (i. j). Las ecuaciones de los nodos frontera
son

To,] = TI, 0< j < M. (11 a)

TN,J = T2, O < j < JI, ( Ilb)

T¡,o = TJ, 0< i < N, (11 e)

T¡,JI = T4, 0< i < ,N. ( lid)

Las expresiones (10) y (11) representan un sistema de ecuaciones algebraicas que
debe ser resuelto simultáneamente. La formulación es implícita.

Las hojas electrónicas resultan ser un ambiente natural para resolver el sistema
de ecuaciones alg<,braicas (lO) y (11). El método numérico utilizado es un método
iterativo (Gauss-Seidel) [6]. Supóngase que N = M = .1 Y TI = T, = lOOY 7, =
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y
4

3

T =100 2
1

T =50
4

T =100
2

1-7
o 1 2 3

T =50
3

4 x

FIGURA 2. Dominio discretizado de la placa sólida con temperaturas fijas en la frontera. La so-
lución está confinada al rectángulo.

A B e D E F G •••
1
2

3
4

5

6

7

8

50 50 50
100 75 68.8 75 100
100 81.2 75 81.2 100
100 75 68.8 75 100

50 50 50

FJ(;URA 3. Implementación en una hoja electrónica del problema dado por las Ecs. (3) y (4).

7'4'= 50 entonces el prohlema a resolver (10-11) queda representado en la Fig. 2. Es
ell los no(105interiores donde se quiere calcular la temperatura. Como el dominio
de interés queda totalmente limitado se dice que es cerrado.

La Fig. 3 muestra cómo se implementa este problema en una hoja electrónica.
Las celdas en la hoja electrónica representan los nodos en la malla. Se escoge un
dominio en la hoja electrónica que tendrá tantas celdas como nodos haya en la malla.
En las celdas frontera se escribe el valor correspondiente a los nodos frontera. En las
celdas interiores se escribe la Ec. (lO) que corresponde a los nodos interiores. Así, por
ejemplo, en la celda /)5 se escribe la fórmula (e5 + E5 + D.1+ D6)/,1. Las fórmulas
de las celdas están entrelazadas. Al cambiar el valor de una se cambia el valor de
todas las demás. Se instruye a la hoja electrónica a recalcular los valores de todas
las celdas tantas veces como se desee. El proceso de recálculo se hace hasta que los
valores de las celdas no cambian significativamente (se fija una tolerancia). Cuando



562 C.A. Estrada-Gasca y R.E. Cabanillas

A B e D E F G ••

50 50 50
100 100
100 l •J 100
100 100

50 50 50

FIGURA 4. Distribución de temperaturas de un sólido bidimensional resuleto con una hoja elec-
trónica.

es así, se dice que el sistema ha convergido y se obtiene en pantalla la solución del
sistema de ecuaciones. En la Fig.. 1 se mucstra la distribución de temperatura" en
el sólido bidimensional obtenidas con la hoja electrónica.

Se puede usar la técnica de sobrerrelajación para aumentar la rapidez en la
convergencia del método iterativo. Esto es particularmente útil cuando se tienen
mallas grandes. Por ejemplo, la Ec. (lO) puede ser sustituida por

Ti.JI = ~4[Ti-l.j T Ti+l,j + 7~.j_1 + 7i.j+l]
nuevo

+(I-w)T',il .. ,
VI('JO

( 12)

donde w es conocido como el parámetro de relajación. Para sobrerrelajación w E
[1,2] Y se ha encontrado que w ::; 1.87 puede usarse como guía en la elección de ti'

óptima [5]. Para dominios rectangulares esta técnica puede acelerar la convergencia
hasta 30 veces [5]. La Ec. (12) se introduce en cada cclda de la hoja electrónica tan
fácilmente como se hizo con la Ec. (10).

5.2 Ecuaciones diferenciales par-ciales pambólicas

Las EDP parabólicas surgen cn los llamados problemas de propagaClon. En este
tipo dc problemas la solución avanza bacia adelante indefinidamente desde valores
iniciales conocidos, siempre satisfaciendo las condiciones de frontera. El ejemplo que
se muestra corresponde al flujo de calor unidimensional transitorio, el cual queda
definido por la ecuación

(13)

conocida como la ecuación de difusión. El dominio de integración es x :::[O,Lx] Y
t E [0,00). Siguiendo el ejemplo anterior, la discretización del dominio sería x =
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~x. i = XI, t ;;;:~t .j ;;;:ti YT( x, t) ;;;:T¡,i' Obsérvese que el dominio en t es abierto.
La Ec. (13) discretizada queda

(14)

con

c,t k c,t
fl-a------- (c,x)' - pc(c,x)"

y donde la primera y segunda derivadas han sido aproximadas por diferencias finitas
adelantada y centrada, respectivamente, véanse las Ecs. (4) y (7), Y la temperatura
al tiempo posterior T¡,i+1 ha sido despejada, esta formulación es explícita. Se ve de la
Ec. (14) cómo la temperatura al tiempo actual en un punto dado se puede calcular
por las temperaturas en los nodos adyacentes al tiempo anterior. Por razones de
estabilidad en el método numérico se rcquicre quc fl :5 0.5 para una solución
estable y no oscilatoria, esto permite un criterio de selección de ~t fijando !::J.x.

Como en el ejemplo anterior, las HE son un ambiente natural en el cual la
Ec. (11) puede ser resuelta.

Considérese una harra de aluminio (a ;;;: 97.1 X 10-6 ml/s) de 0.1 metro de
largo sujeta a las condiciones de frontera

1. 1'(O,t) = O'C y 2. {J1'¿~,t) = O'C/m,

y a la condición inicial

3. 1'(x,O) = 50 'c,

entonces el problema a resolver queda ilustrado en la Figura 5 donde la longitud se
ha dividido en 10 intervalos.

Para los nodos frontera se tienen ecuaciones nodales especiales, así

1. 1'(O,t) = O;} 1'O,j= O

2. {J1'(f, t) = 1'11 - 1'9,j
{Jx 2c,x

y sustituyendo en (l-l)

T¡O,i+1 ;;;:TIO,i + 2f1 (T9.i - TlO.i) 1

r para la condición inicial

3. 1'(x, O) = 50 ;} 1'i,o = 50,

(15a)

( 15b)

( 15c)



564 C.A. Estrada-Gasca y R.E. Ca~mill(Js

III solución llVan:¿ll en el tiempo

T(O,t)=O

t=2Ót

t=Ót

~'"'''' aT Cl,t)
8x o

t=O o , , 9 10

x=l

x

FIGURA 5. Dominio de solución discretizado COIIcondiciones inicial y de frontera.

A B e D E
1

2 liempo Posiclón
3 o o 50 50 50
4 1 o
5 2 o
6

H

50

la solución avanza en el liempo

FIGURA 6. Implementación en una m: del problema dado por las Ecs. (14) y (15).

La Fig. 6 muestra cómo se implementa este problema en la hoja electrónica. Se
escoge un dominio en la HE que tendrá tantas celdas corno nodos tiene la malla de
la Fig. 5. Se empieza por la condición inicial escribiendo 50 en las celdas de C3 a
1\13 (en 10 celdas). En la columna B, de la cclda B3 a la 813 se escribe el cero que
es la condición (I5a). El paso de tiempo ~t se determina del criterio de estabilidad
b, = oó.t/(ó.x)' 5 1/2, con ó.x = 0.01 m) encontrándose que ó.t 5 .52 segundos.
Se elige ¡j"t = 0.1 segundos. Se determina para cuántos pasos de tiempo se desea la
solución, por ejemplo 10. Se pone el valor cero en A3 y en A4 se escribe la fórmula
A3 + 0.1, se copia esta fórmula a las celdas A5-AI3, obteniéndose los tiempos O,
Llt, 2Llt, ... , etc. Ahora, en los renglones C4-L4 se escribe la Ec. (14), así en la
celda £4 se tiene la fórmula £3 + Si/SI. (D3 - 2. E3 + F3). En la celda .114 que
es frontera se escribe la Ec. (15b) quedando la fórmula .\13+ $//$1.2. (L3 - ,\13).

En la pantalla de la HE no aparecen las fórmulas, sino los valores calculados por
las fórmulas. Para ohtener la solución a los otros tiempos sólo se copia el renglón



Hojas electrónicas en la solución. . . S6S

LKJHGEoeA 8 .-'-
~ O 1 2 3 .~ 5 6 7 8 • I~
~ - I-
D o 50 50 50 50 50 50 50 50 50 I~.1 o 45 50 50 50 50 50 50 50 50 50
.2 o 41 50 50 50 50 50 50 50 50 I~
..:2 o 38 4, 50 50 50 50 50 50 50 50
.4 o J5 48 50 50 50 50 50 50 50 I~.5 o 33 47 50 50 50 50 50 50 50 50
.6 o 31 ~ 4' 50 50 50 50 50 50 I~
.:..!. ~ 30 I~ 4, 50 50 50 50

-~
50 I~.8 O 28 44 4' 50 50 50 50 50 50 50

..:.:: O 27 43 48 50 50 50 50 50 50 50
1. o 26 42 48 4, 50 50 50 50 50 19-1 1 1 T 1

1
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3

4

5

6

7

8

•
10
11
12
13

1" solucion dV"nZd en el tiempo

FIGURA ;. Implementación en una hoja electróni<:a del problema dado por las Ecs. (14) y (15).
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rlGURA 8. Distribución de temperaturas en la barra a distintos tiempos.

en las demás celdas del dominio. Para que al copiar no se cambie en las fórmulas
la referencia a la cclda //1 donde debe aparecer el valor de l'1 ésta se escribe como
SI/SI. En la Fig. 7 se muestra la distribución de temperaturas en la barra a distintos
tiempos obtenidos con la HE. La Fig. 8 muestra una gráfica obtenida directamente
de la IIE mostrando el desplazamiento de la onda térmica.

5.3 ¡;;cuaciones difel'enciales parciale.<>hiperbólicas

Al igual que las EDI' parabólicas, la'i hiperbólica" también describen fenómenos de
propagación y por ello tienen las misma.s características que las parabólicas, esto es,
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su dominio es abierto y la solución numérica avanza por hileras. El ejemplo que se
presenta corresponde a la ecuación de onda unidimensional

(16)

teniendo por dominio de integración x E [O,(1. t E [0,00). Como en el ejemplo
anterior, y(x,t) = y(~x.i,~t.j) = Yi,j' Discretizando la Ec. (16) como en los casos
anteriore~ y despejando Yi,j+l, la solución al tiempo posterior se obtiene

donde

Yi,j+1 := 2Yi,j - Yi,j-I + "12 (Yi+l,j - 2Yi,j + Y¡-I,j) ,

( 2>t)'
)'2:= ~x

(17)

También aquí se requiere, por estabilidad en el método numérico, que)'2 ~ 1, dando
esto un criterio de selección de tit fijando tir.

La Ec. (17) puede ser implementada fácilmente, corno en los casos anteriores,
en una HE. Considérese el caso específico de ulla cuerda de 15 cm de largo, que pesa
0.3 ~ 1m y es tensada entre dos soportes A y B como se ilustra en la Fig. 9 con una
tensión inicial de 3 N. Se quiere determinar las configuraciones de la cuerda durante
los primeros 0.2 seg después de que se libera desde el reposo. Para esta cuerda se
tiene o' = 3(9.81)/0.3 = 98.1 m'/seg'. Escogiendo 2>x = 0.01 m y 2>t = 0.001 seg
entonces )'2 := 0.981 < 1, satisfaciéndose el criterio de estabilidad. Las condiciones
iniciales están dadas por

{

0.05x,
1. y(x, O) =

0.015 - O.lx,

2 Dy(x,O) = O. at '
y las condiciones de frontera SOIl

:1. y(O, t) = O,

4. y(C, t) = u.

0.0 ~ x ~ 0.1

0.1 < x ~ 0.15,

El problema a resolver queda representado en la Fig. 10 donde la longitud se ha
dividido en 15 intervalos por ser ~.r = 0.01 m.
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FIGURA 9. Posición inicial de la cuerda.
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FIGURA 10. Dominio de solución discretizado con condiciones inicial y de frontera.

Las condiciones se discretizan como sigue

{

0.05x,
1. Yi,O =

0.015 - O.lx, 10 ~ i ~15

(180)

Yi,i+l - Yi,j-I I = O
2(6.t) ;=0

Yi,j+l = Yi,i-II. ::::> Yi,-l = Yi,I,
}:o
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FIGURA 11. Impl<"Vlcntación cn una hoja electrónica del problema dado por las Ecs. 10 y 11.
Observcsc que la solución avanza en el ti('mpo (_).

sustituyendo en la Ec. (1 i) se obtiene

YI,I = 2y.,o - Yi,1 + ,2 (Yi+l,O - 2Yi.O + Yi-I.O). ( 1Sb)

que es la ecuación especial para C'1 primer pa..<¡ode tiempo. Del segundo paso del
tiempo en adelante se usa la Ec. (17).

:1. Yo,) = O

.1. Y15,j = O

( ISe)

( lSd)

El proceso de implementación del problema ell la !lE es análogo al de la sección
anterior, excepto que para el primer paso de tiempo se usa la Ec. (18b), y la dirección
de propagación avanza por colulTlnas. La Fig. 1I muestra la configuración de la
cuerda en los primeros 10 milisegundos obtenidos en la 11F.. La Fig. 12 muestra
una gráfica obtellida de la IIE mostrando la configurad/m de la cuerda a distintos
tiempos.

6. Discusión y conclusiones

Las propi('dad('s d(' las hojas electrónicas cOlllerciales como son: la de tener una
estructura celular, la de permitir la comunicación operacional entre las celdas y la
capacidad Je iteración, entre otras. hacen que las !lE ofrezcan un "a;llbicnte natu-
ral" para r('sol\'('r f1l1llll'ricatTlente, por diferencias finitas, ecuaciones diferenciales
parciales.
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FIGURA 12. Configuración de la cuerda a distintos tiempos.

Por otro lado, dada la [acilidad con la que se implementa el procedimiento
seguido en este articulo, el trabajo de análisis paramétrico del modelo matemático
en estudio se optimiza sustancialmente.

A pesar de que los ejemplos tratados son simples, el procedimiento de solución
numérica por medio de IIE para ecuaciones más complejas y/o condiciones más
complejas es básicamente el mismo. dependiendo del tipo de EDP.

La complejidad puede aumentar no sólo en la forma del dominio de integración
o refinamiento de malla. sino también en la dimensionalidad del problema y en
el número de ecuaciones. Se han resuelto problemas que involucran dos variables
independientes, pero se pueden resolver problemas con tres variables independientes
y probablemente con algunas más. En la Rer. [7J se resuelven sistemas de ecuaciones
ell termoAuidos.

A pesar de lo anterior. es importante seüalar que las IIE actuales tienen limi-
taciones prácticas. Las microcomputadoras para las cuales se han desarrollado las
IIE tienen restricciones en uso de cantidad de memoria y rapitiez de procesamiento.
Esto obliga a que la resolución en espacio y tiempo de los prohlemas no pueda
ser muy grande para que las 11E puedan manejar el problema en tiempos razona-
bles.

Sin embargo, observando las telldcncias ele desilTrollo que ticnen las IU: co-
merciales [8J. tales corno crecimiento en el número de celdas, rapidez tic cómputo.
tridiml.nsionalidad, dC"., adelll<ls dc la aparición de lIIicrocolllputadoras ll1ilSvclon ..'s,
con más memoria RAl\-l. así ("omo ('11 almacenamiento. ,10 es aventurado afirmar que
desde el punto de vista de solución de cCllaciolll'S difercnciales. las IIE se con\'ertiráll
en poderosas herramielltas puest.o qlW las limit.aciolles mcncionadas en el párr;¡fl)
anterior serán superadas en UB futuro ("ercano [9].
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Abstract. A method is developed whcre spreadsheets are used to sol ....e
numericaIly linear second order partial differential equations. To illus-
trate the application of the methodology proposed, three examples are
presented corresponding to elliptic, parabolic, and hyperbolic equations,
for diffecent physical problems. 1'he method takes advantage of the
spreadsheet characteristics, which simplify tlle implementation of the
nllmerical algorithm as well as the parametric analysis of the problem.


