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Resumen. Se desarrolla una metodologia en la que se utilizan las lla-
madas hojas electrénicas de cédlculo para resolver numéricamente ecua-
ciones diferenciales parciales lineales de segundo orden. Para ilustrar la
aplicacion de la metodologia se presentan tres ejemplos que correspon-
den a las ecuaciones de tipo eliptico, parabdlico e hiperbélico. Cada tipo
se ejemplifica con un problema fisico. El método aprovecha las carac-
teristicas de las hojas electrénicas facilitando tanto la implementacion
del algoritmo numérico como el analisis paramétrico del problema.

PACS: 02.60.4y; 02.70.+d

1. Introduccién

Es frecuente encontrar en muchas areas de la ciencia y la ingenieria problemas que
matematicamente se expresan como ecuaciones diferenciales (ED). Estas ecuaciones
representan modelos matematicos que al ser resueltas, describen el comportamiento
de fenémenos o procesos fisicos, quimicos, bioldgicos, etc. Los métodos de solucion
de las ED se han clasificado en analiticos, numéricos y analiticos aproximados [1].
En particular, con el advenimiento de las computadoras, los métodos numeéricos han
sido desarrollados y utilizados ampliamente debido a que pueden resolver problemas
para los cuales no existen o son dificiles o tediosas las soluciones analiticas. Esto
iltimo es particularmente cierto para las ecuaciones diferenciales parciales (EDP),
en donde la variable dependiente es funcién de dos o mas variables independientes,
y los méetodos analiticos como la transformada de Laplace o la transformada finita
son tediosos o complejos, dependiendo de la ecuacion a resolver.

De los métodos numéricos existentes, probablemente el mas usado en la solucion
de EDP es el método de las diferencias finitas (MDF). El concepto basico del método
es relativamente sencillo, aunque su aplicacién resulta con frecuencia compleja [2].
El procedimiento que normalmente se sigue para resolver una EDP por medio del
MDF consiste en 1) discretizar el dominio de integracion de la EDP por medio de una
malla, 2) discretizar la EDP ¥ las condiciones de la misma. obteniéndose ecuaciones
algebraicas para cada nodo: dichas ecuaciones nodales estan relacionadas de tal
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manera que se tiene un sistema de ecuaciones algebraicas, y 3) escribir un programa
que resuelva el sistema de ecuaciones algebraicas. La solucién del sistema algebraico
representa los valores solucién de la EDP. Posteriormente estos resultados son intro-
ducidos en otro programa para hacer los graficos y si se requiere hacer analisis de
errores o estudios estadisticos se tienen que utilizar otros programas. Si ademas se
desea cambiar algin parametro o variable, el proceso tendrd que repetirse.

Es posible en algunos casos optimizar este proceso utilizando algiin paquete
comercial de hoja electrénica (LOTUS, QUATTRO, SUPERCALC, etc.), los cuales se
han popularizado mucho en usos administrativos y son muy accesibles por su bajo
costo.

El presente trabajo tiene el propdsito de ilustrar cémo pueden usarse las hojas
electronicas en la solucién numérica, por medio de diferencias finitas, de las EDP
lineales de segundo orden. Para ello, se resolverdan problemas tipicos de las tres clases
de EDP que hay, a saber, elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos.

2. Ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

En areas como transferencia de calor, mecanica de sélidos y fluidos, electrodinamica,
etc., es frecuente encontrar ecuaciones diferenciales del tipo

FU L PU 9
“axT axay T fare

= }‘1‘

donde U, a, b y ¢ son funciones de X y de Y, y I’ también puede ser funcién de
X, ¥, U y de sus respectivas derivadas parciales. Esta ecuacion es la forma general de
una EDP lineal de segundo orden. Dependiendo del signo del discriminante ° — 4ac,
se clasifican en elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas (véase la Tabla 1).

Discriminante  Tipo de EDP Ejemplos
b2 —dac < 0 Eliptica Upz +uyy =0
b — dac=0 Parabdlica Up = Uyy
b* — dac> 0 Hiperholica Upr = Uyy

TasLa 1. Tipos de EDP lincales de segundo orden.

Para resolver la EDP es necesario especificar las condiciones iniciales y de fron-
tera. En términos generales, las condiciones iniciales y de frontera tienen la forma

al + U, =7,

donde a, 3, v, U y Uy son funciones de X y de Y, el término U, = dU/dn significa la
derivada normal de U en la frontera. Si 4 = 0, la condicién se denomina homogénea,
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Nombre Forma Comentario
Dirichlet gi=0 U especificado
Neumann a=0 U, especificada
Robin a,f#0 al menos se especifica
forma homogénea
Cauchy a=0 dos ecuaciones:
B=0 U y U, especificados

TABLA 2. Tipos de condiciones de frontera e inicial.

de otra manera es no-homogénea. La Tabla 2 muestra las formas y nombres de los
distintos tipos de condiciones.

La combinacién de una EDP y sus condiciones iniciales y de frontera deben pro-
ducir un problema bien definido [3]. Esto quiere decir que dependiendo del dominio

de interés (X,Y):

i) Las ecuaciones hiperbdlicas deberan estar asociadas con las condiciones tipo
Cauchy en un dominio abierto.

ii) Las ecuaciones parabdlicas con las condiciones tipo Dirichlet o Neumann, tam-
bién en un dominio abierto.

iii) Las EDP elipticas con las condiciones del tipo Dirichlet o Neumann pero en un
dominio cerrado.

Se puede decir entonces que el tipo de EDP y por lo tanto el tipo de dominio
sobre el cual se va a hacer la integracién determinan la forma del método numérico
a utilizar. El significado de dominio abierto o cerrado quedara claro en los ejemplos
que se presentan.

3. Diferencias finitas

La derivada de una funcién en un punto dado puede ser aproximada por Diferencias
Finitas (DF). Usando la expansion en serie de Taylor de una funcién alrededor de
un punto fijo z con variaciones h de z, sc llega a las siguientes expresiones

2

fla+ )= @)+ hf'a) + L (1)
2 e

fa=m=f@) b+ 2L E (2)

La primera derivada de la funcién (f'(z)) se representa en forma de DF restando las
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Ecs. (1) y (2) y obteniéndose

fe+h) = Je—h) K ;
o 3 (3)

!
fz)=
Con base en estas 3 ecuaciones se pueden obtener las siguientes expresiones

flz+h) - f(x)

fi(x) = = O(h), (4)

fi(z) =

h
—f(’")_i(“h) +O(h), (5)

f(z+h)—f(z—h)
2h

f'(z) = - O(k?), (6)
donde a las Ecs. (4), (5) y (6) se les denomina diferencias adelantada, atrasada y
centrada, respectivamente, y O(h") son todos los demas términos de la expansion
y especifica que el error de truncamiento es proporcional a h elevada a la potencia
mas grande que es comin a todos los términos que componen el error de trunca-
miento [4]. Asimismo, sumando las Ecs. (1) y (2), y despejando el término de la
segunda derivada se obtiene

flz + k) + f(z — k) —2f(z)
(Az)?

f'(z) = - O(h?). (7)

De la misma manera se pueden despejar otras derivadas de orden superior,
clasificandolas de igual forma (adelantada, atrasada, etc.).

Las expresiones resultantes de sustituir las derivadas por DF en el modelo ma-
tematico se llaman ecuaciones nodales va que encuentran ¢l valor de la solucién para
un nodo o punto, y dependiendo del valor del incremento h, se tendra el nimero de
incégnitas a resolver. Si la formulacién de las ecuaciones nodales es implicita, esto
es, existen varias incognitas en cada ecuacién nodal, entonces se tiene un nimero de
ecuaciones igual al nimero de nodos e igual al numero de incdgnitas por determinar,
lo que produce un sistema de ecuaciones algebraicas que puede ser resuelto por
distintos métodos, a saber: inversion de matrices, tridiagonalizacién de matrices,
métodos iterativos, ete. En particular de estos iiltimos se usara el Gauss-Seidel en
uno de los ejemplos. Si la formulacién de las ecuaciones nodales es explicita, esto
es, aparece s6lo una incégnita en cada ecuacién nodal, entonces cada valor nodal se
calcula directamente por tabulacién de la expresion nodal.

4. Hojas electrénicas (HE)

En esta seccion se presenta una breve descripcion de una hoja electronica. La hoja
de célculo electrénica es un programa de computadora que divide a la pantalla en
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A B c D E
1/15.0
2|25.0
3(40.0 X= |0.74
4

Descrlpclo'n H

celda valor formula texto

Al 15.0

A2 25.0

A3 40.0 (A1+A2)

c3 X=

D3 0.74 SIN (A3) J

Figura 1. Pantalla tipica de una HE con su descripcion.

una red rectangular de celdas y que permite hacer operaciones numéricas en cada
celda y/o entre ellas de una forma muy simple y eficiente [5]. Cada celda permite la
entrada de texto, mimeros, o férmulas algebraicas. La Fig. 1 muestra una pantalla
tipica de una HE. Cada celda es localizada con las coordenadas numérica y literal.

Las operaciones entre celdas son faciles de implementar pues basta poner sus
coordenadas en la férmula, por ejemplo para sumar los valores de las celdas Al y
A2 se escribe en la celda A3 la formula (Al + A2) y lo que aparece en dicha celda
es el resultado, en este caso 40 (Fig. 1).

La mayoria de las HE comerciales incluyen funciones matematicas como las
trigonométricas ademas de funciones estadisticas y légicas. Otras propiedades que
las hacen muy interesantes son: la gran facilidad de interrelacionar operaciones entre
celdas, la capacidad de iterar o recalcular varias veces las operaciones programadas
y la versatilidad de graficos para anélisis de resultados.

5. Ecuaciones diferenciales parciales en hojas electrénicas

En esta seccién se ilustrard con tres ejemplos cémo se pueden resolver ecuaciones
diferenciales parciales con diferencias finitas usando hojas electronicas. La HE que
se us6 es LOTUS 123 version 2.01.

5.1 Ecuaciones diferenciales parciales elipticas

Como primer ejemplo se presenta una EDP eliptica. Este tipo de ecuaciones se
caracteriza por el hecho de que su dominio de integracién es cerrado. Esto es im-
portante porque determina el método numérico que se debe usar. El problema fisico
corresponde a la conduccién de calor en una placa plana rectangular donde las
fronteras se mantienen a temperaturas predeterminadas. La EDP que determina la
distribucién de temperaturas en dos dimensiones dentro del sélido en estado estable
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€s

o1 9T

ot = @

conocida como la ecuacién de Laplace. El dominio de integracién es z € [0,L;] ¥
y € [0, L], las condiciones de frontera son: T'(0,y) = Ty, T(Lzyy) =T2,T(z,0) =T}
y T(z, Ly) = T4 estas condiciones son del tipo Dirichlet. Para discretizar el dominio
de integracion se definen

r=Az-3, 1=0,1,2,...,N, con Az-N=1,
y=4y-j3, 3j=0,1,2,....M, con Ay-M =L,.
Asi, T(z,y) = T(Az -i,Ay - j) = Ti; donde el par (i,]) representa el nodo ubi-

cado en las coordenadas (Az -1, Ay - j). Aproximando las segundas derivadas de la
ecuacion (8) por medio de DF centradas (Ec. 7) se tiene

o*T Lisrg+ Tisy— 255
822 o (Az)? ’ (8a)
o*T T 41 + Ty -1 — 275 5
—_— = — ! = 9h
o7 |, B (98)

Sustituyendo las Ecs. (9a) y (9b) en (8), haciendo Az = Ay y despejando T se
obtiene

T L1+ Tig15+ Tij-1 + Tijja
L] = 4

(10)

Esta es la ecuacion para cada nodo interno (i, j). Las ecuaciones de los nodos frontera
son

To; =Ty, 0<j<M, (11a)
Tnj; =13, 0<j<M, (11b)
Tog =T, 0<i< N, (11¢)
Typm =Ty, 0<i<A. (11d)

Las expresiones (10) y (11) representan un sistema de ecuaciones algebraicas que
debe ser resuelto simultdneamente. La formulacién es implicita.

Las hojas electrénicas resultan ser un ambiente natural para resolver el sistema
de ecuaciones algebraicas (10) y (11). El método numérico utilizado es un método
iterativo (Gauss-Seidel) [6]. Supéngase que N = M =4y T, =T, = 100 y T3 =



Hojas electronicas en la solucion. . . 561

)
T =50
ol 4
4
3
T =100 2 T =100
1 2
1
JT i © . ® 3 4 “x
T =50

FiGura 2. Dominio discretizado de la placa sélida con temperaturas fijas en la frontera. La so-
lucién esta confinada al rectangulo.

A B C D E F G.s .

50 50 50
100y 75 |68.8| 75 100
100181.2] 75 |81.2] 100
100 75 |68.8] 7S5 100
50 50 50

0O NN W N -

FiGura 3. Implementacién en una hoja electrénica del problema dado por las Ecs. (3) y (4).

Ty= 50 entonces el problema a resolver (10-11) queda representado en la Fig. 2. Es
en los nodos interiores donde se quiere calcular la temperatura. Como el dominio
de interés queda totalmente limitado se dice que es cerrado.

La Fig. 3 muestra cémo se implementa este problema en una hoja electrénica.
Las celdas en la hoja electrénica representan los nodos en la malla. Se escoge un
dominio en la hoja electrénica que tendra tantas celdas como nodos haya en la malla.
En las celdas frontera se escribe el valor correspondiente a los nodos frontera. En las
celdas interiores se escribe la Ec. (10) que corresponde a los nodos interiores. Asi, por
ejemplo, en la celda D5 se escribe la férmula (C5+ E5+ D4 + D6)/4. Las férmulas
de las celdas estan entrelazadas. Al cambiar el valor de una se cambia el valor de
todas las demas. Se instruye a la hoja electrénica a recalcular los valores de todas
las celdas tantas veces como se desee. El proceso de recalculo se hace hasta que los
valores de las celdas no cambian significativamente (se fija una tolerancia). Cuando
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50 50 50

100 100
100 1,1 100
100 100

50 50 50

FiGUurA 4. Distribucién de temperaturas de un sélido bidimensional resuleto con una hoja elec-
trénica.

es asi, se dice que el sistema ha convergido y se obtiene en pantalla la solucién del
sistema de ecuaciones. En la Fig. 4 se muestra la distribucién de temperaturas en
el solido bidimensional obtenidas con la hoja electrénica.

Se puede usar la técnica de sobrerrelajacion para aumentar la rapidez en la
convergencia del método iterativo. Esto es particularmente 1til cuando se tienen
mallas grandes. Por ejemplo, la Ec. (10) puede ser sustituida por

Ti

= [Ti~1.j +Tiv1j + Tijmr + Tigm | + (- w)Tiy| 0 (12)
nuevo 4 viejo

donde w es conocido como el parametro de relajacién. Para sobrerrelajacion w €
[1,2] y se ha encontrado que w = 1.87 puede usarse como guia en la eleccion de w
éptima [5]. Para dominios rectangulares esta técnica puede acelerar la convergencia
hasta 30 veces [5]. La Ec. (12) se introduce en cada celda de la hoja electrénica tan
facilmente como se hizo con la Ec. (10).

5.2 Fcuaciones diferenciales parciales parabélicas

Las EDP parabdlicas surgen en los llamados problemas de propagacién. En este
tipo de problemas la solucién avanza hacia adelante indefinidamente desde valores
iniciales conocidos, siempre satisfaciendo las condiciones de frontera. El ejemplo que
se muestra corresponde al flujo de calor unidimensional transitorio, el cual queda
definido por la ecuacién

ar o*T

T Tk (18)

conocida como la ecuacién de difusion. El dominio de integracién es = = [0,L,] y
t € [0,00). Siguiendo el ejemplo anterior, la discretizacion del dominio seria z =
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Az-i=1z;t=At-j=t;y T(z,t) = T; ;. Obsérvese que el dominio en ¢ es abierto.
La Ec. (13) discretizada queda

T;j+1 = Tij + n(Tigr,5 = 270 + Ti1 ) (14)

con

Atk A
M= R2)2 T pe(Bz)?’

y donde la primera y segunda derivadas han sido aproximadas por diferencias finitas
adelantada y centrada, respectivamente, véanse las Ecs. (4) y (7), y la temperatura
al tiempo posterior T; ;41 ha sido despejada, esta formulacién es explicita. Se ve de la
Ec. (14) cémo la temperatura al tiempo actual en un punto dado se puede calcular
por las temperaturas en los nodos adyacentes al tiempo anterior. Por razones de
estabilidad en el método numérico se requiere que 4; < 0.5 para una solucién
estable y no oscilatoria, esto permite un criterio de seleccion de At fijando Az.

Como en el ejemplo anterior, las HE son un ambiente natural en el cual la
Ec. (14) puede ser resuelta.

Considérese una barra de aluminio (a = 97.1 x 10% m?/s) de 0.1 metro de
largo sujeta a las condiciones de frontera

ar(¢,t)

L T(t)=10°"C § 2
oz

=0°C/m,
y a la condicién inicial
3. T(x,0) = 50 °C,
entonces el problema a resolver queda ilustrado en la Figura 5 donde la longitud se

ha dividido en 10 intervalos.
Para los nodos frontera se tienen ecuaciones nodales especiales, asi

1. T(0,£) =0 = Ty; =0 (15a)
aT(,t) Ti—To;
2. 9z = oAZ J =0=>T11J‘=T9|J’,

y sustituyendo en (14)
T10,541 = Tho,5 + 2m (Ts,;‘ = Tm,;‘), (15b)
y para la condicidn inicial

3. T(z,0) =50= Tio= 50 (15¢)
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la soluclén avanza en el tliempo

- I
(1, J+1)
T(O, t)=0
(1-1, (1, P (i+1, )
T, t)_
ax -
t=2At
t=At
. B R0
(o] 1 T 8 9 10 x
o
T(x,0)=50 C x=£

FiGura 5. Dominio de solucién discretizado con condiciones inicial y de frontera.

A B C D E ... M
1 | [
2|tiempo Posicién
3| 0 0 50 50 |50 50
4( 1 0
s| 2 0 1,3
6 0, j+1 i, j+1 10, J+
] ! !

la solucién avanza en el tiempo
FiGURA 6. Implementacién en una HE del problema dado por las Ecs. (14) y (15).

La Fig. 6 muestra cémo se implementa este problema en la hoja electrdnica. Se
escoge un dominio en la HE que tendra tantas celdas como nodos tiene la malla de
la Fig. 5. Se empieza por la condicién inicial escribiendo 50 en las celdas de C3 a
M3 (en 10 celdas). En la columna B, de la celda B3 a la B13 se escribe el cero que
es la condicién (15a). El paso de tiempo At se determina del criterio de estabilidad
(71 = aAt/(Az)? €1/2, con Az = 0.01 m) encontrandose que At < .52 segundos.
Se elige At = 0.1 segundos. Se determina para cuantos pasos de tiempo se desea la
solucién, por ejemplo 10. Se pone el valor cero en A3 y en A4 se escribe la férmula
A3 + 0.1, se copia esta formula a las celdas A5-A13, obteniéndose los tiempos 0,
At,2At,. .., etc. Ahora, en los renglones C4-L4 se escribe la Ec. (14), asi en la
celda F4 se tiene la férmula E3 + $HS1 = (D3 — 2+ E3 + F3). En la celda M4 que
es frontera se escribe la Ec. (15b) quedando la férmula M3 +$H$1 2= (L3 — M3).

En la pantalla de la IIE no aparecen las férmulas, sino los valores calculados por
las formulas. Para obtener la solucién a los otros tiempos sélo se copia el renglon
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A B Cc E I G H 1 J K L
1{x=] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2|t
3|0 0 |50 |50 |50 |50 |50 |50 |50 |sO |50 |50
4|.1] o 45 |S0 |50 |50 |s0 |50 |50 |50 |50 |so
5(.2] 0 |41 50 |50 |SO |50 |50 |50 |s0 |50 |so
6(.3] 0 |38 |49 |50 |50 |50 |50 |50 |50 |50 |s0
7/.4] 0 )35 |48 |50 |50 |50 |50 |s0 |50 |s0 |so0
8/.5] 0 |33 |47 |50 |50 |50 |50 |50 |50 |50 |50
9(.-6] O |31 |46 |49 |50 |50 |50 |50 |50 |so |s0
10].7] O |30 |45 |49 |50 |50 |50 |50 |50 |50 |50
11/.8] 0 |28 |44 |49 |50 |50 |50 |s0 |50 |s0 |so
12/.9] 0 |27 |43 |48 |50 |50 |s0 |s0 |50 |s0 |so0
13]1 O |26 |42 |48 |49 |50 |50 |so |50 |s0 |s0

la solucion avanza en el tiempo

FiGura 7. Implementacién en una hoja electrénica del problema dado por las Ecs. (14) y (15).

—

40,0
S o

20.0 H

100 H

Ficura 8. Distribucion de temperaturas en la barra a distintos tiempos.

en las demds celdas del dominio. Para que al copiar no se cambie en las férmulas
la referencia a la celda /1 donde debe aparecer el valor de +1 ésta se escribe como
$HS1. En la Fig. 7 se muestra la distribucién de temperaturas en la barra a distintos
tiempos obtenidos con la HE. La Fig. 8 muestra una grafica obtenida directamente
de la HE mostrando el desplazamiento de la onda térmica.

5.3 Ecuaciones diferenciales parciales hiperbélicas

Al igual que las EDP parabélicas, las hiperbdlicas también describen fenémenos de
propagacion y por cllo tienen las mismas caracteristicas que las parabélicas, esto es,
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su dominio es abierto y la solucién numeérica avanza por hileras. El ejemplo que se
presenta corresponde a la ecuacién de onda unidimensional

&y %y
o =2 )

teniendo por dominio de integracién = € [0,€], t € [0,00). Como en el ejemplo
anterior, y(z,t) = y(Az-i,At-j) = y; ;. Discretizando la Ec. (16) como en los casos
anteriores y despejando y; j+1, la solucién al tiempo posterior se obtiene

Yig+1 = 205 — Vij—1 + 7 (y-‘+1,;' —2yi; + y-‘-l.;) ; (17)

donde
alAt\?
n=(%)
También aqui se requiere, por estabilidad en el método numérico, que 7, < 1, dando
esto un criterio de seleccion de At fijando Axr.

La Ec. (17) puede ser implementada facilmente, como en los casos anteriores,
en una HE. Considérese el caso especifico de una cuerda de 15 cm de largo, que pesa
0.3 N/m y es tensada entre dos soportes A y B como se ilustra en la Fig. 9 con una
tensidn inicial de 3 N. Se quiere determinar las configuraciones de la cuerda durante
los primeros 0.2 seg después de que se libera desde el reposo. Para esta cuerda se
tiene a® = 3(9.81)/0.3 = 98.1 m*/seg?. Escogiendo Az = 0.01 m y At = 0.001 seg

entonces v = 0.981 < 1, satisfaciéndose el criterio de estabilidad. Las condiciones
iniciales estan dadas por

0.05z, 00<z<0.1
L y(z,0) =
0.015—0.1z, 0.1 <z<0.15,
dy(z,0)
5, =
ot 0,

v las condiciones de frontera son
3. y(0,t) = 0,
4. y(¢,t) = 0.

El problema a resolver queda representado en la Fig. 10 donde la longitud se ha
dividido en 15 intervalos por ser Az = 0.01 m.
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A
y,m
0. 005+
A | B "
I 7
X,m
0 - | +1.5

FiGura 9. Posicidn inicial de la cuerda.

& la solucién avanza en el tiempo
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Ficura 10. Dominio de solucién discretizado con condiciones inicial y de frontera.

Las condiciones se discretizan como sigue

0.05z, 0<i<10

1. yio= (18a)
0.015-0.1z, 10<:<15

o W(,0) _ o Wisn—¥i1|  _ o

a 2(At) et

Yig+l = Yig-1| = Yi-1=VYil,
=0
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Figura 11. Implepentacion en una hoja electrénica del problema dado por las Ecs. 10 y 11.
Obsérvese que la solucién avanza en el tiempo (—).

sustituyendo en la Ec. (17) se obtiene

Vil = 2yi0 — yin + 72 (yi+1.n — 2yi0 + ya‘-l,o), (18b)

que es la ecuacion especial para el primer paso de tiempo. Del segundo paso del
tiempo en adelante se usa la Ec. (17).

3. Yo; = 0 ) (ISC)
4. y15;=0. (18d)

El proceso de implementacién del problema en la HE es andlogo al de la seccién
anterior, excepto que para el primer paso de tiempo se usa la Ec. (18b), y la direccién
de propagacién avanza por columnas. La Fig. 11 muestra la configuracién de la
cuerda en los primeros 10 milisegundos obtenidos en la HE. La Fig. 12 muestra
una grafica obtenida de la IIE mostrando la configuracién de la cuerda a distintos
tiempos.

6. Discusién y conclusiones

Las propiedades de las hojas electrénicas comerciales como son: la de tener una
estructura celular, la de permitir la comunicacién operacional entre las celdas y la
capacidad de iteracidn, entre otras, hacen que las 1IE ofrezcan un “ambiente natu-
ral” para resolver numéricamente, por diferencias finitas, ecuaciones diferenciales
parciales.
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Ficura 12. Configuracién de la cuerda a distintos tiempos.

Por otro lado, dada la facilidad con la que se implementa el procedimiento
seguido en este articulo, el trabajo de analisis paramétrico del modelo matematico
en estudio se optimiza sustancialmente.

A pesar de que los ejemplos tratados son simples, el procedimiento de solucion
numeérica por medio de HE para ecuaciones mas complejas y/o condiciones mas
complejas es basicamente el mismo, dependiendo del tipo de EDP.

La complejidad puede aumentar no sélo en la forma del dominio de integracion
o refinamiento de malla, sino también en la dimensionalidad del problema y en
el nimero de ecuaciones. Se han resuelto problemas que involucran dos variables
independientes, pero se pueden resolver problemas con tres variables independientes
y probablemente con algunas mas. En la Ref. [7] se resuelven sistemas de ecuaciones
en termofluidos.

A pesar de lo anterior, es importante sefialar que las HE actuales tienen limi-
taciones practicas. Las microcomputadoras para las cuales se han desarrollado las
HE tienen restricciones en uso de cantidad de memoria y rapidez de procesamiento.
Esto obliga a que la resolucién en espacio y tiempo de los problemas no pueda
ser muy grande para que las IE puedan mancjar el problema en tiempos razona-

bles.

Sin embargo, observando las tendencias de desarrollo que tienen las HE co-
merciales [8], tales como crecimiento en el nimero de celdas, rapidez de cémputo,
tridimensionalidad, etc., ademas de la aparicién de microcomputadoras mas veloces,
con mas memoria RAM, asi como en almacenamiento, 1o es aventurado afirmar que
desde el punto de vista de solucién de ecuaciones diferenciales, las HE se convertiran
en poderosas herramientas puesto que las limitaciones mencionadas en el parralo
anterior seran superadas en un futuro cercano [9].
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Abstract. A method is developed where spreadsheets are used to solve
numerically linear second order partial differential equations. To illus-
trate the application of the methodology proposed, three examples are
presented corresponding to elliptic, parabolic, and hyperbolic equations,
for different physical problems. The method takes advantage of the
spreadsheet characteristics, which simplify the implementation of the
numerical algorithm as well as the parametric analysis of the problem.



