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REsUMEN. Utilizando la hipétesis ¢ = g(A*) reducimos las ecuaciones quirales (pg .g™ ') s +
(pg,s97'),: = 0 a una ecuacién de Killing de un espacio V, de dimensién p, siendo A =
Ai(z,%) pardmetros “geodésicos” de V. Suponiendo que g pertenece a un grupo de Lie
G, se escriben los elementos del algebra correspondiente F' en términos de los vectores de
Killing de V}, y los generadores de las subalgebras de F' de dimensién igual a la dimensién
del espacio de Killing. Los elementos de las subélgebras forman clases de equivalencia que
en el grupo respectivo constituyen un haz fibrado principal. Esto se usa para integrar g en
funcién de las variables complejas z y z.

PACS: 04.50.+h; 02.40.4m

1. INTRODUCCION

Las ecuaciones quirales

(pg:97") s+ (pg:971). =0 (1)

han demostrado ser de gran utilidad en fisica. Tal vez las mas estudiadas sean las
ecuaciones quirales en donde g es una matriz del grupo SU(N) [1]. Sin embargo,
existen otros campos de la fisica en donde g es la matriz de algin grupo y las
ecuaciones quirales aparecen en forma natural. Se pueden ver las Ecs. (1) como la
generalizacién matricial de la ecuacién de Laplace: si suponemos que g es sélo una

*Trabajo apoyado parcialmente por CONACYT.
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funcién, y hacemos In g = f, las ecuaciones quirales se transforman en la ecuacién
de Laplace

(pf2)z+(pfz)z=0 (2)

las cuales escritas en coordenadas cilindricas, por ejemplo (2 = p 4+ i¢() nos dan la
expresion familiar para la ecuacién de Laplace

10 af *f
(Pfo)o+ () =p [pap (”ap) + acg] = 0.

En la teoria general de la relatividad, las ecuaciones quirales aparecen natural-
mente siendo g un elemento de algiin grupo de Lie. Por ejemplo, en el espacio de
Ernst [2] o espacio de potenciales, las ecuaciones de Einstein en el vacio se reducen
a las ecuaciones quirales, siendo g un elemento del grupo SU(1,1). En términos del
potencial de Ernst ¢, g se escribe [3]

1 14 e l—eete—¢
9=—— ) ) ) , (3)
E+EN\-1+ect+e-¢ -1-¢¢

y las ecuaciones (1) son las ecuaciones de Ernst, equivalentes a las ecuaciones de
Einstein en el vacio.

En el caso de la teorfa de Einstein-Maxwell, g es un elemento del grupo SU(2,1)
en el espacio de potenciales, y las ecuaciones de Einstein-Maxwell se reducen a las
Ecs. (1). En términos del potencial de Ernst y el potencial electromagnético ¢, g se
puede parametrizar como [3]

14ee4+20p 1—ci+e—¢ 2ip(l1—¢)
~14ef+e—& -1-ee+269p -2ip(1+€)|. (4)
2ip(1 — ¢€) 2ip(1+e) e4E—200

1
2= et E+200

En teorfas de unificacién, como la teoria de dimensién cinco de Kaluza-Klein [4],
también aparecen los campos quirales. Por ejemplo, en el espacio de potenciales (5]
en 5 dimensiones, el cual es andlogo al espacio de potenciales de Ernst, se pueden
escribir las ecuaciones estacionarias de dimensién cinco de Kaluza-Klein como las
ecuaciones quirales, siendo g un elemento del grupo SL(3,R), donde g se parametriza
como [6]

Pre—frpt e —gla(ex+ fx2y)
2 1
g=- fﬁ2/3 —€ 1 mx : (5)

_'QIW(GX - fnzl,b) X/z\/i (X2 - h2f)/8
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En las teorias de supercuerdas sobre espacios curvos aparecen los campos qui-
rales con g en el grupo SL(8,R). Pero el espacio de fondo es un espacio curvo de
dimensién 10. Entonces este espacio curvo se supone que es soluciéon de las ecua-
ciones de Einstein de dimensién 10 [7]. En el caso axial-simétrico estacionario estas
ecuaciones se reducen a las ecuaciones quirales conjuntamente con una ecuacién
extra para un superpotencial [8].

Lo mismo sucede con las teorias de dimensién n de Kaluza-Klein. En el caso
axial-simétrico estacionario, las ecuaciones de campo de Kaluza-Klein en el vacio
se reducen a las ecuaciones quirales con g € SL(n — 2,R) mds la ecuacién de un
superpotencial [8]. El caso particular n = 4, es la teoria de Einstein de la relatividad
general.

Estos son algunos ejemplos de la importancia de los campos quirales en fisica.
En este articulo, mostramos la relaciéon que existe entre las ecuaciones quirales y los
haces fibrados y se desarrolla un aparato matematico para determinar los campos
quirales a partir del ansatz g = g(A\"), i = 1,...,p y para encontrar soluciones a las
ecuaciones correspondientes. En la Sec. 3 se dan algunas aplicaciones en la teoria
de dimensién cinco de Kaluza-Klein.

2. ECUACIONES QUIRALES Y HACES FIBRADOS
Las Ecs. (1) se pueden derivar de la lagrangiana [9]

L=ptr(g:9""9:97"), (6)

en donde, como también en la Ec. (1), aparecen los elementos correspondientes al
algebra de Lie F de G: A,, A; definidos como

Az:G — F y A:G — F
9+— A:(9) | g +— Alg),

tales que dgg~' = A.(g)dz + A:(g)dz, llamada la forma de Maurer-Cartan [10].

Mis aiin, las ecuaciones quirales implican la existencia de un superpotencial a, ya
que las condiciones de integrabilidad de

Q.= %Ptr(Az)zy az = %ptr(A;)z,
se siguen de la Ec. (1) si p, = pz, ya que

azz =3t ((09,:971),20,:97" +9.:07(p9.297" )2 + 299" 9,297) .
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Luego, los dos primeros términos del lado derecho de esta iltima expresién, son
cero por la Ec. (1) y el dltimo es simétrico en 2, Z. También podemos definir una
métrica en el dlgebra de Lie F' de manera estandar [11]

dS? = tr(dgg~'dgg™"). (7)

Se puede demostrar que la métrica generada por (7) es de un espacio riemanniano
simétrico, es decir, tiene un tensor riemanniano covariantemente nulo [9].

Sean Al,...,A? un conjunto de pardmetros que dependen de z y Z. Supongamos
que estos parametros son superficies geodésicas de cierto espacio riemanniano V),

(pAfz),f + (P)‘fs),z + QPF‘JkAszfE =0 55,05 k=1,...,p. (8)

Apliquemos ahora el ansatz debido a Neugebauer y Kramer [9], que consiste en es-
cribir la matriz ¢ de la ecuacién quiral en funcién de los pardmetros M(i=1,...,p).
Usando la regla de la cadena, la Ec. (1) se transforma en una ecuacién de Killing
para cada componente de la matriz general del dlgebra de Lie F, correspondiente
al grupo G, es decir

A+ Aji =0, )
siendo A;(g) £ A; = gig~" = (0g/0X*)g~! las componentes de la forma de Maurer-

Cartan. La derivada covariante se puede expresar exclusivamente con elementos del
algebra. De la definicién de A; se sigue que

A — Aji = [A;, Adl,
por lo que la derivada covariante de la matriz del dlgebra F serd
Ai;j = _%[Ai, Aj]! (10)

siendo [A;, A;] el conmutador de las matrices A;, A;. Dichas matrices son invariantes
ante la accién derecha de un elemento constante del grupo, es decir,

Ryog = 990 = dRy Ai = (9.90),i(990)" = Ai.

Como las matrices A; son “elementos invariantes por la derecha” del espacio
tangente al grupo de Lie G, podemos escribir las A; como combinacién lineal de
la base del algebra correspondiente F y de los vectores de Killing al espacio V},, es
decit

A,‘ = 5‘40'_,', (11)
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donde f;.'" es la i-ésima componente del j-ésimo vector de la base del espacio de
Killing. En otras palabras, los vectores tangentes al punto p del grupo de Lie (como
variedad diferenciable) serdn

d
A=Aiga|
P

donde z* es un sistema coordenado local al espacio de Killing.
Definamos el mapeo continuo

@G X G— G, (c,g)»—uia(c,g),

que satisface

#(E,g)=9 vy #CiC29) = ¢(C1,4(Ca9)), (12)

donde G, es el grupo G de matrices constantes, es decir, el grupo de matrices de
G que no dependen de 2 y z. (G, G, @) es un G -espacio, donde G, actia por la
izquierda sobre el espacio topolégico G. ¢(C, g) es tal que conserva las propiedades
de g. Por ejemplo, en el caso en que g es simétrica, se escoge

#(C,g) = CgCT,
de tal forma que ¢(C,g) es también simétrica. Es claro que ¢(C,g) satisface la

ecuacién quiral (1) ya que C no depende de z y 2z, y ¢(C, g) es un elemento de G.
Definido ¢(C,g) asi, ahora vamos a definir un nuevo conjunto. Sea

F,={d'eG|g = ﬂc,g)}ceac- (13)

Obsérvese que F, es homomérfico a G, ya que ¢(C,g) es continua y la funcién
#.(g) = #(C,g) tiene inversa continua, ya que

d’clcg(g) = ¢(Clc2ag) = ¢(Cly¢(c2vg)) = ¢Cl(¢02(g)) = ¢Cl o ¢Cz(g)$
y entonces
Pcc-1(9) = ¢c 0 p.-1(9) = g,

por lo que la inversa qSE.l(g) = ¢o-1(g) es continua.
Como ¢(C,g) es un elemento de G, podemos definir A>:G — T'G como

A%(g) = A($(C,9)) = Ao ¢(g).
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Lema: La relacion A°r A <= 3C € G, tal que A°(g) = Ao ¢.(g)Vg € G, es de
equivalencia.

Demostracion: A°r A° yaque E € G,y A° = Ao ¢g(g). Si A°rA=3C '€,
(puesto que G es grupo) tal que A = Ao dp-1 = Ao ¢. 0 ¢.-1 y finalmente, si
A r A y A% 1 A entonces A = A o0¢g, = Ao ¢, 09, = Ao ¢,,, es decir
AT A =

Entonces podemos separar el conjunto de mapeos {A} del grupo G al dlgebra de
Lie F, en clases de equivalencia:

{A}/~ = {[A]} = {{A° € C°(G,TG) | A° = Ao d.)ceq, } -

Podemos escoger el conjunto de representantes A de cada clase; de hecho, cualquier
elemento de la clase puede ser uno de ellos. Vamos a escoger un conjunto de re-
presentantes de cada clase en F y llamémoslo T'B. Cada elemento de T'B es un
elemento del 4lgebra de Lie F. Uno puede pasar de los elementos del dlgebra de
Lie a los elementos del grupo correspondiente a través del mapeo exponencial [11].
De cualquier modo, de cada representante de la clase, nosotros podemos generar el
elemento respectivo del grupo, es decir, podemos generar

B=expTB={g9g€eG|g=expA, A€ TB} CQG, (14)

donde exp A es el mapeo exponencial de A. _

Finalmente, vamos a demostrar que escogiendo un grupo de pardmetros A' que
cumplen (8), es suficiente encontrar el conjunto B, para obtener todo el conjunto
de g’s que se obtienen del ansatz g = g(A'(z, 2)).

Teorema: El serteto (G, B,1l,G;u; @) es un haz fibrado principal, con II(¢(C,g)) =
9, VC.€G,g€QG.

Demostracién: Primero demostremos que (G, B,1,G¢,u) es un haz fibrado. Como
B C G, podemos tomar la topologia relativa de B respecto de G. Entonces los
abiertos de B seran B O U = Ug N B, con Ug en la topologia de G. Sea {Us}acs
una cubierta de B. Como F, definido en (13) es homeomérfico a G, podemos tomar
el haz ap = (G¢ X Uy, Uy, ) y s6lo debemos demostrar que ap es isomérfico al
haz a = (17" (Us), U, l|n-1(,))- Para esto, definamos el mapeo

Yo: 7N (Ua) = {9' | ¢' = #(C,9)}cec. — Ge X Uas
tal que

g’ S ¢a(g’) = (Ca g) € G. X U,.
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¥ s claramente un homeomorfismo, ya que
Ya(g') = $a($(C,9)) = 1(C,9) = I,(C) = (C,9)
que es un homeomorfismo. Por otro lado, es claro que
-1 wa)(9) = Mn-1.)(¢(C,9)) = 9 = z(C,9) = Mz 0 Yalg')-
Es decir, a y ap son isomérficos. Se tiene el diagrama

1=(Ua)

Ve G, x Uy

Mn-1 a) 1T,

Ua

que conmuta, es decir, el haz a es localmente trivial.

Ya hemos demostrado que (G, G, ¢) es un G-espacio. Sélo falta demostrar que
este G.-espacio es localmente isomérfico al G-espacio (G, X UayGe,8), con 6:G. X
(Ge x Uy) — G x Uy tal que §(C2,(C1,9)) = (C1C2,9)- Para eso observamos que

§oidlg X $a(C1,9") = 8(C1,(C,9)) = (C1C,9)-

Por otro lado,
b 0 Blior1(0)(C1 ) = $a(9(C1,9) = Yulde, (e)
= Ya(dc,(#(C,9))) = Yaldcic(9)) = (C1C,9),

es decir, ambos G.-espacios son isomorficos. =

Lo que nos dice el teorema es que es suficiente con encontrar el conjunto B
definido en (14) para generar todo el grupo de Lie G que depende de los parametros
A, i=1,...,p.

3. APLICACIONES A LA TEORIA DE KALUZA-KLEIN DE DIMENSION CINCO

En esta seccién aplicaremos el teorema dado anteriormente a la teoria de Kaluza-
Klein de dimensién cinco. Tomemos la matriz parametrizada segin el espacio de
potenciales (5) y supongamos que g = g(A,7), donde A = A(z,2) y 7 = r(z,2). Por
supuesto A y 7 son parametros geodésicos como en (8) de un espacio de dimensién
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dos. Entonces escribimos las matrices Ay y A, correspondientes como en (9). Todo
espacio riemanniano simétrico de dos dimensiones tiene curvatura constante. Pero
todo espacio bidimensional con curvatura constante tiene siempre tres vectores de
Killing linealmente independientes. Por lo que la Ec. (11) serd

A= (Ay,Ar) = €oy + do2 + (o3, (15)

siendo &,¢,( tres vectores de Killing linealmente independientes. Como ¢ es una
matriz del grupo SL(3,R), o1, o2, 03 generarin todas las subdlgebras de sl(3,R)
tridimensionales. Segiin la clasificacion de Jacobson (véase por ejemplo la Ref. [11]),
también estardn incluidas las subdlgebras 2 y 1 en este caso.

En este trabajo consideramos sélo las subdlgebras clasicas tridimensionales de
sl(3,R). Estas son sl(2,R), sp(2,R) y so(2,1,R), las dos primeras tienen la misma
representacion, asi que solo tomaremos dos representaciones distintas, las corres-
pondientes a sl(2,R) y a so(2,1,R).

Tomaremos los vectores de Killing

= L ki1 k0 1. = LR 11— K2
§= 53K+ LEN+1], ¢=5[-7A, (= 5[Kr"-1,1-KN] (16)

con v = 1+ KAr. Tomemos el grupo SL(2,R). Una representacién del dlgebra de
Lie compatible con los vectores de Killing (16) es [12]

-1 0 0 0 b 0 0 -b 0
01:2(0 1 0), 0222(a 0 0), a;;z?(a 0 O) ab=1.
0 0 0 0 0 0 0 0 0
(17)
Si se integra g \g™! = Ay; 9,97 = A,, usando (9), (16) y (17), se obtiene

ce(l=-X)(1-7) e(tr—2A) 0
g= ﬁ e(r —A) d(1+ M) (1+7) 0 (18)
0 0 (1=A1)/ed
donde a = efc, b = —e/d, —€? = ¢d < 0 y K = —1. Si comparamos ahora la

matriz (18) con la matriz (5), obtenemos

c(1-Ar) b= X)

TN+ T asnatn b v=Ex=L

i

Estos son precisamente los potenciales de Ernst en su versién real [13]. Como
SU(1,1,C) es isomérfico a SL(2,R), es posible pasar de una representacién a otra
a través de una transformacién, en este caso compleja. Si tomamos ie = —1 ¥y

£ = A, £ = 7, el potencial de Ernst de la representacién SU(1,1,C) en (3) serda
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¢ = f + ie, lo que quiere decir que la teoria de Kaluza-Klein contiene en su caso
limite (¢ = x = 0, x = 1) a la teoria de Einstein.

Un caso més interesante es la subdlgebra so(2,1, R). En este caso, una represen-
tacién matricial compatible con (16) es [12]

-1 00 0 0 d 0 0 -d
on=2[0 10), o»=2(0 0 ¢), aa=2{0 0 ¢ |,
0 0 0 ¥ a 0 ¥ -a' 0

con d't’ = a’¢’ = 1/2. Entonces integrando la matriz g obtenemos

_ 1
=Gy
a(A2)(r —2)? b(A—1)? cA=2(r=-2)(A-17)
X b\ = 7)? dr+22(A+2)? eA+D(r+DA-7) | (19)
cA=2)(r=-2)A-7) e(A+2)(v+2)(A—-71) f[(4-Ir)>-8(r-))}
donde a = d'd'/V', b = 8a'd', ¢ = —4d'd'/c',d = 1, e = 4d, f' = —-ad'/c ¥y
K= -1/4.

Esta g es nuevamente un elemento del conjunto B en (14). Si comparamos (19)
con (5), obtenemos que los potenciales f, k, €, x, ¥ son

_ (d-arp 4 -1y
I~y v +op (20)
(r-1) __83-7)

Y= K=2\/§.

+2)(r+2) X030 +2)

El hecho de que k resulte constante implica una restriccién a la teoria. En
este caso, es bien conocido que la teoria de Kaluza-Klein, se reduce a la teoria
de Einstein-Maxwell con la restriccién

S f* =0, (21)

donde f,, es el tensor de Maxwell. Si nosotros calculamos el tensor de Maxwell
dado por (20), encontramos que se cumple la restriccién (21). Sin embargo, si
comparamos la matriz (19) con (4) para € = &, ¢ = ¢ vemos que hay una estrecha
relacion. Tomando € y ¢ reales en (4), se puede ver por célculo directo que la métrica
generada (7) en el dlgebra de Lie SU(1,1,C) es

1
dSiy = ﬁdﬂ +5dd®,  F=-c+4h (22)
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mientras que si hacemos la transformacién ¥ = a¢, x = bg, k = cte., ¢ = —cg? y
f = €+ ¢* en (5), obtenemos exactamente la misma expresién (22), sélo que las
ecuaciones de Einstein-Maxwell no tienen necesariamente la restriccién (21).

Lo que realmente sucede es que la métrica (22) tiene un grupo de isometrias que
es el O(2,1,R); y si tomamos en cuenta esto, observamos que el tensor de Maxwell
se puede transformar como [14]

Fuy = fuvcosa — fi sena, (23)

con fi, = %npmﬂf"‘ﬁ, siendo 7,445 €l pseudotensor de Levi-Civita. Si tomamos
a = 7/4, encontramos que Fug en (23), cumple con la restriccién (21). Asi que la
sustitucion

k=cte., Y=ap, x=0bp, e=—cd?, f=c+¢% (24)

entre los potenciales en la teoria de dimensién cinco de Kaluza-Klein y los poten-
ciales de Ernst nos permiten generar, a partir de cualquier campo electrostatico
(o magnetostatico) estacionario y axialsimétrico de Einstein-Maxwell, la correspon-
diente solucién de las ecuaciones de Kaluza-Klein. De hecho, dada cualquier solucién
electrostdtica o magnetostatica de las ecuaciones de Einstein-Maxwell (g,., fu)
estaticas, con g, diferente de cero sélo si v # p, la solucién de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell que cumple con la restriccién (21) es (g, Fuw = (fuw — ;,,)/\/f)
Obsérvese que esta tltima es entonces una solucion electrostatica y magnetostatica,
al mismo tiempo, de las ecuaciones de Kaluza-Klein.

4. CONCLUSIONES

Hemos desarrollado un aparato matemadatico para determinar campos quirales, a
partir de la hipétesis g = g(A\') i = 1,...,p. Esto nos permitié demostrar que los
campos quirales forman un haz fibrado principal. Este aparato matematico puede
ser usado para encontrar soluciones exactas de las ecuaciones quirales de la siguiente
forma: escoja un p particular, reduzca las ecuaciones quirales a una ecuacion de Ki-
lling de espacio (A!,...,AP), encuentre los vectores de Killing y escriba los elementos
del dlgebra respectiva como combinacién lineal de los vectores de Killing y de los
generadores de las subédlgebras de dimensién igual a la dimensién del espacio de
Killing. Para cada subdlgebra se obtendrd toda una clase de soluciones unidas a
través del producto A° = Ao ¢, siendo A el generador de la clase. Regrese ahora al
grupo de Lie aplicando el mapeo exponencial, o integrando g. En el grupo, todos los
elementos de G seran generados por los elementos obtenidos de los representantes
de las clases a través del mapeo g’ = ¢(C, g), donde g es el elemento de GG obtenido
de algun representante de la clase.
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APENDICE

Definicion: Dos G-espacios v = (E,G,v¥) y 7' = (E',G,¢') se dicen isomorfos si
eriste h: E — E', homeomorfismo de espacios topologicos, tal que

Y o (h xid|g) = ho.
Definicion: Un haz fibrado principal es un sexteto £ = (P,B,n,G;u;1), donde
(P,B,7,G;u) es un haz fibrado (con base B, espacio total P, proyeccion =, fibra

G, y sistema de coordenadas locales u = {(Uy, ¢ )}aes) y (P,G,v) es un G-espacio
tal que Y a € J se tienen los isomorfismos de G-espacios

YU, G, Y|, ~ GxU,,G,6
(77 (Ua), G, ¥l x 1(Ua}xG)(¢a'id|Gx¢a)( )

0:Gx (GxUy) — G x U,,

(¢',(9,2)) — (9¢',2)
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ABSTRACT. Using the hypothesis g = g(A*), the chiral equations (pg,.97") s+(pg,:97"): =
0 are reduced to a Killing equation of a p-dimensional space Vj, being A' = Xi(z,z)
“geodesic” parameters of V,. Supposing that g belongs to a Lie group G, one writes the
corresponding Lie algebra elements (F) in terms of the Killing vectors of V; and the
generators of the subalgebra of F of dimension d = dimension of the Killing space. The
elements of the subalgebras belong to equivalence classes which in the respective group
form a principal fiber bundle. This is used to integrate the matrix g in terms of the complex
variables z and z.



