Investigacion Revista Mericana de Fisica 38, No. 2 (1992) 205-214

Atractores espacio-temporales en ecuaciones
de Klein-Gordon perturbadas

JORGE A. GONZALEZ
Departamento de Fisica, Universidad de Camagiiey
Circunvalacion Norte Km. 5 1/2, Camagiiey 7{650, Cuba

Recibido el 13 de agosto de 1991; aceptado el 17 de octubre de 1991

RESUMEN. Se investigan la existencia y la estabilidad de solitones en sistemas generales con
rozamiento no lineal. Se muestra que aparecen atractores espacio-temporales y se presentan
sistemas con soluciones exactas.

ABSTRACT. The existence and stability of solitons in systems with nonlinear damping are inves-
tigated. It is shown that space-time attractors can appear in these systems. Systems with exact
solutions are presented.

PACS: 03.40.Kf; 61.70.Rj; 60.30.+d

1. INTRODUCCION

El interés en las ecuaciones de Klein-Gordon no lineales, perturbadas por fuerzas disipa-
tivas no lineales y campos externos, ha crecido en los iiltimos afios [1-5] (véanse, ademis,
las referencias en estos trabajos). Esto es debido a varias razones. En primer lugar, la
teoria de las ecuaciones en derivadas parciales no lineales dista mucho de estar completa
y los problemas aiin no resueltos en este campo llaman poderosamente la atencién de los
matemdticos y fisicos tedricos. Por otro lado, estas ecuaciones describen toda una serie
de fenémenos fisicos de gran importancia fundamental y prictica.

Con las ecuaciones de Klein-Gordon no lineales pueden ser modeladas, por ejemplo, las
paredes de dominio en cuerpos sélidos con transiciones estructurales de fase, diferentes
tipos de ondas no lineales en medios condensados, la dindmica de fluxones o cuantos de
flujo magnético en lineas de transmisién con contactos superconductores de Josephson,
etc. Por cierto, este iiltimo fenémeno promete convertirse en la base de muchas nuevas
altas tecnologias y ya se habla de nuevas generaciones de computadoras con células de
Josephson [1-5]. Estudiando los sistemas no lineales se han descubierto muchos fenémenos
interesantes, como las transiciones desorden-orden y la aparicién de caos con alta sensi-
bilidad a las condiciones iniciales [6].

En estas investigaciones se han usado principalmente, sistemas que pueden ser descritos
por ecuaciones ordinarias. Aunque se estan realizando muchos estudios con ecuaciones en
derivadas parciales, casi todos son experimentos numéricos. Se ha podido demostrar que
existen ecuaciones no lineales en derivadas parciales integrables, las cuales pueden ser
resueltas en muchos casos utilizando, por ejemplo, el método del problema inverso de la
dispersién [1]. Sin embargo, estas ecuaciones son estructuralmente inectahlec: crualainior
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perturbacion de las mismas con un término disipativo o un campo externo las hace no
integrables.

Pero no todo radica en la no existencia de métodos de solucién, sino que la propia
dindmica de las ecuaciones no integrables difiere sustancialmente de las integrables. Se
dice que el salto cualitativo entre las ecuaciones integrables y no integrables es tan grande
como de lo lineal a lo no lineal. ,

En el presente trabajo se considera la ecuacién

@ 1 9% R dy
dz? 2 012

P’i)_f) +G(p) =0, (1)

donde G(¢) = —g—; v w es una funcién analitica de ¢ que posee, al menos, tres extremos
(dos minimos @1, @3 ¥y un maximo 2; @1 < w2 < ¢3).

Ya en trabajos previos del autor se investigé esta ecuacién cuando la fuerza disipativa
R(p,d¢/0t) es una funcién lineal de d¢/dt [7,8]. Allf se estudiaron todas las soluciones
solitonicas posibles y la dinamica de la interaccién solitén-antisoliton [8]. También se hizo
un andlisis del grado de libertad interno del solitén [9].

Ahora se supone que, ademas de G(¢), R(p, dp/dt) puede ser no lineal. Se obtendrin
las condiciones de existencia para solitones que se mueven sin variar su forma vy velocidad.
Se investigara la estabilidad de estos solitones. Se mostrard que algunas soluciones de (1)
pueden ser consideradas atractores espacio-temporales. De los resultados obtenidos se
podra deducir la dindmica cualitativa de un solitén a partir de cualquier condicién inicial.

2. SOLITONES CLASICOS

Llamamos solitones clasicos a los que se mueven sin variar su forma y velocidad.
Introduciendo las variables

T — vt v

Z = —— W= —o—o— (2

V1= (v]/e)? 1—(v/e)?

donde v es la velocidad de la onda, la Ec. (1) puede ser escrita en la siguiente forma:

d*p dp
] p— 5] = B, 3
e ff(eo, wdz)w(so) 0 (3)

A su vez, esta ecuacion se puede expresar como un sistema dindmico auténomo

(d—i—;- = 1, (4a)
1
W Sy~ — Glag). (1.)

dz
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Como fue demostrado anteriormente [7], la existencia de conexiones entre dos puntos
silla del sistema (4) determina la existencia de solitones cldsicos.

Si la funcién R(g, —w?) tiene la propiedad R(¢,0) = 0, entonces los puntos (¢;,0) y
(¢3,0) en el plano de fase (¢,) son puntos silla, mientras que el punto (2,0) es un foco.

Los valores propios de la matriz de estabilidad que caracterizan cada punto critico
(¢0,0) estdn dados por el siguiente determinante

-A 1
aR

oY

9R = 0. (5)

dp

oG
T =~ ok

(“’0 !0)

(+0,0)

(‘PD |0)

En el caso que R(p,0) # 0, entonces los puntos criticos del sistema seran raices de la
ecuacion

R(¢,0) - G(p) =0 (6)

De aqui se deduce que la primera condicién necesaria para que existan soluciones so-
liténicas es que la Ec. (6) posea, al menos, tres soluciones reales (P1,02,%3). (Dos de
estos puntos deben ser puntos silla.)

Pero esta condicién no es suficiente. Es necesario que la separatriz que parte de un
punto silla alcance al otro [7].

La solucién soliténica tiene las siguientes propiedades

p1 < @ < @35

li = @1, li =@ 1 soliton);
m ¢ = Z—iToo@ P3 (para el solitén);
ZETOQ ® = @3, ZETm =@ (para el antisolitén).

Si multiplicamos la Ec. (3) por dp/dZ e integramos respecto a Z de —oo a 400 tenemos

- de\ dy
_ Lt | 2 g Y Ufiw:
| (cp, “’dz) 4z = U(pi) - Ulg;), (7)
donde 7,j = 1, 3.

Si consideramos que R(p,—wdyp/dZ) toma valores suficientemente pequenos en el in-
tervalo que nos interesa (¢; < ¢ < ¢3) y que U(y,) — U(ws) también es una magnitud

pequena, se puede aplicar la teoria de perturbaciones. Para esto escribiremos U(p) y ¢(2)
en la forma

©(z) = po(2) + epp,
U(e) = Uo(p) + €Ui(e),
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donde Up(p1) = Uo(¢3) = 0,¢ < 1, Ur(v1) # Ui(ps), dep/dZ = 0y po(Z) es la solucion
dela Ec. (3) cuando R = 0,¢ = 0. En tal caso la primera integral de (3) puede ser obtenida
y la ecuacién se resuelve en cuadratura

do
d‘%" = +1/2Uop. (8)

El signo + corresponde al solitén y el — al antisoliton.
Después de estas consideraciones, de (7) obtenemos para el solitén

ﬂ/‘”R(%_w\/m) T (9)

?1

donde A = U(g3) = U(p1) = €(Ur(3) = U(g1)). De la misma forma, se puede escribir la
relacién correspondiente al antisoliton.

La condicién de existencia del solitén cldsico es que la Ec. (9) tenga solucién real
respecto a w. A su vez, de (9) puede calcularse de forma aproximada la velocidad del
solitén [véase la Ec. (2)].

Cada solucién real de (9) respecto a w corresponde a una velocidad posible para que
el solitén se mueva con ella uniformemente, pero no toda solucién de (9) es estable.

Usando la teoria de perturbaciones se puede investigar la estabilidad de cada estado
soliténico, tarea que conduce a un problema de funciones y valores propios de un operador
diferencial [2]. Sin embargo, el mismo resultado se obtiene considerando (9) como una
ecuacién de movimiento, donde A juega el papel de fuerza externo [7,8] ¥

S(w)= - /‘ﬂﬁs I (@,—w\/M) dy (10)

@1

es la fuerza de rozamiento dependiente de la velocidad.

La relacién (9) muestra un equilibrio entre dos fuerzas. Sea wo una solucién de (9). Al
perturbar el solitén y tomar éste una velocidad diferente a wp, la fuerza que prevalece
tiende a aumentar la diferencia de velocidad respecto a wg, pues ese estado es inestable.
Por esto, la condicién de estabilidad es

a5(w)
Jw

> 0. Y

wo

En caso contrario, el estado es inestable.

Hemos supuesto que R(yp, —wdp/dZ) toma valores pequeios. Esto quiere decir que el
mayor valor absoluto de R(p, —wdp/dZ) en el intervalo ¢ < ¢ < 3 es mucho menor que
el valor del menor extremo local de G() en ese mismo intervalo. Sin embargo, cuando
estos valores son comparables, para determinado conjunto de puntos en el espacio de
parametros puede ocurrir una bifurcacién que hace imposible la conexién de los puntos
silla para cualquier w que tomemos.
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En el caso general del cual partimos, Ec. (1), es muy dificil formular la condicién
necesaria y suficiente para que no ocurra esta bifurcacién. Lo mas que podemos decir, en
general, es que si dentro del intervalo que nos interesa el valor absoluto R,, de la funcién
R(p,0¢/0t) es tal que la ecuacién Ry, +G(¢) = 0 ya no mantiene sus tres ceros, entonces
no existe el solitén cldsico. En algunas situaciones, ya para un valor inferior de R,, se
produce la bifurcacién que impide la conexién.

Expliquemos ahora qué significa “el intervalo que nos interesa”. Si por ejemplo R(0p/ot)
posee un cero, (d¢/0t); > 0, y en el intervalo 0 < dp/dt < (0p/dt) toma valores
exclusivamente negativos, entonces la condicién de existencia del solitén para el cual
0 < —wdp/dZ < (0p/dt), es que en ese intervalo R(d¢/0t) no tome valores absolutos
superiores al punto de bifurcacién.

La funcién R(d¢/0t) puede tomar valores superiores fuera de este intervalo, lo que
no afecta la condicién de existencia. Algunos casos concretos son bastante ilustrativos y
permiten hacer consideraciones cualitativas generales usando el concepto de equivalencia
topologica.

3. SISTEMAS CON SOLUCIONES EXACTAS

a) Sistema con dos velocidades estacionarias

Como ejemplo de ecuacién del tipo (3) escogemos el siguiente

d*p dep 3
d—Z"i— (_w(_fE) +O’(P+ﬂ99 '—_0, (12)

donde a > 0 y 3 < 0. Definimos R(—wdp/dZ) paramétricamente:

R(—w%):bw —ﬂ—g(pz—#%)J—awz’:— —§<p2+§) y  (13a)

77 = Flp), | (13b)

donde F(p) es cierta funcién que determinaremos a continuacién. En la Ec. (12) el po-
tencial U(y) es

8 )’
W)=~ (502 + E) : (14)

Si hacemos coincidir ¢ = p, (13a) es una funcién cuadritica de V' 2U (). Con esto bus-
camos que R(—-wdep/dZ) posea dos ceros.
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Sustituyendo (13a) en la condicién (7) y en la Ec. (12), obtenemos los valores de w
para los cuales existe el solitén cldsico

Wy = 03 (15(1)

, (15b)

y la funcién F(p)

2
F(p):_1/_§(p2+%> 1+-Z-%—gp. (16)

De esta forma, la Ec. (12), con R(—wdy/dZ) definida por (13) y (16), posee una solucion
dada por la integral eliptica

d
/ L =7 — Z,. (17)
-2 +g) 14385

o
I'sta solucién conecta los puntos silla — | /—-% ¥ A /—% si se cumple la condicion

L~

& jen
inm

o1 a

da = 5" B8 {8
Las expresiones (15) y (18) son las condiciones necesarias y suficientes para la existencia
del solitén cldsico. La solucién con velocidad cero es inestable.

Ahora se puede comprobar que (13) define una funcién R(J¢/dt) que se anula para
dp/dt = 0y para un valor de d¢/dt negativo. Esta funcién es topolégicamente equivalente
a R(dp/at) = —bdyp/0t — a(Bp[t)? en el intervalo que nos interesa.

Concretamente para este sistema, la condicién para aplicar (9) serfa

b? 1 a
N S o 19
4a E 5O Jé] L)

b) Sistema con dos velocidades estacionarias, donde el extremo de R(9p/0t) se alcanza
para /0t =0

Sea

2 c 2
R (%%) = -b+a (‘;—‘f) (b > 0), (20)
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y G() una funcién general como se definié en (1). Resulta

2 ™ #
d_"o_;_bhaw? (&i’ZZ) + G(p) = 0. (21)

Recordando que d*p/dZ* = 1d/dp(dp/dZ)? y haciendo el cambio de variables

2
g = (j-?) ; (22)

obtenemos

d
LEY b e )= (23)
2dy

Esta ecuacion es integrable en cuadratura. La solucién que corresponde al solitén es
2qu? ? 2aw?
0 = —=2e**""% [ (G(p)+ ble 2 % dp. (24)
P1

La condicién de su existencia se puede obtener sustituyendo (24) en (7) o simplemente
exigiendo que (24) se anule en @y y @3, manteniendo signo constante en ese intervalo; la
condicion se puede escribir como

@3
/ (G(p) + be™2% 4 = (25)
@1

Supongamos que U(yp) cumple la condicién U(p;) = U(ps). Entonces, la solucién existe
siempre que la ecuacién

G(p)+b=0 (26)

mantenga sus tres ceros. La Ec. (26) representa en este caso a la Ec. (6) para el caso
general.
Para el solitén, la velocidad positiva es estable y la negativa inestable. Los solitones

(P(®) es una funcién general), pueden ser hallados en forma exacta usando el mismo
procedimiento.
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c) Sistema con tres velocidades estacionarios

Sea

d_cp__ __ 306 [552 , 11
iz~ P +3 \/vaa 6a2 65”]’ (284)
G(p) = ap + ¢°. (29)

Las velocidades estacionarias con las cuales puede moverse el solitén sin variar su forma
son

wg = 0, (30a)

35 ( B
o 5(3)

Whe= = [

: (300)

(30¢)

|
— |
(a8 §

|
QNI‘EB
N
9_!1:0

La solucion se obtiene de la integral

La condicién para que exista conexion entre los puntos silla es

B 2 [« ;

El estado de reposo del solitén es inestable. Los otros dos estados con velocidad constante
son estables.

R(d¢p/0t), definida segin (28) y (29), es una funcién topolégicamente equivalente a
R(0¢/0t) = —bdp/Ot + a(dp/dt)* en el intervalo del espacio de pardmetros que nos
interesa.

En general, si R(d¢/dt) depende solamente de dy/dt, el hecho que posea ceros es una
condicién necesaria para la existencia de solitones cldsicos.
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4. ATRACTORES ESPACIO-TEMPORALES

Hemos llamado estables a las soluciones estacionarias que cumplen la desigualdad (11).
Realmente, estas soluciones son asintoticamente estables. Una perturbacién pequena no
alejara considerablemente a la solucion del estado estacionario y todas las soluciones
proximas, segiin las condiciones iniciales, a la solucion ¢, asint6ticamente estable se apro-
ximan hacia ella ilimitadamente cuando t — +00. Es decir, existe un § > 0 tal que para
cualquier solucién de la Ec. (1) que satisface la condicién

lo(z,10) — @s| < 8 (33)
tenemos
Jim Je(,t) = ol = 0. (34)

De tal forma que estas soluciones son atractores espacio-temporales (las soluciories se van
a aproximar a la estacionaria en el sentido de alcanzar la misma velocidad y la misma
forma espacial).

Muy interesante puede resultar la investigacion de la Ec. (1) perturbada por una fuerza
externa peridica en el tiempo, en el caso de que existan tres o mas velocidades estaciona-
rias. En este caso pueden aparecer atractores ospacio’temporales que contienen estructuras
internas inestables.

5. CONCLUSIONES

En el trabajo se ha realizado la investigacién analitica de la Ec. (1), donde la funcion
R(p, d¢p/0t) juega el papel de fuerza disipativa no lineal.

Aun existiendo disipacién en el sistema pueden formarse solitones que se mueven con
velocidad constante y sin variar su forma. Fisicamente esto es posible cuando R(d¢/0t)
cambia de signo para diferentes valores de dp/dt, lo cual es resultado de la entrada de
energia en el sistema (disipacién negativa).

Sin embargo, las caracteristicas de la solucién estan condicionadas, antes que nada,
por la esttuctura no lineal propia del sistema. Estamos en presencia de un fenémeno de
autoorganizacion.

De los resultados obtenidos se puede juzgar sobre la velocidad estacionaria que adquiere
el solitén. En determinados sistemas pueden existir varias velocidades estacionarias, las
cuales seran alternativamente estables o inestables. Una velocidad estacionaria estable
representa un estado del solitén en el cual éste no varia su energia. Sélo una perturbacién
suficientemente grande lo hard “saltar” a un nuevo estado estacionario.

Cuando el solitén no se encuentra en uno de estos estados éste sigue existiendo con
entidad propia, lo que ocurre es que se va a mover con velocidad variable, su forma
también va a depender del tiempo y junto al soliton propiamente dicho aparecerd toda
una serie de otras ondas no localizadas de menor amplitud.

Una solucién no estacionaria de (1) se va a aproximar hacia la solucién asintéticamente
estable mas cercana. Estas tltimas representan atractores espacio-temporales del sistema.
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Para valores pequeifios de la perturbacién general R(yp,dp/0dt) respecto a G(ip) se ob-
tuvo la condicién de existencia de los solitones cldsicos y se mostré cémo investigar su
estabilidad. Por otro lado, se realizd el estudio exacto de varios casos particulares.

Resulta que para valores absolutos del extremo de R(¢, dp/dt), superiores a cierto valor
limite, el solitén no se estabiliza con una velocidad constante. En este caso se produce una
interesante bifurcacién que puede conducir a un estado no estacionario con movimiento
acelerado, donde probablemente el soliton pierde su entidad.

Algunos de los resultados exactos fueron obtenidos usando un método inverso. Este
consiste en proponer para R(p,d¢/dt) una funcién que depende exclusivamente de ¢, con
¢l objetivo de poder integrar la ecuacién en cuadraturas. En un primer momento no se
conoce exactamente la funcién R(p, dp/dt), pero su forma cualitativa es predecible subs-
tituyendo en lugar de dp/dt su expresion segin la solucién de la ecuacién no perturbada
(R = 0). Luego de resolverse la ecuacién propuesta, se obtiene la forma de R(p,dp/0t) y
la solucién para la ecuacién correspondiente. Al conocer el comportamiento del sistema
para determinadas funciones tipicas, se puede predecir el comportameinto cualitativo para
todos los sistemas que son topolégicamente equivalentes al resuelto exactamente. Este
método puede ser muy 1til para el estudio de otros problemas en sistemas no lineales
complejos.
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