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RESUMEN. Se muestra la implementacién en una hoja electrénica (HE) del método de Montecarlo
aplicado a la solucién de un problema fisico de transferencia de calor. Se comparan los resultados
obtenidos con este método y el método de diferencias finitas (DF), ambos efectuados en una HE,
obteniéndose valores consistentes. Se hace hincapié en las caracteristicas practicas y didacticas de
utilizar la HE en la educacién y en la investigacion.

ABSTRACT. The method of Montecarlo applied to a heat transfer problem is implemented on a
spreadsheet. Results by this method and that of finite differences, both on spreadsheets, are com-
pared, consistent values are obtained. The practical and didactical characteristics of spreadsheets
in research and teaching are stressed.

PACS: 02.60.+y; 02.70.+d

1. INTRODUCCION

El método de Montecarlo [1] es un método numérico que permite resolver problemas ma-
tematicos mediante la simulacién de variables aleatorias. Dicha simulacién generalmente
incluye procesos laboriosos de cdlculo numérico. De ahi que sélo con el advenimiento de
las computadoras este método ha encontrado gran aplicabilidad. La implementacion de
este método en una computadora, normalmente se hace a través de un programa escrito
en algiin lenguaje de programacién (Fortran, Basic, Pascal, etc.).
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FIGURA 1. Pantalla tipica de una HE con su descripcién.

Por otro lado, la versatilidad que presentan algunos paquetes de hojas electrénicas
como LOTUS 123 [2] en el manejo de datos, ha hecho que se popularicen entre los usuarios
de microcomputadoras, principalmente en el 4drea de administracién y contaduria. Sin
embargo, y debido al formato que tienen, estos paquetes facilitan la solucién de una
gran variedad de problemas matematicos, en particular, la simulacién de variables alea-
torias.

En este trabajo se presenta la solucién de un problema fisico relacionado con la trans-
ferencia de calor por medio del uso del método de Montecarlo implementado en una hoja
electrénica. Dicha implementacién, ademis de facil, resulta ser altamente didactica, ya
que se visualiza el método aleatorio.

En el articulo se da una breve descripcion de lo que es una HE, se explica en qué
consisten los métodos de Montecarlo, se presenta un problema térmico y su solucién
numérica por el método de fierencias finitas usando la técnica conocida como Gauss-Seidel,
se muestra la aplicacién del método de Montecarlo a este problema y su implementacién
en una HE, y finalmente se hace una comparacion entre la solucién numérica y la solucién
probabilistica.

2. Hoas ELECTRONICAS (HE)

Una hoja electrénica de cdlculo es un programa de computadora que divide a la pantalla
en una red rectangular de celdas y que permite hacer operaciones numéricas en cada celda
y/o entre ellas, de una forma eficiente. Cada celda permite la entrada de texto, nimeros
o férmulas algebraicas. La Fig. 1 muestra una pantalla tipica de una HE, en donde cada
celda es localizada con una coordenada numérica y otra literal.

Las operaciones entre celdas son ficiles de implementar pues basta poner sus coor-
denadas en la férmula. Por ejemplo, para sumar los valores de las celdas A1 y A2 y
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F1GURA 2. Placa rectangular con temperaturas prescritas en la frontera.

multiplicarlos por 2 se escribe en la celda B3 la férmula 2 + (Al 4+ A2) y lo que aparece
en dicha celda es el resultado, en este caso 260 (Fig. 1).

La mayoria de las HE comerciales incluyen funciones matemdticas como las trigo-
nométricas, ademas de funciones légicas y estadisticas. Estas iltimas, incluyen la funcién
QRAND, la cual genera niimeros aleatorios. Otra caracteristica interesante de las HE es su
facilidad para representar en graficos los resultados.

Adicionalmente, las HE, contienen un lenguaje de programacién constituido por las
llamadas macroinstrucciones. A un programa realizado de esta forma se le conoce como
macro.

3. METopos DE MONTECARLO

Fl método de Montecarlo es un método numérico que permite resolver problemas ma-
tematicos mediante la simulacién de variables aleatorias. Hasta la aparicion de las com-
putadoras este método no encontraba aplicaciones suficientemente amplias, ya que la
simulacién a mano de variables aleatorias constituye un proceso muy laborioso. Es-
pecificamente, los llamados métodos de Montecarlo son procedimientos para resolver
problemas que resultan de la modelacion matematica de fenémenos fisicos en los cuales el
problema matematico se hace corresponder a un juego de azar. Esta correspondencia no
se conoce para todos los problemas. Lo mas importante en este método es precisamente
descubrir o inventar el juego de azar que la haga posible.

Se utilizara el método del camino aleatorio aplicado a la solucién de un problema de
conduccién de calor, para ilustrar los métodos probabilisticos o método de Montecarlo.
Pero antes, se presentard la solucién numérica del mismo problema, también implementada
en HE, con el objeto de comparar los resultados de ambos procedimientos.
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4. CONDUCC!éN DE CALOR EN UNA PLACA PLANA

La Fig. 2 muestra una placa plana rectangular donde las T}’s representan las temperaturas
prescritas en las fronteras de la placa. El problema es encontrar la distribucién de la
temperatura en el interior de la placa.

Mateméticamente el problema consiste en. resolver la ecuacién diferencial parcial

T | T _

61:2 + 'é)_y'i' - 01 (1)

conocida como la ecuacién de Laplace en el interior del sélido, cuando se conocen los
valores de las temperaturas en las fronteras. Fsta ecuacién es la ecuacién de conduccion
de calor en estado estacionario para una placa plana (3]

El dominio de integracién es z € [0, L] ¥y ¥ € [0, L], las condiciones de frontera son

T(U,y) = Tl,
T(L.’B’ y) =Ty,
T(.’E,O) = Tg,

T(.’L‘, Ly) =

5. SOLUCION POR DIFERENCIAS FINITAS

Se empieza por transformar el dominio de integracion en valores discretos (véase la Fig. 3)
definiendo

z=Az-i, i=0,1,2,...,N, (con Az-N = Lg),
y=Ay-j, j=0,1,2,...,M, (con Ay M = Ly).

AS'I', T(m,.y) = T(A:E -i,Ay-j) = Ty, donde i, j representa el nodo en las coordenadas
Az -i,Ay-j). Aproximando las segundas derivadas de la Ec. (1) por medio de diferencias
finitas centradas se tiene [4]

7| _ Tiorj + T — 2Ti;
2 - ]

922 |, (Bo)?

&T|  Tij-1+Tijn — 2T,

y? |, (Ay)? ‘

Sustituyendo estas ecuaciones en (1), haciendo Az = Ay, y despejando T} ; se obtiene

1
Lij =4 [Tie1 + Tita5 + Tijia + Tig-a]s (3)
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FIGURA 3. Dominio de integracién discretizado de la placa sélida con temperaturas preseritas en
la frontera.

Esta es la ecuacién para cada nodo interno (i, j). Las ecuaciones de los nodos frontera son
To; =T O0<i< M

Tn; =T 0<j<M
. (4)
T =Ty s gV

T,‘J\(:T.; sz z < N,

Las expresiones (3) y (4) representan un sistema de ecuaciones algebraicas que debe ser
resuelto simultdneamente.

También las hojas electrénicas resultan ser un ambiente natural para resolver el sistema
de ecuaciones algebraicas (3) y (4) (vdse la Ref. [5]). La implementacién de este método
en una HE se explica al final de la Secciéon 7.

6. METODO DEL CAMINO ALEATORIO EN CONDUCCION DE CALOR

Aligual que el método de diferencias finitas, en el método del camino aleatorio se discretiza
el dominio de integracién como se muestra en la Fig. 3.
En la seccién anterior se mostré que el punto (z,y) debe de satisfacer

Tn.m = an.-i-l.m + T m41 + an,m—l,

donde p = 1/4 y n,m corresponden a i, j.

A esta ecuacion se le puede dar un significado probabilistico. si una particula con
movimiento al azar estd colocada en (z,y), tiene una probabilidad igual de moverse a
cualquiera de los nodos adyacentes, y la probabilidad es 1/4.
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Figura 4. Implementacién del método del camino aleatorio en una HE.

Para el problema térmico definamos el juego aleatorio de la siguiente manera: primero
se fijan los nodos de frontera cuyas temperaturas son conocidas; segundo, se elije un
punto interior de la malla y se coloca una particula; tercero, esta particula se desplaza
aleatoriamente a un nodo adyacente y después a otro, hasta alcanzar la frontera que se
encuentra a una temperatura Ty. El procedimicnto se repite en el mismo punto nodal

con otra particula y se obtiene otro valor Tss. Asi se realiza N veces el experimento y
entonces obtenemos una temperatura media del nodo,

Este método requiere mucho tiempo de cémputo y por ello no es muy popular, sin embargo
para N grande es bastante preciso.

7. IMPLEMENTACION DE LOS METODOS EN 1IE

La hoja electrénica utilizada en la implementacién de los métodos numéricos fue LO-
TUS 123, versién 2.2. Para la formulacién del método de Montecarlo se recurrié al uso de
las macroinstrucciones, las cuales, ordenan la ejecucién de cdlculos continuos de férmulas
contenidas en una celda.

La Fig. 4 muestra cémo se implementa el método del camino aleatorio en una HE para
encontrar la temperatura en un nodo de la placa.
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Las celdas en la hoja electrénica representan los nodos en la malla. Se escoge un dominio
en la hoja electrénica que tendrd tantas celdas como nodos existan en la malla. En las
celdas frontera se escribe el valor correspondiente a los nodos frontera (véase la Fig. 4).

Para facilitar la explicacién de la implementacién, se dividié la HE en cinco zonas
con funciones e interacciones que se verdn en la siguiente seccién, también se dard una
explicacion de cada uno de los pasos que va realizando la HE para proporcionar la solucién.
Durante toda la explicacién se hard referencia a la Fig. 4.

La HE se dividié en cinco zonas, a saber, acccso de datos, discretizacion de la placa,
macroinstrucciones, resultados e implementacion del método de diferencias finitas.

La zona de acceso de datos comprende las celdas de Al a E8. Estos datos se introducen
por el usuario, las celdas A2, A3, D2 y D3 contienen solamente texto, e indican el valor de
temperatura a introducir en las celdas B2, B3, K2 y E3, en este caso “T'1 = 100; T2 = 60;
T3 = 40; T4 = 80" (ver Fig. 2).

En la celda A5 se tiene el texto “ELECCION DEL # DE CHOQUES = " con las fronteras
de la placa, el nimero deseado se escribe en la celda E5, en este caso, 200.

En la celda A6 se encuentra el texto “VALORES ALEATORIOS (rn) = " para indicar al
usuario el contenido de la celda F6. Se usa el texto rn para “nombrar” a la celda E6
(“nombrar” es una propiedad de la HE que le permite reconocer celdas bajo un nombre
propio; en la HE empleada, se usa la instruccion Range - Name - Create del meni para
éste proposito [3]). En esta celda, se ha introducido la formula @INT(@RAND * 4+1), donde
QINT y @RAND son funciones propias de la HE, la férmula indica a la HE que escoja un
nimero aleatoriamente (@RAND) entre 0 y 1, lo multiplique por 4 (*4) y le sume 1 (+1), y
a su vez, seleccione de este resultado la parte entera del nimero (@INT). De esta manera
los valores obtenidos variaran de 1 a 4. La importancia de esta celda es que serd ejecutada
por la macroinstruccién el nimero de veces necesario para lograr que el cursor choque
200 veces con las fronteras de la placa. Esto se explicard mas ampliamente en la seccion
de macroinstrucciones.

En la celda A7 esta el texto “# TOTAL DE TIRADAS DE rn = ", y cuando se ejecuta
el macro, empezaran a aparecer nimeros en la celda E7, al terminar la ejecucion del
programa, ese niimero indicard el # total de tiradas que se hicieron de rn.

En la celda A8, estd el texto “CONTADOR DEL # DE CHOQUES = ", la celda ES8 ird cam-
biando conforme avanza la ejecucion del macro hasta llegar al valor que aparece en E5.

La zona discretizada de la placa comprende de la celda A10 a la celda G'18, cada celda
representa un nodo de la placa, incluyendo nodos interiores y nodos frontera.

Los valores de la temperatura de las fronteras, determinados por el usuario en la zona
de acceso de datos, son transmitidos a las celdas correspondientes que se encuentran en el
perimetro de la placa por medio de férmulas de referencia. Por ejemplo, la temperatura
on la frontera T'1 es 100, de la celda A10 a la A18 se encuentra la férmula +$B$2 (el signo
$ antes de la columna y antes del renglén se usa con el propésito de fijar la celda de
referencia al ser copiada) que indica a la HE que el valor de estas celdas sera igual al de la
celda B2. Para las otras fronteras se sigue el mismo procedimiento, quedando finalmente
conformada la representacién de la placa en la HE.

Para seleccionar el nodo donde se desea conocer la temperatura, se debera seguir el
procedimiento descrito a continuacion: colocar el cursor en la celda seleccionada, intro-
ducir el valor de 0 y, “nombrar” la celda con ¢l nombre de PUNTO. Si se desea conocer
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la temperatura en otro nodo bastara con “mover” (“mover” es una propiedad de la HE
que le permite desplazar celdas conservando sus atributos [2]) la celda llamada PUNTO al
nuevo nodo y ejecutar nuevamente el macro. En este caso se usé la celda D15.

La zona de macroinstrucciones se encuentra entre las celdas A21 a A36. Aqui estan
contenidas las acciones que se ejecutaran al correr el programa. Esta es la parte mas
importante de la implementacién, porque hace posible la ejecucién automatica de N
nimero de iteraciones, aunado a la propia estructura de la HE que permite visualizar
el proceso aleatorio reflejado en el movimiento del cursor dentro de la placa y, cuando el
cursor choque con la frontera, la seleccién del valor que serd sumado y promediado. Aqui
es importante sefialar que la computadora que se usé fue una PC AT (CPU 80286), el
tipo de procesador es el que determina la velocidad con la que se visualiza el movimiento
del cursor.

En esta zona hay dos macros, a saber, el macro A y el macro B.

La celda A21 contiene el texto “MACRO0 INSTRUCCIONES”, la celda 423 contiene el texto
“\A” (es necesario empezar el texto en esta celda con el apdstrofe para que la HE no
lo entienda como un comando de repeticién de simbolo, aunque el apdstrofe no aparece
en la celda misma) que indica al usuario de la HE, el nombre del grupo de celdas que
contienen las instrucciones del macro \A, en este caso A24 a A30. La macroinstruccién
sera ejecutada con presionar simultineamente las telcas ALT y A.

Las instrucciones que aparecen en la macro “\A” son las siguientes:

{calc} indica a la HE que calcule todas las formulas en todas las celdas.

{if rn=1}{up} indica que si el valor random obtenido es igual a 1 entonces mueva el
cursor una celda hacia arriba,

{if rn=2}{right} indica que si el valor random obtenido es igual a 2 entonces mueve el
cursor una celda hacia la derecha,

{if rn=3}{down} indica que si el valor random obtenido es igual a 3 entonces mueve el
cursor una celda hacia abajo,

{if rn=4}{left} indica que si el valor random obtenido es igual a 4 entonces mueve el
cursor una celda hacia la izquierda,

{if Qcellpointer(‘‘contents’’)>0}/C~{home}{right 9}{down}{end}{down}
{down}~{goto}punto~; indica que si el cursor en su movimiento llega a una celda que
contenga un valor mayor que 0, copie su valor y lo lleve a una celda vacia en la columna
J y en seguida regrese a la celda “punto”,

{if E8=E5}{quit} indica que si el valor que tiene la celda ES es igual al de la celda E5,
se termina el calculo porque ya se llegé al nimero de choques estipulado por el usuario.

La celda A31 se encuentra vacia con el propésito de separar los dos macros. La celda
A32 contiene el texto “\B” (se escribe igual que \A, esto es, "\B) e indica el nombre del
grupo de celdas que contienen las instrucciones del macro \B, en este caso A33 a A36. La
macroinstruccién sera ejecutada con presionar simultdneamente las teclas ALT y B.

Las instrucciones que aparecen en la macro “\B” son las siguientes:

{home} indica que el cursor se coloca en la celda A1,

{goto}J6~ \RE{end}{down}~ indica que vaya a la celda J6, después borra lo que en-
cuentra en esa celda y todo lo que esté abajo de ella.
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L M N (o] L Q R S T
; CALCULO DE LAS TEMPERATURAS POR DIFERENCIAS FINITAS
3
4
5 80 80 80 80 80
6 100 88,36 8277 79.12 75.70 70.75 60
7 100 90.69 83.58 78.00 7294 67.29 60
8 100 90.81 82.88 76.35 70.76 65.48 60
9 100 89.67 80.79 73.75 68.28 63.88 60
10 100 87.07 76.86 69.59 64.74 61.75 60
1 100 81.76 69.98 63.00 59.33 58.37 60
12 100 70.01 58.28 53.12 51.21 5239 60
13 40 40 40 40 40
14
15

I1IGURA 5. Distribucién de temperaturas en la placa obtenidas con el método de diferencias finitas.

{goto}punto ~ indica que vaya a la celda “punto”

{for £7,0,10000,1,\A} indica que ejecute la macroinstruccion \A, repitiendola desde 0
hasta 10000, de 1 en 1 y escriba el nimero de iteraciones que lleva en la celda E7.
La celda ET lleva el conteo de los movimientos realizados por el cursor durante el
calculo de la temperatura en la celda “punto”. Esta instruccién permite que el nimero
de movimientos que puede realizar el cursor sea de 10000, este valor debe de ser lo
suficientemente grande para permitir que el nimero de choques seleccionado se efectie,
ya que cada choque con la frontera contiene un nimero indeterminado de movimientos

del cursor.

Asi, el macro B es el programa principal y el macro A es una subrrutina que es llamada
por el macro B.

La zona de resultados comprende las celdas H1 a J205, y es, en esta zona, donde
la macroinstruccion copiard los valores de las celdas en los que chocé el cursor e ird
acumulndo los valores hasta J205. Para saber cudntos choques se han llevado a cabo
basta con ver la celda E8 que contiene la funcion @count (J6..J2085).

En las celdas H1 a J3 se tienen los resultados de las temperaturas.

En la celda J2 aparece el resultado probabilistico de la temperatura, dentro de esta
celda se introdujo la féormula @sum(J6. .3205) /@count (J6..J205) que indica ala HE que
Jebe sumar todos los valores de la celda J6 a la J205 y que divida entre el nimero de
celdas.

Es importante seiialar que este método permite calcular la temperatura de la placa
en un sélo nodo (punto). Este valor es el que debe ser comparado con el otro resultado
numérico.

En la celda J3 aparece el resultado obtenido con diferencias finitas de la temperatura
en la celda “punto”, la celda J3 tiene la formula +P10 (véase la Fig. 5).

Ia zona para la implementacion del mélodo de diferencias finitas comprende de la celda

L2 ala 513.
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TaBLA 1. Valores de temperatura en algunos puntos de la placa obtenidos por los dos métodos.

Método Puntos
A B C D E
Montecarlo 7176 71.30 70.60 51.90 87.70
Dif. Finitas 70.76 69.59 69.98 B51.21 88.36
Dif. % 1.39 2.39 0.87 1.32 0.74

En la celda L1 se tiene el texto “CALCULO DE LA TEMPERATURA POR DIFERENCIAS FI-
NITAS”. La zona que representa a la placa comprende de la celda M5 a la celda 513, las
temperaturas en la frontera dependen de las temperaturas estipuladas por el usuario en la
zona de datos. La férmula que contiene cada una de las celdas que conforman el perimetro
es la misma que para el caso probabilistico. La Ec. (3) se introduce a cada una de las
celdas del espacio de integracién. Asi, por ejemplo, la celda P10 contendra la formula
(010 + P9 + Q10 + P11)/4), (véase la Fig. 5).

R. COMPARACION ENTRE LOS DOS METODOS

La Fig. 5 muestra la distribucion de temperaturas en la placa obtenidas por medio de
diferencias finitas en donde se usé la técnica de Gauss-Seidel para resolver el sistema de
ecuaciones algebraicas; se realizaron 200 iteraciones.

La Tabla I permite comparar los valores de temperatura obtenidos en algunos puntos
de la placa por los dos métodos.

Es claro que el método de Montecarlo, asi como el método de DF, son métodos apro-
ximados, de tal manera que el error de ellos sélo se puede obtener comparandolos con
la solucién analitica del mismo problema. Sin embargo, para los resultados mostrados la
diferencia porcentual entre ellos en el peor de los casos es de 2.39% y en el mejor de 0.74%.
Diferencias que si se comparan con la solucién exacta, serian bastante razonables.

En el ejemplo tratado, pareceria que el método de Montecarlo es mds dificil de imple-
mentar que el de diferencias finitas, y puede ser asi. Sin embargo, es importante notar que
una vez resuelto el problema para un punto por el método de Montecarlo basta con cam-
biar los valores de la frontera para obtener el estimado probabilistico en dicho punto inme-
diatamente, a diferencia del método de DF donde se tiene que repetir el proceso iterativo.

9. CONCLUSIONES

Se ha mostrado cémo utilizar la hoja electrénica LOTUS 123, versién 2.2, para implementar
métodos numéricos y probabilisticos obteniéndose resultados consistentes. Esta metodo-
logia puede ser extendida a otras hojas electrénicas como SYMPHONY, QUATTRO, EXCEL,
etc., ajustando las instrucciones a esas hojas electrénicas.

La implementacién del camino aleatorio (método Montecarlo) en una HE resulta ser
sencilla y ampliamente diddctica, pues se observa el proceso aleatorio del movimiento del
cursor y su eventual choque con las fronteras, facilitando la comprensién de este método.
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Es posible profundizar en el desarrollo de nuevas aplicaciones probabilisticas para las
HE y lo que se ha mostrado es sélo un ejemplo del potencial que éstos poseen tanto en la
educacién como en la investigacién.
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