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RESUMEN. Se presentan los antecedentes de la teoria cuantica de coherencia. Se discuten los esque-
mas experimentales y en el contexto de la correlacién se definen los estados coherentes. También se

introducen los conceptos de agrupamiento y desagrupamiento de fotones, fotoestadistica, minima
incertidumbre y su representacién en el espacio fase.

ABSTRACT. The antecedents of the quantum theory of coherence are presented. The experimental
setup is discussed and in the correlation context the coherent states are defined. Also studied are
concepts like photon bunching and antibunching, photon statistics, minimum uncertainty and its
phase-space representation.

PACS: 42.50.—p; 03.70.+k; 42.10.Mg

1. INTRODUCCION

Debido._a la creciente importancia que cobra el ldser por sus trascendentales desarrollos
cientificos y tecnolégicos y los nuevos efectos a que da lugar en la naturaleza, es de
fundamental relevancia el estudio y caracterizacién de la radiacién laser coherente. En este
articulo la intencién del autor es presentar la descripcién cudntica de la radiacién coherente
en laseres para caracterizar sus propiedades fotoestadisticas y fluctuantes. En la Sec. 2
se presenta una perspectiva histérica de su evolucién. Antes de entrar en materia se ha
considerado necesario incluir la idea del operador de densidad (Sec. 3), como otra manera
de representar la méxima informacién acerca del sistema y también como herramienta
para calcular valores medios de variables dindmicas a lo largo del texto. En la Sec. 4 se
procede al desarrollo formal de los estados coherentes de la radiacién; esto se realiza discu-
tiendo cuanticamente las propiedades de correlacién y coherencia de los experimentos que
originaron su desarrollo, para después obtener algunas de sus propiedades matemadticas
y sus caracteristicas fisicas mds importantes en nuestro contexo. En la Sec. 5 se discuten
las relaciones de incertidumbre de Heisenberg y el principio de correspondencia de Bohr
en el limite clasico de muchos fotones. Finalmente, en la Sec. 6 se obtiene la funcién de
onda para estados coherentes de la radiacién y con ésta su funcién de distribucién en el
espacio fase para llegar a la representacion grifica del drea error en dicho espacio.

2. ANTECEDENTES

Para llegar a un entendimiento de los haces de luz laser y posteriormente al de la inte-
raccién radiacién-materia con haces de caracteristicas cudnticas, examinaremos en este
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Ficura 1. Experimento de interferencia de Young.

articulo una de las clases equivalentes de estados de minima incertidumbre [1]: la de los
estados coherentes de Glauber.

Los estados coherentes fueron descubiertos por E. Schrédinger en 1926 en el oscilador
armoénico simple [2]. El encontré funciénes de onda que siguen el movimiento clésico de
una particula y cuyos perfiles son temporalmente estacionarios. Sin embargo, fueron in-
troducidos en la éptica cudntica por Glauber en 1963 mediante el estudio de la coherencia
de los campos de radiacién cuantizados; fue en ese contexto que se les denominé estados
coherentes [3].

Por un lado, el concepto de coherencia usado convencionalmente en éptica cldsica im-
plica que dos valores del campo de un haz de luz a puntos espacio-tiempo muy separados
(r1,11) ¥ (r2,12) se encuentran correlacionados y que cuando se usan medios épticos para
superponerlos resultan franjas de intensidad; el ejemplo tipico es el experimento de in-
terferencia de Young (Fig. 1). No obstante, este concepto requiere de un solo detector,
el cual mide la intensidad o en otras palabras el cuadrado de la amplitud del campo y
estd confinado a describir haces monocromaticos y estacionarios en el tiempo. Con esto
es posible caracterizar todos los experimentos tipicos de la éptica cldsica, como son los
experimentos de difraccién e interferencia. Esta coherencia cldsica se introduce a traves
de la funcién de visibilidad de las franjas de interferencia en el experimento de Young, y
se formula mediante la teoria estadistica de cuasiprobabilidad [4].

Por otra parte, el desarrollo del mdser 6ptico, también conocido como ldser, en 1958
por Schawlow y Townes [5], que consiste de una cavidad resonante y un medio activo que
genera haces de luz colimados, de alta potencia y de ancho espectral angosto dio lugar
a nuevos experimentos, como el de Hanbury Brown-Twiss en 1955 [6]. El experimento,
el primero basado en la deteccién efectiva de fotones, se realizé utilizando dos detectores
situados en puntos espacio-tiempo diferentes (r,t) y (#/,t') para registrar correlaciones
de fotones (Fig. 2). Lo que se mide en el experimento es el promedio de que se detecte
simultaneamente un fotén en los detectores D1y D2, esto es el promedio de una expresion
de potencia cuarta en las amplitudes del campo, no cuadritica como en el caso clasico



ESTADOS COHERENTES DEL CAMPO DE RADIACION 311

O

FiGURA 2. Experimento de Hanbury Brown-Twiss.

con un solo detector. Esas cantidades de potencia cuarta o mayores, debidas a los campos
de radiacién liser, dieron lugar a efectos no lineales observables en la materia (7], y de
alli al estudio experimental de una nueva ¥ prometedora disciplina: la éptica no lineal.

Como la coherencia de un haz de luz esti relacionada con las correlaciones que éste
experimenta en intervalos considerables de distancia y tiempo, la idea de R.J. Glauber
en 1963 [8] fue examinar un experimento més general en que se colocan n detectores en
diferentes puntos espacio-tiempo para registrar correlaciones de n fotones. Buscando que
la teoria fuese consistente en el limite cldsico de gran nimero de fotones, Glauber estudié
el problema de radiacién y fotoestadistica mediante la discusién de sus propiedades de
correlacién y coherencia. De dicho estudio encontré en forma natural el concepto de estado
coherente, el cual resulté tnico en la descripcién de los haces de luz que ocurren en éptica
coherente y que cudnticamente corresponden a estados en que el nimero de fotones es
grande e intrinsecamente incierto, lo que no ofrecian otras representaciones de la luz como
la formulada mediante los estados de Fock, cuyo nimero de fotones est4 bien determinado
pero que describen insatisfactoriamente tales problemas. Por ejemplo, las densidades de
probabilidad en la localizacién de los fotones (Fig. 3), muestran diferencias apreciables con
los perfiles cldsicos correspondientes [9], pero aunque esta diferencia disminuye conforme
el nimero de fotones crece, también crece el nivel de ruido del sistema como se aprecia
en la Ec. (A7).

De esa manera, los estados coherentes de Glauber satisfacen el principio de corres-
pondencia de Bohr, es decir, los campos cudnticos coherentes reproducen a las ondas
electromagnéticas cldsicas con gran precision en el limite de muchos fotones; son la con-
traparte cuantica mds préxima a un campo clisico en el limite clisico. Ademds mantienen
al sistema con la minima fluctuacién permitida por el principio de incertidumbre de Hei-
senberg, (Ec. (A6)), correspondiente a la fluctuacion del vacio (Ec. (A7) con k = 0),
Justificando que también se les llame estados de minima incertidumbre. Antes de estu-
diarlos introduciremos el concepto del operador de densidad como herramienta.
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FIGURA 3. Eigenfunciones de la energia para los primeros seis estados del oscilador arménico [9].

3. OPERADOR DE DENSIDAD

Sabemos que los estados cuanticos puros de un sistema dindmico son conjuntos de ei-
genvalores de operadores que conmutan y que proporcionan la maxima informacion del
sistema a { = 0; ademds, dichos estados dindmicos se representan en notacién bra-ket |k)
y estdn bien determinados. Ahora bien, dada la interaccién de varios subsistemas, cada
uno descrito por un eigenestado puro |k;) a t = 0, el procedimiento usual para encontrar
el estado de todo el sistema es efectuar el producto directo de los eigenestados de cada
subsistema en la forma

[{ki}) = [ka)lka) - (1)

Sin embargo, existen situaciones fisicas en que el sistema depende de pardmetros aleatorios
incontrolables que impiden expresar su condicién mediante un estado puro |{k;}). En
otras palabras, carecemos de la informacién suficiente para determinar con precision las
variables de uno de los conjuntos completos de eigenvalores de operadores compatibles
asociados con el sistema. El hecho de que el estado global del sistema no pueda represen-
tarse como un producto de vectores estado puros, como en la Ec. (1), suele interpretarse
como una manifestacién de que los subsistemas (sus variables aleatorias) interaccionan
entre si y por lo tanto estan correlacionados.

Aunque no contamos con un bra-ket |k) para representar el estado de un sistema
dinamico como el que ya mencionamos, existe la posibilidad de obtener una representacion
alternativa mediante el empleo de métodos estadisticos y considerando tinicamente la
informacion experimental de que disponemos. Generalmente todo lo que conocemos acerca
de dicho sistema es que existe un conjunto de probabilidades P de que éste se encuentre
en un rango de estados bien determinados |R). Con esto, el estado global del sistema es
una “mezcla” estadistica que puede determinarse a través de una superposicion de estados
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puros:
lu)=>_CrlR) =) (Rlu)|R). (2)
R R

Para calcular la probabilidad de obtener un cierto resultado experimental (O} del sistema,
se debe calcular la probabilidad Pr de obtener cada uno de los estados puros |R) y luego
promediar, asignando a cada estado puro un peso probabilistico Pg:

(0) =) CrCRAR|O|R), (3)
R,R'
en donde
Pr=|Crl*, Y Pr=1. (4)
R

Aunque el resultado de la Ec. (3) es correcto, existe otra representacion mas elegante y
que facilita los cdlculos, se trata del formalismo del operador de densidad. Puede obtenerse
de la expresion (3) desarrollando sus términos:

(0) =) (Rlu){u| R'){R|O|R)

R,R!

= (Rlu)(u|O|R), (5)
R

en donde se define el operador de densidad como
p = u)(ul

= CrCRIR)R, (6)

R,R!

el cual contiene, igual que las Pg toda la informacién del sistema y representa el promedio
sobre los pardmetros aleatorios. De las Ecs. (5) y (6) encontramos que

(0) = (RIpO|R) = tr{p0] (7)

R

Es facil encontrar las propiedades del operador de densidad. Por ejemplo, en la Ec. (7) la
hermiticidad de O también implica hermiticidad del operador de densidad:

p=pt (8)
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Y cuando O =1,
tr[p] = ZPH.R = Z Pr=1, (9)
R R

en donde los elementos diagonales de p son positivos definidos
Pp = pa,r = (R|p|R) = (Rlu){u|R) = [(u|R)* > 0. (10)
De estos resultados [Ecs. (9) y (10)] se concluye que los pr r estin en el rango

1> prr2>0 (11)

(trfp])* = (Z PR, n) =1>) (prp)% (12)
R
trfp?) = Y _ lprrl® < L. (13)
R

La igualdad se cumple cuando conocemos con precision el estado inicial del sistema | R(to)),
en estecaso Pr=1Yy

p = |R(to)){R(to)]; (14)

de manera que
p* = |R(to))(R(to)| R(to) { R(to)], (15)
o) = L. (16)

Cuando se satisface la Ec. (16) decimos que el “ensemble” o conjunto de posibilidades se
reducen a un estado puro de maxima informacion; el estado puro es un caso particular de
la mezcla estadistica.

Por otra parte, de acuerdo con la ecuacion de Schrodinger

a i

—|uy=—=H 17
Btlu) h fu), (17)
la evolucién temporal del operador de densidad estd dada por

dp
ot

1 1
—2(Hp—pH)=——[I
H(Hp = pH) = =71, (18)
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en donde, en el esquema de Schrodinger,

|u(t)) = exp[—ih™" H1]|u(0)) (19)

p(t)= exp[wiﬁ'lHt]p(O)exp[ih_lHt]. (20)

De esta forma, la evolucién temporal del valor medio de cualquier observable O se describe
mediante las Ecs. (7), (19) y (20) por

(0)¢ = tr[0p(1)] = tr[O()p(0)], (21)

en el esquema de Schrodinger y de Heisenberg, respectivamente.
En la base |R) = | E) en que el hamiltoniano H es diagonal, el elemento kl de la matriz
de densidad toma la forma

pri(t) = pri(0)exp[ih ™' (E; — Ex)t]. (22)

Observemos que esta expresién depende de cantidades experimentalmente medibles: las
diferencias de energfa, las que a su vez son funcién de las frecuencias de vibracion, entre
los niveles [ y k del oscilador arménico; en conclusién, hemos obtenido a lo largo de esta
seccién la representacién en el operador de densidad del estado dindmico de un sistema
cuantico, empleando métodos estadisticos e informacién experimental.

4. ESTADOS COHERENTES

Para formalizar, las correlaciones se introducen al definir la coherencia cudntica de pri-
mer orden mediante ¢l experimento de interferencia de Young (Fig. 1) como un soporte
cuantico de la teoria cldsica que reproduce patrones de interferencia en la aproximacién de
un fotén. Para una onda electromagnética monocromatica o cuasimonocromética plana
en el visible, la intensidad del campo eléctrico

I=E* (F real), (23)

es una funcién temporal altamente oscilante, con periodos del orden de 1071 seg.; de-
masiado cortos para el tiempo de resolucién de los detectores 6pticos disponibles. Lo que
miden los detectores, en su lugar, es el promedio sobre muchos periodos de oscilacion
representado por

[=ExE (E compleja), (24)

en donde E es una sefial analitica y E* su conjugada. Es debido a esto y a la des-
composicion del campo eléctrico real (Ec. (A5)) en la sumatoria de una sefial analitica
E(=), proporcional a a exp[—iwt], y de su conjugada E®) | proporcional a at expliwt], que
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podemos interpretar a £(~) como analoga a la sefial analitica cldsica y la que nos da toda
la informacién acerca del campo; en el dominio cudntico con detectores basados en el
efecto fotoeléctrico esta informacion estd relacionada con la absorcion de fotones o con la
corriente de electrones que genera y a su seiial analitica coniugada podemos relacionarla
con la emisién de fotones. En estos términos la Ec. (A5) queda en la forma

E(r,t) = EC)(r,t) + E(r,1). (25)

A su vez, en el experimento de Young, cada término de la Ec. (25) sobre la pantalla de
observaci6n es una superposicién de los campos a través de las pequefias aberturas 1 y 2:

EC)(r,t) = EO)V(ry,10) + EC) (g, ta). (26)
ya que la cantidad medible es la probabilidad por unidad de tiempo de que el detector

absorba un fotén del campo en el estado |i) en el punto espacio-tiempo X = (r,1), el
resultado es proporcional a

Y KAESICORE =Y GEDCOINAEO (X))
f f

= (il EM(X)EC)(X)i). (27)
Esto es precisamente la intensidad en (r,1)
I(X) = tlpEM(X) EC (X)), (28)

Expresando cada contribucién del campo como una superposicion tipo Ec. (26), en la
Ec. (28) resultan cuatro funciones de correlacién

I(X) = WX, X))+ WX, X3) + 60X, X)) 4+ 6 (X5, Xy), (29)
en donde
I(X;) = GO(Xy, X;) = tr[pED (X)) EC) (X)) (30)

eslaintensidad del haz a través de la abertura ¢ manteniendo la otra cerrada; el superindice
indica una correlacion de primer orden, ademas

GM(X1,X2) = tr[pEM(X,)EC) (X)) = [ (X2, X1)]* (31)

son cantidades complejas conjugadas entre si, v representan la correlacion de los campos
emitidos a través de ambas aberturas. De manera que

I(X) = I(X1) + I(X2) + 2|GM (X1, X2)| cos(X1, X2), (32)
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donde |GM)(X,, X3)| es la envolvente de las oscilaciones cosenoidales, y representa la
intensidad de las franjas o el grado de contraste; si esta cantidad se anula, no existe
patrén de interferencia ni correlacién entre los campos emitidos a través de las aberturas
I y 2, entonces se dice que ambos haces son incoherentes entre si. En consecuencia, al
aumentar el contraste de las franjas aumenta la coherencia de los haces, esto sucede
solo mientras la intensidad total [Ec. (32)] permanece mayor o igual a cero. El limite de
maxima coherencia, en el que la intensidad nunca puede llegar a tomar valores negativos,
se obtiene de la relacién (32) por el teorema de la desigualdad de Schwarz:

G(X1, X1)GM(X3, X3) > |GM(Xy, Xo)|2. (33)
El méximo contraste de franjas ocurre con el signo de igualdad:
GO(X1, X1)GW(X3, X3) = |6V (X4, X,)[. (34)

A esta ecuacién se le conoce como condicién de coherencia 6ptica o de primer orden,
porque trata inicamente con la funcién de correlacién de primer orden. Si suponemos que

G(X1, X3) = £*(X1)E(X3), (35)

en donde £(X) es una funcién ordinaria y &*(X) su compleja conjugada, en este caso todo
lo anterior también se cumple; esta definicién se extiende en forma, directa para describir
campos no estacionarios, ya que representa un promedio estadistico, proceso que no es
tan directo desde el punto de vista cldsico.

El siguiente experimento en orden de importancia es el de Hanbury Brown-Twiss [6]
(Fig. 2), cuyo arreglo consta de una fuente de luz § de ancho espectral angosto; le sigue
una pequefia abertura P, de la cual emerge la luz con suficiente coherencia en el sentido
cldsico o de primer orden; un divisor de haz D envia sefiales similares a los detectores
D1y D2. Finalmente, las sefiales registradas en ambos detectores se correlacionan en un
contador de coincidencias CC, al que pueden llegar retrasadas entre si debido al efecto del
retardador R en una de las sefiales. El experimento se realizé con dos fuentes distintas:
un tubo de descarga y un haz l4ser estabilizado. Los resultados de medir la razén de
coincidencias contra el tiempo de retraso se muestran en la Fig. 4. Para el haz liser esta-
bilizado se observé lo que se prevé cuando las dos seiiales detectadas son estadisticamente
independientes entre si, es decir, un fondo uniforme de coincidencias, lo cual indica que
existe la misma probabilidad de detectar simultdneamente un fotén en cualquier punto y
cualquier tiempo; a esto se le conoce como efecto Hanbury Brown-Twiss y se le identifica
con desagrupamiento de fotones. En tanto que, para el tubo de descarga, se observé una
distribucién que exhibe un miximo de coincidencias a tiempo nulo de retraso y al doble
del valor obtenido con el haz liser, esto es, la probabilidad de detectar simultdneamente
un fotén en D1y D2 es mayor en el mismo punto y al mismo tiempo y se le identifica
con agrupamiento de fotones. Para definir la coherencia cudntica analicemos enseguida el
efecto Hanbury Brown-Twiss.
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FIGURA 4. Resultados del experimento de Hanbury Brown-Twiss.

La razén en que ocurren las coincidencias retrasadas de fotones polarizados, utilizando
la fuente de luz ldser, es proporcional a

Y AEQENEX)? = GEDEXED(XNEOENED X)) (36)
i

Esto se interpreta como una probabilidad por unidad de tiempo al cuadrado de que un
fotén sea grabado en r al tiempo { y otro en ' al tiempo t'.
En la Ec. (36) podemos definir una funcién de correlacién de segundo orden

GA(X,X; X', X) = trp EO(X)EH(X)EO(X)EC) (X)), (37)
en la cual se cumple la condicién de factorizacién
GO (x, X X', X) = GI(X, X)GW(X', X') = £*(X)E(X)E(X")E(X), (38)

que se conoce como condicién de coherencia de segundo orden.
En analogfa con lo anterior, para discutir experimentos de coincidencias retrasadas de
n fotones, para n arbitrario, se define una serie de funciones de correlacion

G™( X1y oy Xns Xngy ooy Xan) =
tr[pED(X1)... EN(X,)EC) (Xnp1) ... EO) (Xan)]. (39)

Se dice que un haz con coherencia parcial de orden m cumple con las primeras m condi-
ciones de coherencia

G™ (X1, .., Xmi Xy Xa1) = [[ G, Xi)

=1

= §5(X) o E(X ) E( K)o - ELX1) (40)
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y corresponde, por ejemplo, a un campo en que el nimero de fotones en el espacio y
en el tiempo esta limitado o en que el operador de densidad restringe su nimero a una
cantidad menor o igual a m, como en los pulsos, en este caso G = 0 para n > m. Un
campo completamente coherente se define como aquel que satisface una serie infinita de
condiciones de coherencia [ecuaciones tipo (40)] lo cual equivale a un campo de extensién
infinita.

Considerando campos puros completamente coherentes, las funciones de correlacion,
Ecs. (39), se factorizan en la forma de la Ec. (40) si consideramos que no existen eige-
nestados simulténeos de E(=) y E(+) debido a que éstos no conmutan, de manera que, se
cumplen las condiciones suficientes para la factorizacién

EC)(X)In) = £(X)In) (41)

(MEM(X) = (nle*(X). (42)

Debido a la relacién que existe entre E(-) y a, estas condiciones también pueden escri-
birse como

ala) = ala) (43)

(ala® = (ala”, (44)

que definen al estado coherente |a) de un modo w del campo de radiacién con eigenvalor

(Ec. (A3))
a(t) = (2hw)2(w(Q(0)) + i(P(0))) exp|~iwt]
= a(0) exp[—iwt], (45)
con a(0) en el esquema de Schrédinger y a(t) en el de Heisenberg.

Expandiendo en términos de los estados de Fock, los estados coherentes pueden repre-
sentarse mediante la serie

) = 5" (kla) )
k

= exp[|al?/2] > (k)" 2ok k), (46)
en donde

P(k) = [(kle)|® = exp[|a|*]|a|?(k!)~* (47)
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FIGURA 5. Distribucién del niimero de fotones para un haz en estado coherente; es una distribucion
poissoniana.

representa la distribucién del nimero de fotones en el haz (Fig. 5), obtenida al medir
repetidamente el nimero de fotones por unidad de area y de tiempo en el mismo. Como
vemos, es una distribucién poissoniana alrededor de la media |a|? que se obtiene al cum-
plirse la serie infinita de condiciones de coherencia (Ecs. (40)) es decir, al afiadirse un
nimero mayor de condiciones de ¢oherencia que satisface el campo se restringe cada vez
el niimero de fotones presentes en él por unidad de area y de tiempo, hasta obtener una
distribucién poissoniana. Y como funcién del estado vacio [Ec. (A8)] tenemos

la) = exp[~|al?/2] exp[aa*]|0). (48)
La introduccién del operador exp[—a™a] en la Ec. (48) al extremo derecho de los demaz

operadores deja invariante el resultado y hace posible representar, en forma iitil, la gene-
racion de los estados coherentes:

|a) = exp[—|e|*/2] exp[aa™] exp[-a*a]|0) = exp[aat — a*a]|0)
= D(a)|0), (49)
donde D(a) es un operador unitario,
D¥(a)D(a) =1, (50)
que trabaja como operador de translacién o desplazamiento:

D™ a)aD(a) = a + a,
(51)
D Y a)at D(a) = a* + o*.
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De todo ello se deriva una serie de propiedades matemdticas que satisfacen los estados
coherentes, por ejemplo, el product. interno de dos estados coherentes diferentes no es

ortogonal:

(Bla) = exp[~(laf* +18[%)/2] > (k!r!)=/28"*a” (k|r)

k,r

= exp[-(lal* + [81*)/2] ) _(K)~'(8"a)*
k

= exp[~(laf* + |8[*)/2 + af7], (52)

por lo que forman una base sobrecompleta de estados y, consecuentemente, un oscilador
armoénico puede estar en dos estados coherentes a la vez. Debido a la enorme cantidad de
estados coherentes, un continuo bidimensional de cllos y a su no ortogonalidad, existen
varias formas en que podemos expander cualquier estado. Por ejemplo, la relacién de
completez en estado coherente tiene dos representaciones de uso frecuente:

| =g / [ ) (8] expla”B — (|af® + |B]2)/2] a d2B, (53)

=1 j|a)(a| d*a, (54)

integradas sobre todo el espacio. Sin embargo, como todas esas representaciones son
equivalentes, cualquier estado del campo puede representarse en forma simple y tnica
en términos de estados coherentes:

1) = x~1 / )]} o (55)

aunque esto tiene importancia, la aplicacién mds 1til estd en la simplificacién que se
introduce al evaluar los promedios estadisticos o valores esperados de las observables.
Esto se logra mediante el empleo del operador de densidad, expresado como una mezcla

estadistica de estados coherentes puros, en lo que se llama la P-representacion de Glauber-
Sudarshan [10]:

p= [ Plaja)al e, (56)
en donde P(a) es una funcién de peso (Ecs. (A12)) de suerte que el promedio de una

funcién F(a™*,a) de operadores normalmente ordenados, aquella que contiene todos sus
operadores de creacién a la izquierda y los de aniquilacién a la derecha, es

(F(at,a)) = tr[pF(at,a)] = /P(a)(a[F(a"’,a)ln) d’a

= /P(a-)F(a’,a)dzaf, (57)
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y se convierte en el promedio de una expresién que depende de nimeros complejos ordi-
narios; procedimiento bastante similar al del promedio estadistico utilizado en la teoria
cldsica de probabilidad. En caso de que F(a*,a) = 1, se cumple que

tr[pl] = /P(cr)d2n = (58)

Las relaciones (57) y (58) le confieren a P(a) propiedades de una densidad de proba-
bilidad; sin embargo, debido a la no ortogonalidad de los estados coherentes, un estado
base depende linealmente de los demds, en la Ec. (58) no sumamos probabilidades mutua-
mente exclusivas, ademds, tampoco se puede medir experimentalmente como densidad de
probabilidad porque depende del eigenvalor o del operador no hermiteano a. Por lo tanto,
P(a) es simplemente una funcién de peso, no es una densidad de probabilidad excepto
asintéticamente en el limite clisico. También existe la posibilidad de que P(a) pueda
tomar valores negativos sin violar el caracter positivo definido que p debe tener. Esta
posibilidad aparece al examinar las fluctuaciones de intensidad de los campos descritas
mediante la funcién de correlacién de segundo orden normalizada

(EMX)EN(XNECN(X)ES) (X))

(2) oy Yy —
g (X!f\ “\ 7‘Y) (E(+}(.Y)E(_)(_X))2 (59)
En términos de a y a™,
A {atataa)
(X, X) = 4200 = T (60)
o también (Ecs. (A4, A9-10))
@ _ 1 _ (AN)?) — (N)
introduciendo la P-representacion
/P(a)(a](AN2 — N)|a)d*a
9(2)(0) -1= 2
(/ P(a)(alNla)dza)
/P(a){(a+a+ar1) — (a*a)?} da
- : (62)

(/ P(a)(a|a+a|a)d2a)
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Si el campo estd en estado coherente |a), P(a) = (2 |a])~ 163 (|a| - |B]), se satisface
d®0)-1=0. (63)
Ion otro caso, cuando P(a) es una Tuncién positiva, entonces
¢@0)-1>0. (64)

Decimos en este caso que el campo muestra agrupamiento de fotones, caracteristica de los
campos que tienen analogo cldsico, como es el caso de los campos con estadistica termal,
P(a) = (n(N))"'exp(—|a|?*/(N)). Un campo de radiacién en el que P(a) es negativa
cumple la desigualdad

g?(0)-1<0, (65)

y sus fotones a menudo obedecen una estadistica sub-poissoniana y se encuentran des-
agrupados, lo cual es un efecto puramente cudntico y caracteristico de los campos que no
tienen analogo clasico.

5. RELACIONES DE INCERTIDUMBRE
Demostraremos en esta seccion que los estados coherentes son estados con la minima
incertidumbre de Heisenberg y que reproducen los perfiles de los modos de cavidad clasicos

en el limite de muchos fotones.
Usando las Ecs. (A1), (43) y (44), para haces en estado coherente |a), evaluamos

(AQY) v {(AP):
(@ = \/g(a +at), (66)
h

{P= -i\/g(a -at), (67)

(@) = %[(a +a*)? + 1], (68)
(P) = %21 — (o~ ")) (69)

Por lo tanto,
(@R =/ (70)

(AP = \/? = w((AQ)")'/2. (71)
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an

FiGUrA 6. Regidn de incertidumbre en el espacio fase para un campo en estado coherente. El
circulo error del vacio se desplaza D(a)|0) = |a), debido a la excitacién coherente.

Vemos que la relacién de incertidumbre, Ec. (A46), toma su valor minimo:
0\1/2 2\1/2 h
(APPY/(AQP? = 2. (72)

Ya que @ y P tienen unidades diferentes, su comparacién es mas efectiva utilizando sus
componentes adimensionales en cuadratura, Ecs. (A42),

((AX)H = (AX)H)2 = (73)

(AX)HVH(AX)H)2 = 2 (74)

B -3

Como resultado, los estados coherentes tienen la misma incertidumbre en ambas cuadra-
turas minimizando su producto (Fig. 6).

Haciendo uso de estos resultados, los valores medios de los campos eléctrico y magnético,
Ecs. (45), y de sus cuadrados en estado coherente son, tomando en cuenta que a(t) =
a(0) exp[—iwt] = |a|exp[if] exp[—iwt],

(B =k ﬂJ—-{or exp(—iwt + ik - r) — a*exp(iwt — ik - r)}
2€0V )
=-2 e la|sen(k - r — wt + @) (75
= — gV | sen r — wt ! )
(B = U {4a*sen*(k - r — wt + 0) + 1}; (76)

2€0V
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por lo tanto,

(AE)P)2 = \/2%. (77)

Para el campo magnético

2
{B)=% Q;chw {aexp(—iwt + ik - r) — a” exp(iwt — ik - 1)}
2
= -2 'Z;ZZJV lasen(k - r — wt + 6), (78)
he?
2y = 2sen®(k-r—wt+0)+1 79
(B) = o (tlaf?sen*(k - — ot +0) + 1), (79)

obtenemos

(aBpy = [ (50)

llegando a la relacién de incertidumbre electromagnética

he
2V Jeojio

Observemos que en la Ec. (75), considerando la Ec. (84), la amplitud del valor medio
(E) (lo mismo para (B)) depende del nimeto medio de fotones (N) y de su incertidumbre
{((AE)?)'/? en la forma

(AEPY 7 (AB))/? = (81)

(E) = =2{(AE)*(NY?sen(k - r — wt + 6)

=—FEpsen(k -r —wt +0), (82)

de manera que cuando (N) es pequeiio, la amplitud Ep del valor medio del campo es
del orden de magnitud de su incertidumbre ((AE)?)'/2, con lo cual sus fluctuaciones
cudnticas se hacen relevantes (Fig. 7). Por el contrario, cuando (N) aumenta también
crece la amplitud Ey de tal forma que respecto a ésta su incertidumbre ((AE)?)'/2 viene
a ser pequefia (Fig. 7). Al limite de muchos fotones, en que los efectos cudnticos son
despreciables, se le conoce como limite cldsico porque se recuperan las ecuaciones cldsicas
del oscilador arménico:

lim (@) =q(t) vy lim (P) =p(t); (83)

n—oo
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FiGurA 7. Esquema del comportamiento temporal del campo eléctrico en un estado coherente
con diferente nimero de fotones (N) = |a].

definiéndose perfectamente el perfil del campo. Se dice entonces que los estados coherentes
tienen andlogo clasico.

Examinemos ahora la relacion de incertidumbre en amplitud y fase. La amplitud es
proporcional al nimero medio de fotones:

(V) = laf®. (81)

Ademas
(N*) = (ata+atataa) = laf? + |af®, (85)

de donde obtenemos la incertidumbre en el ndmero de fotones:
(AN)H'2 = al. (86)

La incertidumbre en fase corresponde al dngulo subtendido al origen por el circulo error
en el espacio fase (Fig. 6); para el caso en que # < |a| tenemos

Al = — (87)

entonces los estados coherentes satisfacen la relacién de incertidumbre constante en am-
plitud y fase:
.
(AN)H2A0 = , (88)

lo cual se representa fisicamente por la parte eléctrica del campo de radiacion en la Fig. 8.
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Cammr .~
<(AE)*> TR}

Ficura 8. Incertidumbre en amplitud y fase alrededor del valor medio del campo eléctrico para
un haz en estado coherente.

6. FUNCION DE ONDA

La funcién de onda (e, q) que caracteriza al estado coherente |a) en la representacion
coordenada |q), puede obtenerse de la Ec. (49) multiplicando al estado coherente |a) por
(q] a su izquierda:

(e, q) = (gla) = (4| D()|0). (89)

Se representa el argumento de la exponencial de D(a) en términos de Q y P:

+_*_i_*_"/L *\ P
aa’” —a*a = Qh(a a®)Q —i Qhw(a—i-a)P, (90)

y luego se usa el teorema de Baker-Hausdorff
exp[A]exp[B] = exp[4 + Bexp[[4, B]/2], (91)

dada la condicién [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0, para expresar a D(a) en la forma

D(a) = explaa® — a%a) = exp(a™? - o?)/4]exp [\/% far = “*)Q]

1 . N
X exp [—z 2fw(a+a )P} " (92)
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Luego, se sustituye la Ec. (92) en la (89):

o) = exl(a = o)/l [ [0 = ')

X exp [—i\/ ﬁ(a iz Of*)P] |0}
= exp[(a™? — a?)/4] exp [\/%(a - a*)q]

.1 5 )
X (gl exp [—2 grolato )P] |0); (93)
pero exp[—iAP/h] es el operador de translacién en A a lo largo de Og:

|A) = exp[—iAP/R]|0) (94)

lg + A) = exp[—iqP/h]exp[—iAP[h]|0) = exp[—igP[R]|}), (95)

e/ oorern] 0= {o-Ticro
= tho (q - \/g(a + a*))

= to(q — (Q)) (96)

es la funcién de onda del estado base del oscilador armonico.
De acuerdo con la funcién de onda del vacio, Ec. (A11), escribimos la expresion (96)
en la forma

por lo que

w

1/4
vola— (@) = () e [-55(a- (@) (97)
y definiendo el factor de fase global como
expliB(a)] = expl(a*? — a?)/4], (98)

obtenemos la funcién de onda a t = 0:

w1
plas) = explit(e)] () expli(Pha/h — ol — (Q)*/20] (99)
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Esta es una gaussiana en el oscilador arménico desplazada del origen en (@), con fase
proporcional a ¢ y con una anchura (?‘1/2{...:)1/2 , correspondiente a la del estado base.
Después de un poco de dlgebra, considerando las Ecs. (A1) y (A2), tenemos que

w \1/4
Ya,q) = (;ﬁ) exp[— Im?*(a) 4+ i Im(a) Re(a)] exp[—(X; — a)?], (100)

para calcular finalmente la funcién de distribucion en el espacio fase, dada por
; 1 - . :
W(X1,X2) = ;]gb (X1 4+ y)¥(X1 — y)exp[2iXqy] dy, (101)

cuya solucion es [11]

W(X,,X;) = exp[—2(X; — Re(a))? = 2(X; — Im(a))?]. (102)

w
4hr?

Fsta es una funcién concentrada en la regién circular del espacio fase descrita por la
ecuacién

(X1 — Re(@))? + (X — Im())? =1, (103)

y representada graficamente en la Fig. 6.

7. APENDICE

Operadores de posiciéon y momentum del oscilador arménico en términos de los operadores
de creacién y aniquilacién:

h . Jhw
Q=\/;(a+a+), P=i 7(aﬁ—a). (Al)

Operadores adimensionales del sistema, en cuadratura:

xi=\/Ba=tatat) K= y[gr=e-ah) (42)

Operadores de creacién y aniquilacién dependientes del tiempo:

a(t) = ﬁ(u@(ﬂ) + 1 P(0)) exp(—iwt),

at(t) = \/ﬁa(wcp(m — iP(0)) expliust).

(43)
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Relaciones de conmutacion:

[QvP] = ih, [a1a+] = 1.

Operadores de campo eléctrico y magnetico [12]:

f
E- 2LuJV {(Ik e‘cp(—?wkt + ik - I') s Q,k (_)gp(?u)kt ik - l')}eks
he? . s + ; )
- QMO—le,{ak exp(—iwit + ik - r) — af exp(iwgt — ik - )}k X ey,

(A4)

(A5)

k es el vector de onda, wy es la frecuencia del modo k, ¢y es la permitividad eléctrica y

o la permeabilidad magnética.
Relacién de incertidumbre de Heisenberg:

(AQ/2((APYYV2 > 1/2.

Relacion de incertidumbre para estados de Fock:

(AQHH(AP)? = (k+ )h.

Estados de Fock como funcién del estado vacio:
1
£ = /1o

N =ata.

Operador de nimero de fotones:

Operador de dispersion en el namero de fotones:

AN = N — (N).

I'uncion de onda para el estado vacio del oscilador arménico:

1/4
Yo(q) = (%) exp[—wq®/2h).

(46)

(A7)

(48)

(A9)

(A10)

(Al1)

Funciones de peso de la P-representacion para los casos coherente y térmico respectiva-

mente:

_ 1 @ -
5@ lal - 180,

P({ai}) = H_ oy Pl (V)

(A12)
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8@ () es una funcién bidimensional 4, esto es el producto de dos funciones & unidimen-
sionales: 6(Re(y))é(Im(7)).
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