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HESUMEN. Se presenta un cálculo de los principales estados cuánticos de impurezas aceptoras
cmbebidac; en aleaciones de silicio-germanio, para todo el rango de concentraciones de silicio,
empezando desde el germanio puro. El cálculo se efectúa en el marco de la troría de masas efectivas
para estos estados, utilizando la agrupación en operadores tensoriales esféricos del hamiltoniano de
l{ohn y Luttinger para aceptores, introducida en 1973 por Baldereschi y Lipari, en la aproximación
esférica e incluyendo las correcciones del término cúbico mediante la teoría de perturbación de
primer orden. El modelo requiere el conocimiento de las tres constantes de las banda., de Luttinger y
de la constante dieléctrica como parámetros determinantes de los valores energéticos resultantes. Al
ser éstos desconocidos, se presenta el cálculo previo de cstas cantidades, también para todo el rango
de concentraciones de silicio. Los resultados obtenidos podrán servir de apoyo a la interpretación
de resultados experimentales en que se usan impurezas aceptora •• como sonda para estudiar las
propiedades de las superredes de Si/SizGel_z, que han adquirido enorme relevancia para la
realización de dispositivos emisores y detectores de radiación en la región espectral situada entre
1.3 y 1.55 ¡tm, que para la,; comunicaciones ópticas aduales es tecnológicamente muy relevante.

ABSTRACT. \Ve prcscnt a calculation of the main quanturn states of ac('cptor irnpllritics embeddcd
in silicon-germanium alloys for all concentrations of silicon beginning from pure germanium. The
calculatioll is made within the frame of the cffcctive-ma ••~ theory using the acccptor Hamiltonian of
I\ohn and Lutlinger in the forrn written in terms of sphcrical tensor operators introduced in 1973
by Baldereschi and Lipari. The main qllantum leveis are calculated in the sphcrical approximation
and corrections dnc to the cubic term are illcluded using first-order pertllrbation theory. The
modcl n'quires the knowledge of thc LlIttinger parametcrs for the valence band and the d¡e¡ectric
constant of the aJloys as determining parameters of the resulting energetic values. Since these are
1I0t known, we present the prcviolls calculation of thcse quantities, also for aH the concentration
range of silicon. The results obtailled will be useful to interprct experimental measuremcnts in
which a.cccptor irnpurities are used as a probe to study tile properties ofSi/Si~Gel_z superlatticcs.
These systcms have enormous relevance for lhe fabrication of de\"iccs for emission and detection
of radiation in the spcctra.1 range located betwcen 1.3 anrl 1.5 ¡mi, which is vcry important from
the technological viewpoint for the optical communicatiolls of today.

PACS:i1.55.-i

*Tamuién de tiempo parcial en el Instituto de Investigación en COlllunicación Optka, UASLP, San
Luis Potosí, 78000 SLP, México.
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1. INTRODUCCIÓN

El estudio de los niveles cuánticos de impurezas aceptaras en semiconductores cúbicos
con red de diamante o tipo zinc-blenda fue planteado desde 1955 por I(ohn y Luttinger
(1<1,), usando la aproximación de masas efectivas [1). Sin embargo, una solución númerica
adecuada para comparar con los resultados experimentales de aceptares en germanio o
silicio sólo se pudo tener hasta la segunda mitad de los setentas, mediante el enfoque de
Baldereschi y Lipari (13L) [2,3,41, de agrupar los operadores del hamiltoniano en opera-
dores tensoriales esféricos, lo que permitió una convergencia muy rápida de los cálculos.
Siendo posible preparar al Ge y al Si en grandes monocristales de muy alta pureza y
calidad cristalina, el estudio de estados aceptores en estos dos materiales, que tienen
red del tipo del diamante, ha recibido una gran atención y se conocen las posiciones
espectrales de muchos estados excitados con precisiones de hasta 0.01 meV (precisiones
de alrededor del 0.1 % del valor de la energía de la transición) [5,6]. La comparación
de los resultados teóricos del modelo de Kohn y Luttinger, denomiuado teoría de masas
efectivas (TME), con los resultados experimentales arroja una excelente concordancia
para los aceptares en el germanio y adecuada para el caso del silicio 141. La capacidad
predictiva del hamiltoniano de I(L con el enfoque de 131,es tal que se ha usado incluso
en la literatura en la dirección "opucsta": ele los resultados experimentales de espectros
aceptares (o de excitones libres) se han determinado los valores de los parámetros de
bandas de Luttinger en el CdTe [7].

El germanio y el silicio tienen Ia..~mism;:¡.o;; característica.,;; de coordinación atómica para
la formación de estructuras cristalina.c;;. Est.o implica que pueden comhinarse para formar
aleaciones de SixGel_x para todo el rango de concentraciones posibles de cualquiera de
los dos elementos, (¡.c., para O < x < 1), sin tendencias a segregarse en regiones de
diferentes composiciones. Amhos, el Ge y el Si, son semiconductores de ancho de banda
energéticamente prohihido (Bg) de tipo indirecto, y a temperatura amhiente éstos valen
0.67 y 1.14 eV, respectivamente. Estos valores de la energía corresponden a radiación
en la región del cercano infrarrojo del espectro electromagnético, longitudes de onda
correspondientes a A = 1.85 Y 1.088 11m.

Las aleaciones de SixGCl_.r tienen valores de £g que varían continuamente del valor
del silicio al del germanio, cuando x varía de O a 1. En consecuencia, se pueden preparar
aleaciones de estos materialcs ron el Eg p(lrfectam{,llte sintonizado {,Ilcrgéticamcntc a
las dos longitudes de onda más importantes en las comunicaciones por las fibras ópticas
de silicatos actuales: la utilizada comercialmente A = 1.3 I"n y la que se encuentra en
estudio experimental, A = 1.5!j ¡Inl. Las aleaciones de SiGe ofrecen así en superredes de
Si/SiGe [8] la prolJlesa de proporcionar {'I material base adecuado para la fabricación
de dispositivos eficientes emisores o dctcctor('s de radiación de estas longitudps de onda.
En particular esto se ha tratado de lograr mediante la fabricacilÍn de superredes con
periodo muy corto: (J(. 10 a 20 A, COIIlo que se espera la transformaci61l de las capas de
SiGe a materiales COIl ancho de banda energético prohibido directo, lo cual incrementaría
muchos órdenes de magnitud S\I efici(,llcia ('misara d(' radia('i<Ína las longitudes de Olida

deseadas [9J.
La fahricación de slIperred('s de Si/SiGe cn'cidas sohre sustratos de Si (o Ge) ron propie-

dades físicas y calidad adecuada para IlS3rSp('11 dispositivos optoplf'dnlnicos, implica un
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conocimiento muy detallado de las propiedades físicas de estas estructuras artificiales [81.
Esto plantea la necesidad de la caracterización física más detallada que sea posible de
estas heteroestructuras al ser fabricadas. Superredes y otro tipo de heteroestructuras han
sido fabricadas desde mediados de los setentas en el sistema de AlGaAs/GaAs y existen
excelentes revisiones de la multitud de técnicas usadas para caracterizarlas [lO]. Entre
otras técnicas ha sido utilizado con éxito el estudio de la introducción de impurezas tanto
donadoras corno aceptoras para ser utilizadas corno sondas que permiten caracterizar,
entre otras cosas, la habilidad en el crecimiento de incorporar en regiones limitadas de
la supcrred a estas impurcza.<;;, así como nuestro entendimiento teórico y experimental
de las distribuciones de desajustes de bandas ("band offsets" en inglés) que juegan un
papel fundamental en las propiedades de cond ucción y respuesta eléctrica de estos mate-
riales, además del de determinar los valores energéticos de los estados cuánticos de estas
impurezas [11].

Las superredes de Si/SiGe fueron sintetizadas de calidad adecuada sólo hasta principios
de los ochentas [8]. La diferencia de constante de red atómica entre el Ge y el Si es de
un .1.2 %, lo que representa un obstáculo formidahle al crecimiento de superredes de
anchura arbitraria y esto determinó que en general este sistema de heteroestructuras
haya sido bastante menos estudiado que el de las de A1GaAs/GaAs. Sólo recienteme"te
se ha iniciado también el estudio de superredes de Si/SiGe con impurezas aceptoras [12]'
lo que plautea la necesidad imperiosa de extender nuestro conocimiento del espectro de
los cstados cuánticos de impurezas aceptaras en las aleaciones de SiGc en el "bulto" para
que puedan servir de referencia en los análisis de los resultados en las hetcrocslrucluras
tipo Si/SiGe.

Atendiendo a esta necesidad, eu el presente trabajo calcularnos los ,Ii,.eles de energía
de los estados aceptores poco profundos más importantes en las aleaciones SixGel_x>
tomando en cuenta el rango completo de variación de la concentración de silicio (O ~
x :::;1). Para hacerlo tuvimos que calcular numéricamente los parámetros de las bandas
de valencia o parámetros de Luttiuger y los valores de la constante dieléctrica como
funciones de la fracción de Si, cuyos resultados se presentan también.

En el presente artículo se presenta el material estudiado como sigue: En la Seco 2
describimos el hamiltoniano de masas efectivas para los estados aceptores poco profundos
eu los semiconductores usando los métodos de Baldereschi y Lipari [2,3]. Se muestra allí
cómo usar la técnica variacional para obtener Ia..o;; cIlf'rgías de los estados aceptares en
dichos materiales.

En la Seco 3 most ramos cómo obtenemos los parámetros de las bandas de valencia
del Si y a partir de ellos, los de las aleaciones SiGe. Posteriormente, empleamos dichos
parámetros para determinar los coeficientes de "interacción espín-m'bita" y de acopla-
miPI1to cúbico, necesarios para el hami1toniano de los aceptores. l\.lostramos también el
Illptodo que empleamos para evaluar los elementos de matriz del momento lineal para
determinar la variación de la constante dieléctrica con la concentración de Si para las
mismas aleaciones.

En la Sec, ,1 calculamos la variación de los niveles de energía de los estados acpptorcs
con la concentración de Si C'IIlas alC'aciol}(,s de Si.cGel_x' Dpspu('S de la discusión co-
rrpsponc1iente, resumimos las conr:1usiollC's gC'llC'ralcsdel presente trabajo ell la Seco :} COIl

miras a la aplicación de las hctero('slrllct.llras de capas tensiolladas dc Si/Si.r(;Cl_x'
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2. IIAMILTONIANO DE MASAS EFECTIVAS PARA ESTADOS ACEPTOIlES

Tanto en el Ge, en el Si, como en sus aleaciónes de SiGe, la estructura de los hordes de las
bandas de valencia son cualitativamente similares: los máximos de las banda., de valencia
ocurren en el punto r(k = O). El estado del hueco (o de un electrón) en este punto, tiene
una degeneración de orden cuatro caracterizado por la simetría rt [I l. Dicho estado se
deriva de los estados 1'3/2 correspondientes del átomo lihre, el cual corresponde a J = 3/2
Y Al; = 01::.3/2 y 01::.1/2. Debajo de este estado existe otro máximo de la banda de valencia
originada por el estado 1'1/2 del átomo libre. Dicho estado tiene la simetría ri y una
degeneración de orden dos con Al; = 01::.1/2 11]. La separación del estado ri del estado
rt es debida a la interacción espín orbita del espín del electrón con el momento angular
de su estado atómico, en el momento de entrar a formar la banda de estados electrónicos.

En la aproximación de ma.,as cfectiva." tomando en cuenta que el centro del aceptar
está descrito con un potencial de tipo coulombiano apantallado por la constante dieléctrica
estática del semiconductor en el cual está inmerso, el hamiltoniano del aceptar es 12,3,4)

Jl = (." + 5'12) 1'2 _ Y:!... (1'2 J2 + 1'2J2 + 1'2J2)
¡1 2 2mo mo I I Y Y 2: Z

e2
,

fr
( 1)

donde '11, '12 Y '13 son los parámetros de Luttinger que describen la relación de dispersión
del hueco cerca del centro de la zona de 13rillouin; l' es el operador de momento lineal del
hueco y j es el operador de momento angular correspondiente al espín 3/2; {ab} = (ab+
ba)/2; f y tilo son la constante dieléctrica estática del cristal y la masa del electrón libre
respectivamente.

El primer término del hamiltoniano anterior es la energía cinética de la partícula, el
segundo y tercer términos represrntan un tipo de interacción ucspín-orbita" y se deduce
su forma algebraica al considerar la combinación lineal de términos Pi y Ji, que sean
cúbicamente invariantes como lo sugiere la simetría de los estados del punto k = O(rt)
de la zona de I3rillouin, y el último representa al potencial tipo coulombiano debido a la
impureza.

El hamiltoniano anterior puede ser separado en términos de las diferentes simetrías
que lo constituyen. A este respecto, Baldereschi y Lipari [2,3) aplicaron los siguientes
operadores tensoriales cartesianos simétricos de segundo rango y ele traza nula

y

(i,k = 1,2,:3) (2)

(3)

con lo que el hamiltoniano para los an>ptores poco profulldos puede ser escrito de la



CÁLCULO DE ESTAOOS ACEPTaREs.. • 567

manera siguiente

Al descomponer y agrupar los tensores cartesianos anteriores en términos de tensores
esféricos irreducibles de rango L = 0,1 Y 2, tomando en cuenta su simetría y que poseen
traza nula, las componentes L = O Y L = 1 estarán ausentes, con lo que tal descom-
posición sólo contendrá términos con componentes irreducibles de segundo rango con
q = -2, -1, 0,1,2. Así, el hamiltoniauo tendrá la siguiente forma

en donde se han empleado las definiciones de los productos escalar y vectorial de tensores
esféricos irreducibles dados, por ejemplo, en Edmonds [131.

En vez de utilizar los parámetros de Luttinger de la banda de valencia, se usan los
parámetros de acoplamiento esférico 11, definido como:

(6)

el cual describe la intensidad de una nueva interaccióu "espín-órhita" esférica, y el pará-
metro de acoplamiento cúbico b, calculado a partir de la expresion siguiente

(7)

que mide la magnitud de la contribución cúhica. Además, si se emplean el Rydherg efectivo

(8)

(9)

y el radio de Bohr efectivo

. ,,2"1a ---
0- e2mo

como unidades de energía y longitud. respect.ivamente, la expresión que se obtiene para
el hamiltoniano será

1'2 2 l' (2) (O»)J1=-----0 l' . ./-,,2 r 9/'-

+ ~ {[1'(2) X ./(2)](1) + ~[1'(2) X ./(2)](1) + [1'(2) X ./(2)](1)}. (lO)
9/'- --1 4n o 1
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donde ahora la estructura de la banda de valencia está caracterizada por medio de los
parámetros l' y 6.

2.1 Aproximación esférica del hamiltoniano de los aceptores en los semiconductores cúbicos

La Ec. (10) del hamiltoniano está escrita en términos de tensores esféricos que pertenecen a
representaciones irreducibles del grupo de rotación completo y no del grupo puntual cúbico
del cristal. Así, es posible separar ellHtimo término que tiene simetría estrictamente cúbica
de los anteriores términos, que además de tener simetría cúbica, son también esféricamente
invariantes.

En la aproximación esférica [2]' se desprecia el último término de la Ec. (10), con lo que
el problema de los aceptares en aproximación esférica está representado por el siguiente
hamiltoniano

p2 2 li
¡¡. r = - - - - - [p(2) . J(2)].

($ !z2 r 9hz 1

( 11)

nótese que los primeros dos términos rcprCf;cntan al hamiltoniano que describe al átomo
de hidrógeno. Así, el hamiltoniano esférico está caracterizado por la representación del
átomo de hidrógeno más una perturbación que está dada por el tÍltimo término de la
Ec. (11),

_...!!:..- [p(2) . J(2)]
9h2

( 12)

que puede interpretarse como ti)} término que describe cierla interacción "cspín.órbita".
El hamiltoniano esférico de los aceptares es esféricamente simétrico en los espacios aco-

pIados del momento angular orbital y del espín, donde el momento angular total f = l+i
es una constante de movimient.o. Con esto, los estados aceptares pueden ser clasificados
siguiendo el esquema de acoplamiento 1.-5 empleado para sistemas atómicos.

En el caso de un acoplamiento espín-órbita fuerte (J = 3/2, C. = (0) [2) como el
considerado en el presente trabajo, y tomando en cuenta sólo los estados aceptares más
importantes, los estados hidrogénicos nS daJl origen solamente a {'stados nS3/2, mientras
que el estado nI' se separa eu los estados nPI/2, n[>3/2 y n P5/2. Como el térmiuo de
interacción espÍn-órbit.a del hami!toniano ('sf(;rico acopla estados hidrogénicos para los
cuales DoL = O,:1:2, la., fuucion!'s de onda para dichos estados pueden ser escritas romo [2]

<1>(53/2) = /0(r)10,:l/2,3/2, F,) + 90(,.)l2,:l/2,3/2, F,),

<1>(1'1/2) = /1(,.)11,:1/2,1/2, F,),

<l>Wl/2) = h(,.)l1, 3/2, 3/2,F,) + 92(,.)13,3/2,3/2. F,),

</>( 1'5/2) = h(r)ll, 3/2, 5/2, F,) + 92(,.)I:l, 3/2, 5/2. F,),

( 13)

(1<1)

(I.5)

(16)

donde cada una de las constalll('s que COlIst¡luyen al "kel" Se' rr)¡.,ciollé'tn con la siguiente
notación:

IL, J, F, F,), (18 )
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la cual es función propia del momento angular total en el esquema acoplado £-J. Las
funciones J¡(1') y 9i(1') son funciones radiales definidas de manera que las funciones de
onda (13-1G) sean funciones propias del hami1toniano esférico y se propone para propósitos
variacionales describirlas de la siguiente manera:

Para el estado 53/2

21

Jo(1') = ¿ A¡e-o;l"
1=1

Para el estado PI/2

21

Y 90(1')= l' ¿ Bie-o;l".
1::;:1

( 19)

21

Jl(1') = l' ¿Cie-o,l".
i=1

Para los estados 1'3/2 y 1'5/2 las fnnciones son

(20)

21

12(1') = l'¿Cie-o,l"
1=1

21

Y 92(1') = l' ¿ Die-o,l".
1=1

(21)

Las constantes A¡, I3¡1 C¡ y Di se han considerado como los parámetros variacionales
que sirven para minimizar la energía ucl correspondiente estado. Las COBstantes O'i se
calcnlan a partir de la siguiente progresión geométrica <>i+l = 9ni, donde ni = 10-2 Y
<>21 = 5 X 105 se han elegido de manera que las fnnciones resultantes representen el rango
correspondiente a las energías de los estados aceptares [241.

El cálculo de los elementos de matriz del hamiltoniano se realizó empleando la técnica
de elementos de matriz reducidos. Con esto, el elemento de matriz del término hidrogénico
es simplemente [2,31

(1/, J, F', F; I ~:: - ~ I L,.I, F, F,)
__[_!...~(1'2 __ d) + L(L + 1) 2]

---- -1' bLl}bFF'bF•F., (22)
1'2 dr dr 1'2

mientras que el elemento de lIlatriz correspondiente al t.érmino de inlpracción espín-órbita,
expresado en términos de los elementos de matriz reducidos (.111.1(2)11.1) y (1/111'(2)111,),
que están expresados en d ApPlldic(' 1, será:

l/}
.1
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Así, el valor esperado del hamiltouiano esférico se obtiene a partir del siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales que deben satisfacer tanto f;(r) como 9i(r):
Para el estado 153/2

fo(r)

90(r)
= O. (24)

Para el estado P1/2

[ (
,¡2 2d 2) 2 ](1+11) -+---- +--E f¡(r) =0.
dr2 r dr r2 r

Para el estado P3/2

(25)

(1- :!II) (4:'. + H - ?) + ~- E5 dr rdr r r

31(d'J 3d 3)-51 ;P-;J;:+~

Para el estado PS/2

(1+ 111)(4:'. + ~4- - ?) + ~- E5 dr r ar r r

2 (;;6 (d' 3d 3)-SVU/I ;¡;r -;:-¡¡;: + ~

2 '"6 (d' 7d ")-SVOJl ;¡;1 +;:;rr: +;=1

( 1) ( d' 2 d 12) 2 E1 - -11 =+ --,-- ~ + - - ~5 dr r ar r T

fo(r)
9o(r)

h(r)

93(r)

= O.

(26)

= o.

(27)
Si las funciones de prueba se expresan como

F(r) = I>I,Xi(r, n), (28)

al mantener a las cantidades o fijas y variando a las cant icia<if's Ji. <1(' rnanf'ra que se
pueda minimizar la fUllcional

L = J F°(ll - E)F d3x, (29)

obtendremos tilla pCIlaci6n matricial de valorps propios para F y las \'ariahlf's ¡\. de la
siguient.e manera

Il JI = L'¡\' JI. (:lO)
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donde

¡¡ij = J X;' II Xj d3x = llji, (31)

N¡j = 6ij J IXijl2d3x, (32)

y A es un vector columna cuyos elementos son las A¡. Resolvimos la Ec. (30) por medio
del método de Jacobi para diagonalización de matrices [I~].

2.2. Modelo cúbico del hami/loniano de aceptares en semiconductores cúbicos

En este ca...~o, el momento angular total 17' ya no es UIl buen número cuántico, ya que
el término "espín-órbita" [:l] acopla todos los estados con momento angular L de una
paridad dada, obteniéndose sistemas de ecuaciones diferenciales de orden iufinito para
el hamiltoniano cuya solución es prácticamente imposible, a menos que pueda reducirse
dicho sistema a uno de dimensión finita. Tomando en cuenta que en los semiconductores
con estructura zinc-blenda la magnitud del término cúbico es mucho más pequeña que
la del parámetro de acoplamiento esférico l' [3], las matrices de los operadores radiales
del hamiltoniano se pueden reducir a dimensiones finitas, con lo que su solución es ahora
posible.

En el límite de acoplamiento espín-órbita que se ha utilizado en el presente trabajo, los
únicos estados que son afectados por el acoplamiento clÍbico a primer orden son los estados
PS/2' en cuyo caso, el término cúbico acopla estados en los cuales D.F, = O,~~. En la Fig. 1,
se muestra el desdoblamiento o corrimiento energético cualitativo de los niveles de energía
15 y 21' de sistemas que están descritos por medio de diferentes hamiltonianos constituidos
de adiciones de términos de una simetría dada al hamiltoniano hidrogénico. Los niveles 21'
se localizan a 0.25 Rydbergs por debajo del nivel de ionización en el átomo de hidrógeno.
El caso a) representa al hamiltoniano correspondiente al hidrógeno. El b) representa al
sistema esférico, es decir. cuando se ha sumado el acoplamiento "espín-órbita". El caso e)
representa al sistema en el cual la simetría c(lbica del hucco ha sido t.omada en Cllenta.

Las funciones de onda correspondientes al estado PS/2 son ele la misma forma CJlIC las
de las Ecs. (17), las cllales son

</>(1'5/2) = 12(")11, ~/2, .5/2, F,) + g2(r)I~, :1/2. ;'/2, r,), (33)

En este caso el estado PS/2 se desdohla en el estado 1'; y en el eslado 1';, correspon-
dientes a diferentes representaciones irredllcihles del grllpo p"nt"al de simetría del cllbo,
dando como resultado para el acoplamiento ctlbico entre los estados del modelo esférico
las fllnciones de onda

(35)
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FIGURA l. Desdoblamiento cualit.ativo de los nivC'ies de energía de los estados 2P al adicionarsc
las contribuciones de espín-órbita y clíbica al hallliitoniano hidrogénico.

Los símbolos 1'7 y 1'; indican la combinación lin('al apropiada de los ('stados con diferente
componente del momento angular total fllle se transforma de act1('rdo a la representación
irreducible dada del grupo puutual O" las cuales son (ver Apéudice 11)

t/J( ['5/2, 1'7) = - Jji 11,3/2, .5/2, 5/2} + v'5j¿ r) 11,3/2, ,,/2, -:1/2}

- g(r) l:l,:l/2, :'/2. 5/2} + jf~r) l:l, :1/2, .5/2. -:l/2) (36);¡¡ 6

para la reprcscnt.aci6n 1"'7' Y

9(1'5/2. 1';) = J( r) I t.:l/V>/2. :!: 1/2) + g(" )1:1,:1/2. ,,/2. :!:1/2} ( :17)

para la representación r8.
Los elementos de mat.riz de los operauores rOfrP:-;poJl(li('ntes al l£~rlllillo cúhico pue-

den obtcllf'rsc, usando la técnica de elementos de matriz rf'dllcidos (Apéndice 1) y de la
siguiente expresión expuf'sta ('11 ('1 mismo ap;'lIc1ice:

(//,.1,1-",1-';1[1'(2) x .I(2)]~:~)I/".I.F.I-',)

= :l( -1 ¡r-f~ (21-' + 1) (_1;:,; ;:, :.::) { ~:
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con lo que al tomar en cuenta la contribución cúbica al hamiltoniano del modelo esférico,
obtenemos el siguiente hamiltoniano radial para el estado PS/2(fi)

h(r)
X = O,

93(r)

mientraB que para el estado Ps/2(f;¡)

( 1 12<)(d' 2d 2)+2 El+-I'--U ~+-,...-;:.,. --s 25 dr~ r ar r r

-ilG (21' + i6) (£. - ~1.:+;:'.)
h(r)

X = O.
93 (r)

-~IG (1' - i6) (£. + ~1.:+ ~)
( 1 68 6) ( d' 2 d 12) + 2 E1 - Sil + 175 d;:'I+;:dr -;:2" ;: - J

(39)

-ilG (21<+ i6) (£. + ~1.:+ ~)
(1 - 11,+ 2£6) (.t.. + L4. - !i) + ~ - E5 175 dr~ r dr r r

(40)

El método empleado para encontrar los valores esperados de los anteriores hamiltonia-
nos es el mismo que se empleó para el caso del hamiltoniano esférico de los aceptares.
Finalmente, para calibrar nuestro manejo del método numérico del hamiltoniano (lO),

calcularnos las energías del estado haBe de los aceptares poco profundos del Si, Ge, AISh
y GaP, en los cuales se incluyeron todos los estados con L = ° y L = 2 (segunda aproxi-
mación) en el límite de acoplamiento espín-órhita fuerte, reproduciéndose los resultados
que se muestran en los artículos de Lipari y I3aldereschi [2,3,241. En este ca$O, las expresión
para la función de onda incluye una representación de ondas .< y d. Lo que conduce a
considerar una función de prueba tipo s y cinco tipo d [3), como se muestra a continuación:

4>(53/2) = /(r)IO,3/2,3/2,3/2) + 91(r)12,3/2, 7/2,3/2)

+ 92(r)12, :1/2, ,5/2, 3/2) + 93(r)12, 3/2, 3/2, 3/2)

+ 94(r)l2,3/2, 7/2, -5/2) + 95(r)12,3/2,5/2, -5/2) (41 )

3. CÁLCULO DE LOS PAIlÁ~IETROS DE LtJTTINGER y DE LA CONSTANTE DlELÉCTIlICA
PARA AI.EACIO:"ES DE SILICIO-GERMANIO

Para calcular los niveles energéticos de las impurezas aceptoras en aleaciones de SiGe
necesitamos conocer los parámetros de Luttingcr de la handa de valencia de la", aleaciones.
Usualmente se determinan los parámetros de banda de un semiconductor a partir de
las ma..",asefectivas encontradas experimentalmente mediante mediciones de resonancia
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ciclotrónica. Este procedimiento ha sido muchas veces utilizado para encontrar las masas
efectivas del Si y del Ge. No se han hecho, sin embargo, mediciones de las masas efectivas
de las aleaciones SixGcl_x ma."i que para casos en los que las concentraciones de Ce son
muy altas [16].

Takeda, Taguchi y Sakata [17] han utilizado el método de Lawaetz [18) para esti-
mar teóricamente los parámetros de banda A, [J y e propuestos por Dresselhaus, I\ip
y I\ittel [16]. Existen relaciones muy simples entre estos parámetros y los de Luttinger y
nosotros utilizaremos el mismo método para determinarlos.

Utilizando la teoría k. p hasla segundo orden perturbativo es posible encontrar expre-
siones para los parámetros de la banda de valcllcia en términos de elementos de matriz
del operador de momento lineal calculados entre estados de k = O pertenecientes a la
banda de valencia y a las bandas de conducción más cercana.' [181. Dada la naturaleza
del operador de momento lillC'íll (lS de C'sprrarsr que sus clcJnf'lltos de matriz sran inversa-
mente proporcionales al valor de la constante de red. Empíricamente se ha observado, sin
embargo, que esta correlación no existe. Considerando que la ionicidad y los electrones
d del ion pneden alterar los estados entre los que se calcula el "Iemento de matriz de p,
Lawaetz [18] ha desarrollado un método que permite determinar los elementos de matriz
de p de un semiconductor del grupo IV o de compuestos semiconductores III-V o II-VI a
partir de los elementos de matriz de un semiconductor de ref"rencia.

Dado que las aleaciones SixGe¡_x son maleriales homopolares podernos dejar de lado
las consideraciones sobre los efectos de la ionicidad e incluir solamente la dependencia
de los elementos de matriz de p con respect o a la constante de red y a los efectos de los
electrones d del ion. Las expresiones de los parámetros de Lutt inger 1'1, 1'2 Y 1'3 para la
banda de valencia de un material homopolar son

(F + 2G + 2lf, + 2ll2) q
1'1 = - 3 - I + 2'

(F+2G+ll,-ll2) q
1'2 = 3 - 2'

(F-G+ll1-112) q
1'3 = - 6 + 2'

(42)

(43)

en donde F, G, III Y ll2 son parámetros introducidos por DI'{'sselhaus, ¡,ip y l,ittel y
están dados por

«15)

(46)

(.JI)
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FIGURA 2. Esquema de la. secuencia de estados en las bandas de silicio en el punto r(k = O) de
la zona de Drillouin recíproca. Para el germanio existe una secuencia similar dc estados.

y

(48)

En estas expresiones el estado ¡X) es una función de onda de tipo yz de los estados r;5
de la banda de valencia cuando se desprecia el acoplamiento espín.órhita y el índice j de
las sumas corre sohre las diferentes handas de conducción con ener~ía electrónica Ej y
de la simetría indicada. En la Fi~. 2 se indican los estados electrónicos de las bandas de
estos materiales relevantes para el preHcntc cálculo. La energía de separación .ó.~jentre
las bandas resultantes del desdohlamiento de la banda de conducción rl5 dehido al efecto
espín-órbita provee el parámetro adicional q dado por

4 ¿ l(xtf'yl["5,j}12t.~}
q--

-- 9111 R~'
j }

(49)

Restrin~iendo en (!iD) la suma sohre j, de manera que quede incluido solamente el
estado más cercano de la handa de conducción de la simetría indirada, los parámetros F
y ll, pueden escribirse como

en donde

-, Ep[. = -- yEo
[~'
'p

ll, = -[-'"
'o

(50)

(51)
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y

(52)

son cantidades con unidades de energía asociadas a los principales elementos de matriz
entre bandas del momento lineal, Eo es la brecha (gap) fundamental directo p - s y E~
la brecha p - p en el punto f. Los parámetros G y H2 son pequeños comparados con
F y JI¡ Y no se escribirán en forma factorizada. Adicionalmente, q puede simplificarse
escribiéndolo como

2II¡6~
q = - 9E' .

o
(53)

Para introducir el efecto de los electrones d del ion sobre los elementos ele matriz de Px
sin hacer cálculos de estructura de bandas detallados, Lawaetz nota la relación existente
entre Ep y la fuerza de oscilador Ji~" para una transición óptica desde un estado; de la
banda de valencia hasta un estado ;' de la banda de conducción. Dicha relación es

Jx Ep
ji' = 3Eo'

Dado que las Ji~'satisfacen la regla de suma

L Ji~'= 4,,3N D,
ii'

(54)

(55)

en donde N es la concentración ideal de electrones de valencia (8 electrones por volumen
diatómico) y D es un factor introducido por Van Vechten [19,20] para tomar en cuenta
el efecto de los electrones d sobre los estados de la banda de valencia, de tal manera que
N D es ignal a la concentración efectiva Neff de electrones de valencia. En el modelo de
Penn [21] para la constante dieléctrica de baja frecuencia se encuentra

(56)

en donde A = 1- B+ B2 /3, 13= £9/ £F, EF es la energía de Fermi ele un gas ele electrones
libres y £9 es una banda prohibiela promedio que varía como la constante de red elevada
a la -2.48. La expresión (56) fue obtenida por Penn [21J partiendo del modelo isótropo
de dos bandas para un material covalente en el que se supone que el sistema electrónico
no perturbado es un gas de electrones libres al que se aplica una generalización en tres
dimensiones de los resultados perturhativos para una dimensión. El parámetro D fue
encontrado por Van Vechten [20J comparando la Ec. (56) con sus valores experimentales.

Aunque la regla de suma considera la totalidad de los Jti' es razonable suponer que el
mismo factor se aplica a cada uno de los I{i" Lawaetz escribe entonces

(57)
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TABLA I. Cantidades características del silicio que se utilizaron para el cálculo de los parámetros
de Lullinger.

Ep(Si) = 21.6 eV [22]
E~(Si) = 14.4 eV [22J
Eo(Si) = 4.07 [19J Eo(Ge) = 0.89 [22J
E~(Si) = 3.4 [22J E~(Ge) = 3.14 [22J
G(Si) = -0.75 [22)
112(Si) = -0.19 [22J
~o(Si) = 0.044 [241 ~o(Ge) = 0.296 [22J
E.(Si) = 4.8 [20J
ao(Si) = 5.43 [18J
«Si) = 11.4 [2,3J

0= 1.23 [18J

con

(asf (58)<ÍL=[I+o(lJ-1)) -¡- ,
en donde o = 1.23. Como el efecto de los electrones d afecta a los estados del borde de
la banda de valencia, el mismo factor de escala <ÍL puede ser usado también para E~,G
y lh

Utilizando valores de la banda prohibida Eo que son conocidos con precisión, la ex-
presión aproximada para E~,debida a Van Vechten,

y la aproximación

(
a )-1.92

E~= (3.40 eV) - ,
aSi

(59)

(60)

en donde ~o es la separación de la banda de valencia en el punto r debida al efecto
espín-órbita, Lawaetz [181 determinó los valores de Ep, E~, G y 112 para el Si a partir de
los parámetros de la banda de valencia del Ge medidos por llensel y SlIsllki [22) por ser
estos últimos los parámetros más precisos disponibles. Los valores encontrados son

Ep = 21.G eV,

112=-0.19 y

E~= 14.4 eV,

G = -0.75.
(61 )

Para poder aplicar el método de Lawaetz al cálculo de los parámetros de bandas de las
a!f'aciones SiGe suponemos, como 10 hacf'n Takeda, el al. !J 7]' que la constante de red a
de las aleaciones está dada por la regla de Vegard [n],

a = xas; + (1 - x )aG., (62)
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FIGURA 3. Los tres parámetros de Luttinger de las bandas de valencia calculados para las alea-
ciones de SizGcl_:e.

en donde aSi (aGe) es la constante de red del Si (Ge) y x es la concentreción de Si en la
aleación. Suponemos también 'lile la dependencia del parámetro D y de ~o con respecto
a la concentración de Si están dadas por expresiones similares,

y

[) = X[)Si + (1 - x)DGe

~o = X~O.Si + (1 - x)~o.Ge>

(63)

(6,1 )

con DSi = I Y [)Ge = 1.26, ~O,Si Y ~O,Ge se dall en la Tabla 1.
Utilizando las Ecs. (42) a (64) es posihle calclllar los parámetros de Lllttinger y la

constante dieléctrica pera cllelqllier velor de la concentraci<Í1I de Si en las aleaciones
SixGel_x. Los resllltados 'lile hemos ohtenido se mllestran en las Figs. 3 y 4. En el cálculo
de las constantes dieléctricas se empez<Í con el valor para el silicio IIsado por LA [2,3,'1]
Y se calculó para todos los valores de fracciones de Ge hasta lleger el Ce p"ro. Nuestros
resllltados reproducell delltro de un 0.8 % el valor de la constall!e dieléctrica del Ce pnro.
Los valores numéricos correspondient.es se presentan en la Tahla JI.

1. RESULTADOS y DISCUSiÓN

Una vez conocidos los parámetros de LlIttingcf, para las difcrentf's conccnt.raciones de Si
en las citadas aleaciones, empicamos el modelo esférico del hamii1.oniano de los aceptares
Ec. (11) para calclllar las energías d" los eslados 153/2, 2PI/2' 2P3/2 Y2[\/2' En las Figs ..5
y 6 se muestran los niveles de cncrg'ía en mcV y en J1ydbcrgs1 t.alllhipn rf'portados en las
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FIGUIlA 4. Constante dieléctrica estática calculada para la" aleaciones de SizGcl_z. línea sólida.
Para propósitos de comparación se rnu<'Stra en la Iínca de trazos una simple interpolación lineal
entre las constantes did('drica.~ conocidas para el Si y el Ce.

Tablas III Y IV. El cálculo efectuado en el presente trabajo dentro del modelo esférico
se inicia desde el caso del silicio es decir de la aleación con fracción :r de silicio igual a
I. Se disminuyó la concentración .T del Si hasta llegar al Ge puro. Comparados con los
resultados publicados para los estados aceptares de Si y del Ge, concuerdan hasta en dos
o tres partes por diez mil [31.

Cuando incluimos la contribución et"lbica al hamilloniano esférico, consideramos sólo
los estados que son afectados a primer orden. En este caso, son los estados </>(P5/2, f7') Y
</>(1'5/2, f;;) cuyas funciones de onda están definidas de la forma de las Ecs. (36) y (37),
respectivamente. Fiualmente, los elementos de matriz del término cúbico se calcularon a
partir de la relación (38). La contribución del término cúbico del hamiltoniano depende
de la magnitud relativa de los parámetros l' y 6. Por lo tanto es importante calcular y
compararlos para las alcaciones de Si,Gel_,.

En la Fig. 7 presentamos la variación de los parámetros l' y 6 del hamiltoniano (10)
en función de la concentración de silicio. Se ve '1ue la relación 11/6 \'Sría desde"" 7
a "" 2 desde el extremo del germanio puro hasla el del Si, acercándose a ese último
valor para concentraciones de Si de 50% en adelante. Como la intensidad relativa entre
estos dos términos determina la importancia de la contribución del término cúbico del
hamiltoniano (10), se ve (Ille ésta es de mayor importancia relaliva para la., aleaciones del
Si.rCCl_x con concentraciolles de Ce menores al 50%.

La Fig. 8 muestra los resultados para las energía., de los estados 2P5/2(f7', 1';;) que ob-
tuvimos al incluir las contribuciones cúbicas al hamiltolliano rsférico, comparándolos con
el resultado esférico los n'spc(,tivos dalos. Ellla Tahla V se pn'sclltiHllos datos rcspectivos
con las energías reportadas exprcsarla."i en R.ydhergs y meV. Se ve quC' la srparación entre
los dos estados en que se rompe este nivel 2!'5(2 va desde el ordeu de 0.9 meV hasta más
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TABLA 11. Constante dieléctrica, parámetros de Luttinger y parámetros re<iucido.••, para aleaciones
de Si,Gel_,'

x (. 1'1 1'2 1'3 JI Ó

.00 15.22 13.35 4.220 5.694 .7646 .110-1

.05 15.02 11.74 3.451 4.903 .7363 .1236

.10 J.1.82 10.54 2.888 4.316 .7107 .1356

.15 14.62 9.603 2.457 3.864 .6876 .1464

.20 14.42 8.8.';1 2.119 3.503 .66G-1 .1564

.25 14.22 8.231 1.846 3.208 .6470 .1655

.30 14.02 7.708 1.621 2.961 .6293 .1738

.35 1:3.83 7.259 1.4:34 2.752 .6130 .1815

.40 13.63 6.868 1.276 2.572 .5980 .1887

.45 13.44 6.524 J.l.1O 2.415 .58.10 .1953

.50 13.25 6.216 1.024 2.276 .5712 .2015

.55 13.06 5.9:19 .9218 2.153 .5593 .2073

.60 12.87 5.687 .8326 2.043 .5481 .2128

.65 12.68 5.456 .7539 1.943 .5378 .2179

.70 12.49 5.213 .6841 1.852 .5283 .2227

.75 12.31 5.0.15 .6219 1.769 .5193 .2273

.80 12.12 4.861 .5663 1.692 .5110 .2316

.85 11.94 4.687 .5162 1.622 .5032 .2358

.90 11.76 4.52.1 .4711 1.556 .4960 .2:398

.95 11.58 4.370 .4303 1.495 .4892 .2436
1.00 11.40 4.223 .393:1 1.437 .4829 .2472

de 3 meV, al ir desde el Ge hasta el Si, lo que en realidad son correcciones importantes
(del orden de "" 0.1 Ry) para estos niveles. La corrección esperada para los otros niveles es
inferior en magnitud [2]. Para el estado base se espera que Sea medianamente importante,
y es del orden de 0.2 meV para el caso del estado 153/2 en el Ge, del orden de 1 meV para
concentraciones del 50% de Si en la aleación de SiGe, y 2.5 meV para el Si puro [25].

De las Figs. 5 y 6 se ve que partiendo del Si existe un cambio inicialmente casi lineal
para bajas concentraciones de Ge para la energía de ionización del estado base 153/2,
De hecho, calculamos que el cambio en esta energía de ionización es de .5.05, 10.7, 105.05,
20.1, 24.05 Y 28.4% para el estado base, con respecto a la del mismo estado en el silicio,
para aleaciones de SiGe con fracciones de Ce de S, 10, 15,20,2.5 Y :30%, respectivamente.
Esta ca..c;¡coincidencia cuantitativa entre el cambio pcrcentual de la energía de ionización
del estado base y el de la fracción de álamos de Ge en la aleaciún SixGel_x se mantiene
para el ca...•o en que se hace el ccUculo de la misma energía de ionización incluyendo el
término clÍbico [25].

Es bien sabido que el modelo de la teoría de masas efectivas proporciona una energía de
ionización de los estados excitados con bucna exactitud [1,2,:11. lo cual es particularmente
cierto para el ca.."ode los accpt.ores en el Ce [4). Sin emhargo, para el estado ba...,;;eeste
modelo no da resultados correctos dehido a qlle la fllnción de Olida 153/2 tiene una proba-
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FIGURA 5. Resultados del hamiltoniano "esférico" para los estados 153/2, 2Pl/2' 2P3/2 Y 2P./2
de aceptares para las aleaciones de SizGcl_;r, expresados en Rydbergs.
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FIGURA 6. Resnltados del hami\toniano "esférico" para los estados J53/2, 2PI/2, 2P3/2 Y 2P'/2
de aceptares para las aleaciones de SizGCt_z. expresados en unidades de meV.

bilidad finita de encontrarse en el volumen del ion aceptor, sujetando en consecuencia al
hueco a todo el detalle de la estruct ura del pOlencial electrostático de este ion, la cual varía
con la naturaleza fIuímica del mismo [1,2,:lj. Esto se traduce en el h{'cho de fIue diferentes
átomos aceptares en el Si o el Ce, t iendcn a tener diferentes C'1H'rp;ías de ionización pero
casi idéntico espectro de estados excitados [~,.j,5J.Ante esta situación, la utilidad de los
presentes resultados consiste en que IIllest ros cálculos proporcionan una buena estimación
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TABLA 111. Energías de amarre en Rydbergs efectivos para los niveles energéticos má.• bajos en
impurezas aceptaras en aleaciones SizGCl_zo

.00

.05

.10

.15

.20

.25

.30

.35

.40

.45

.50

.55

.60

.65

.70

.75

.80

.85

.90

.95
1.00

1S3/.

2.2525
2.0551
1.9103
1.7999
1.7131
1.6433
1.5B.,9
1.5380
1.4976
1.4630
1.4332
1.4072
1.3844
1.3643
1.3465
1.3306
1.3165
1.3037
1.2922
1.2819
1.2725

2P!/.

.1411

.1435

.1457

.1478

.1497

.1515

.1532

.1548

.1563

.1577

.1590

.1602

.1614

.1625

.163.,

.1645

.1654

.1662

.1671

.1678

.1685

2P3/.

.9730

.8705

.7951

.7374

.6917

.6548

.6244

.5988

.5772

.5585

.5423

.5282

.5157

.5047

.49.18

.48GO

.4781

.4710

.4G.15

.4587

.4533

2P'/2
.5678
.5141
.4749
.4451
.4218
.4031
.3878
.3751
.3644
.3553
.3475
.3407
.3347
.3295
.3249
.3208
.3172
.3139
.3110
.3083
.3060

del cambio porcentual esperado en las energías de amarre de una impureza aceptora
cuando se pasa del caso en el que ésta se encuentra en una red de Si puro a aquel en el
que está en la red de una aleación SixGe¡_x. Creemos que esto debe ser cierto aun para
la energía de amarre del estado base.

Los resultados del hamiltoniano (10) para los aceptores en Ge y Si han sido comparados
ya en la literatura con resultados experimentales [4]. Para los aceptores en las aleaciones
de SixGe¡_x no encontramos en la literatura resultados espectroscópicos publicados que
sirvan de comparación, pero existen resultados para acepto res en estos materiales pero
en superredes de Si/SixGet_x [261. En base a los resultados del presente trabajo se puede
argumentar que en esas superredes la energía de ionización del estado base se incrementa
al decrecer el tamaño de las capas de la aleación de SixGe¡_x por debajo de 100 A, del
orden de 50 meY para aceptares de boro en Si/Sio.90GeO.1O,y Si/Sio.7.Geo.2., comparado
con 44 rncV en el Si [26]. y calculando los camhios relativos correspondientes de la Tabla
111 o de la Fig. 5 se esperarían energías del orden de 40 y 34 meY respectivamente, para
el aceptor de boro en estas aleaciones. Se espera que al tenerse aleaciones suficientemente
puras en bulto y requerirse estudiar estados aceptores por métodos espectroscópicos, los
cá1culos del presente trabajo sirvan de hase teórica para la idC'ut.ificación y análisis de las
transiciones observadas.
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TABLA IV. Energías de amarre en meV para los niveles energéticos mas bajos en impurezas
aceptoras en aleaciones SizGcl_z_

x

.00

.05

.10

.15

.20

.25

.30

.35

.40

.45

.50

.55

.60

.65

.70

.75

.80

.85

.90

.9.5
1.00

1S3/2

9.899
10.551
11.227
11.930
12.662
13.427
1~.228
15.069
15.953
16.8&1
17.863
18.897
19.990
21.1~8
22.373
23.67~
25.056
26.525
28.089
29.755
31.535

0.8

0.7

2P'/2
0.620
0.737
0.856
0.980
1.107
1.238
1.375
1.517
1.665
1.820
1.982
2.152
2.330
2..519
2.717
2.926
3.1~8
3.382
3.631
3.896
4.176

2P3/2

4.276
4.469
4.673
4.887
5.113
5.351
5.602
5.867
6.118
6.4~5
6.760
7.093
7.447
7.823
8.222
8.6.17
9.100
9.582
10.097
10.647
11.234

2P./2

2.495
2.640
2.791
2.950
3.118
3.29~
3.480
3.675
3.882
4.100
4.331
4.575
4.833
5.108
5.399
5.708
6.037
6.387
6.760
7.157
7.582

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

b

0.0 ' I • , , ! , •• , , , , " ! I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
FRACCION DE Si

FIGURA 7. Parámetros 11 y h ealculaoo.<; para las aleaciones de SizGel_:r.
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FIGURA 8. Resultados del hamiltoniano incluyendo el término cúhico para los dos estados 2Ps/2.
clasificados como r; y fa de aceptares para Ia.c;; aleaciones de Si:l;'GCl_.e. expresados en unidades
de me V y Ryd bcrgs.

ApÉNDICE I. ELEMENTOS DE MATRIZ REOUCIllOS

Los elementos de matriz reducidos de los productos escalar (1'(2). J(2») y vectorial (1'(2) X

J(2») entre los estados propios del momento angular total ¡;. = L+i se evahían fácilmente
por medio de la técnica de "elementos de matriz reducidos", qne expresan a los elementos
(1/, J, F, F,¡p(2) . J(2)IL, J, F, F,) Y a los elementos (L', J, F, F,lp(2) x J(2)IL, J, F, F,}
en términos de los símbolos :lj, 6j Y nj, los cnales calculamos numéricamente, y los
elementos de matriz reducidos (./II./(2)IIJ) y (I/llp(2)IIL), los cuales se calculan a partir
de las siguientes expresiones [7]

(L _ 2I1p(2)1IL) = _3h2 (/.(L - 1))1/2 (~+ 21.+ 1 d + ¡,2 - 1),
2L - 1 dr2 r d,. r2

(LI¡P(2)IIL) = 13h2 (Q21. + 1)(2/, + 2)) 1/2 (~ + ~.:£_ L( L + 1)) ,
(21. - 1)(21. + :1) dr2 r dr r2

(L + 211P(2)IIL)= _~h2 ((21. + 2)(2L + 1)) 1/2 (~_ 21. + 1 d + L(L ~ 2)),
2 21.+ 3 dr2 r d,. r-

(J.IW(2)IIL) = O si 11/ - LI = 0,2

y
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TABLA V. Energías de amarre para. los estados r; y r; obtenidas considerando a primer orden
el efecto del término cúbico sobre el estado 2P./2'

1', r.
x Rydbergs meV Rydbergs meV

efectivos efectivos

.00 .4706 2.068 .6358 2.794

.05 .4237 2.175 .5781 2.968

.10 .3893 2.008 .5361 3.150

.15 .3630 2.406 .5O,j1 3.341

.20 .3424 2.531 .479,1 3.543

.25 .3258 2.662 .4.596 3.756

.30 .3121 2.800 .4435 3.979

.35 .3007 2.946 .4302 4.215

.40 .2911 3.100 .4190 4.463

.45 .2828 3.263 .4095 4.726

.50 .2756 3.435 .4014 5.003

.55 .269.1 3,618 .3945 5.297

.60 .2639 3.811 .3884 5.608

.65 .2591 4.016 .3831 5.939

.70 .25-17 4.233 .3785 6.289

.75 .2509 4.464 .3744 6.661

.80 .2474 4.709 .3708 7.058

.85 .2443 4.970 .3677 7.480

.90 .2414 5.247 .3648 7.930

.95 .2388 5.544 .3623 8.4 11
1.00 .2365 5.860 .3601 8.925

ApÉNDICE 11

Se usa corno base para las combinaciones ¡iueales de funciorws 'lue se transformen de
acuerdo a una representación irreducible dada del grupo puntual 01" las funciones propias
de J2 y J, 'lue tienen J = 5/2 [8)

15/2, .5/2),

15/2, -1/2),

Se forma una función arbitraria

1.5/2,3/2),

15/2, -3/2),

15/2, 1/2),

15/2, -5/2).
(A2.1)

Ix) =¿CM)/5/2, M)),
M)

a esa función se le aplica el operador

pUl = ej ~ r(j)(R)' PR
"'1'\. h ~ K'"

R

(A2.2)

(A2.3)
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para obtener una función del renglón,;. de la representación irreducible j, I<p~)}, que en
este caso j será la representación f7 Ó la representación fa del grupo cúhico Oh.

Para saber como actúa PR sobre el vector Ix}, encontramos una representación de
matrices (6 X 6) para cada PR (R representa a las rotaciones del grupo cúbico). Para eso
dados los ángulos de Euler para cada rotación se utiliza la expresión

D(j)( f3) _ -;m'" -;m,¿ (-I)"J(j +m)!(j - m)!(j + m')!(j - m')!
Q, 11 mm' - e e -----------------,;.!(j+m - ,;.)!(j - m' - ,;.)!(,;.+m' - m)!

"
(A2.4)

Para obtener las funciones de la representación fa necesitamos las matrices fa(ll) que
son de dimensión (4 X 4). Se obtienen también de la expresión (A2.4) poniendo j = 3/2,
una vez que se obtiene I<p~)}sus asociados se obtienen aplicando pi~a I<p~)}

(A2.5)

Para obtener las funciones de la representación f7 se necesita conocer las matrices
f7(R). Estas se ohtienen a partir de las '1ue se obtienen de (A2.4) poniendo j = 1/2 Y
cambiando el signo de las matrices asociadas a rotaciones C4 y a rotaciones C2.
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