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RESUMEN. El problema de N cuerpos es une de los problemas cldsicos de la mecdnica celeste, cuya
importancia, hoy en dia, trasciende el contexto planetario. El problema de N cuerpos juega un papel
fundamental en la dinamica de sistemas estelares, galicticos y en la cosmologia. El algoritmo basico
del problema de N cuerpos, la descripcién de la evolucidon dindmica de un sistema representable
por elementos discretos los cuales estdn sujetos a una ley de interaccién dada, es de interés en
muchas ramas de la fisica.

En este articulo se da un panorama moderno del papel que juega el problema de N cuerpos
en la astronomia. Se describen los algoritmos usados actualmente y se dan ejemplos de problemas
que han sido estudiados recientemente con cada uno de ellos. Se discuten los limites de validez de
estas simulaciones numéricas y los peligros inherentes en su abuso. Finalmente, se hace un esbozo
de prospectos futuros en este campo.

El autor espera interesar a investigadores de otros campos en explorar la aplicabilidad de estos
algoritmos en sus drcas de interés profesional.

ABSTRACT. The N body problem is one of the classic problems of Celestial Mechanics whose
importance, nowadays, goes beyond the realm of our planetary system. The N body problem plays
a central role in the field of dynamics of stellar and galactic systems, as well as in cosmology. The
basic algorithm of the N body problem: the description of the dynamical evolution of a physical
system that can be represented by discrete elements which are subject to their mutual interaction,
is of interest in many branches of physics.

In this article we present a review of the role that the N body problem plays in modern
astronomy. We describe the main algorithms presently in use, and ilustrate each with examples of
current interest in astronomy. We discuss the limits of validity of these numerical algorithms and
the dangers in their misuse. Finally, we sketch the future prospects in this field.

The author hopes to draw the attention of physicists working in other areas of research who
may be interested in applying these algorithms in their work.

PACS: 02.70.4d; 03.20.+i

1. INTRODUCCION

El problema de N cuerpos, i.e., encontrar las trayectorias de varios cuerpos que se mueven
sujetos a las fuerzas que ejercen entre si, es uno de los problemas clasicos de la mecanica
y la astronomfa. Dentro del contexto astronémico, la fuerza de interaccion es la fuerza de
gravedad y los cuerpos en cuestién pueden ser planetas (en el caso de sistemas planetarios),
estrellas (cuando se trata de cimulos estelares y galaxias), galaxias (en el caso de cimulos
de galaxias), o ciimulos de galaxias (para simulaciones cosmoldgicas).
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El primer problema de N cuerpos fue resuelto por Newton, quien descubrié que la
trayectoria de un cuerpo, sujeto a una fuerza central que varia como el inverso cuadrado
de la distancia, es una cénica. Aunque el problema de dos cuerpos puede ser resuelto
analiticamente, el problema de tres o mds cuerpos no es soluble. Esto dio lugar, en los
siglos XVII y XVIII, al florecimiento de técnicas de perturbaciones para la obtencion
de soluciones aproximadas en el caso de nuestro sistema planetario, donde una masa
(la del Sol) domina a todas las demds. Como ejemplo del poder de estas técnicas per-
turbativas podemos citar la reconstrucciéon de la érbita del asteroide Ceres, realizada
por Karl F. Gauss con base en las observaciones fragmentarias del astrénomo italiano
G. Piazzi, y el “descubrimiento” del planeta Neptuno en el aiio de 1846 por el astrénomo
francés Urbain Joseph LeVerrier y el astrénomo inglés John Couch Adams con base en las
irregularidades de la érbita de Urano. Desafortunadamente, estas técnicas perturbativas
se vuelven algebraicamente muy complicadas cuando hacemos aproximaciones a érdenes
mayores. Un ejemplo extremo de ello es el trabajo de C.E. Delaunay, quien en 1860 publicé
su aproximacién analitica al problema del movimiento de la luna; esta aproximacién, que
contiene mas de 10,000 términos, representé 20 afos de trabajo y fue publicada en dos
volimenes.

El desarrollo de las computadoras en la segunda mitad de este siglo ha tenido un
impacto profundo en el problema de N cuerpos, no sélo en las técnicas de perturbaciones
a través del uso de programas de algebra simbdlica, sino en la solucion directa de las
ecuaciones de movimiento a través de simulaciones numéricas de la evolucion del sistema;
son estas tltimas técnicas las que son el tema del presente articulo. Como nota curiosa
mencionaremos que el trabajo de Delaunay ha sido verificado usando programas de algebra
simbdlica, encontrandose unicamente 7 coeficientes erréncos.

La primera simulaciéon numérica del problema de N cuerpos dentro de un contexto
astronémico fue realizada por Erick Holmberg (1941) quien, al publicarse el catdlogo
de galaxias de Shapley y Ames en 1932, conjeturé que la distribucién aglomerada que
presentan las galaxias es debida a la pérdida de energia cinética orbital durante encuentros
cercanos entre galaxias vecinas. Para probar su conjetura, Holmberg necesitaba calcular
la pérdida de energia como funcién de los pardmetros del encuentro, problema muy dificil
de resolver si es el afo de 1941 y no se tiene acceso a una computadora electrénica. Ante
esta situacion, Holmberg ideé un experimento muy ingenioso: dado que la iluminacién
producida por una fuente luminosa decae como el cuadrado de la distancia a la fuente
(esto es, exactamente como decae la fuerza de gravedad), Holmberg simulé el encuentro de
dos galaxias, formadas por 36 bombillas eléctricas cada una, las cuales eran movidas sobre
la superficie de una mesa. Para calcular la fuerza resultante sobre una particula dada, la
bombilla correspondiente era sustituida por una celda fotoeléctrica y la intensidad lumi-
nosa era medida en cuatro orientaciones ortogonales, y las cuatro lecturas eran sumadas
vectorialmente. Aunque la conjetura original de Iolmberg no es correcta, este trabajo
pionero fue el primero en demostrar que los encuentros entre galaxias son sumamente
ineldsticos y que podrian explicar las deformaciones que algunas galaxias presentan.

En la Sec. 2 hacemos una breve descripcién de la naturaleza del problema de N cuerpos,
identificando los limites colisionales y no colisionales; en la Sec. 3 describimos los métodos
de simulacién mds usados hoy en dia dentro de la astronomia para resolver el problema
de N cuerpos; en la Sec. 4 presentamos una reseiia de proyectos de investigacién de gran
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interés en la actualidad y que ilustran cada uno de los métodos vistos en la seccién anterior;
en la Sec. 5 hacemos una discusién somera sobre los limites de validez de las simulaciones
de N cuerpos y los peligros inherentes en su abuso; en la Sec. 6 comentamos sobre los
prospectos futuros de estas simulaciones y, finalmente, presentamos nuestras conclusiones
en la Sec. 7.

2. EL, PROBLEMA DE N CUERPOS

El problema gravitatorio de N cuerpos (en ¢l régimen no relativista) tiene un desarrollo
histéricamente invertido con respecto a las demds ramas de la fisica: mientras el resto
ha partido de una descripcién del comportamiento global de los sistemas estudiados para
subsecuentemente desarrollar una descripcién local de la fisica a un nivel fundamental
de la interaccién entre los componentes del sistema (e.g., la termodindmica precedié a
la mecanica estadistica, la mecanica de fluidos precedié a la teoria cinética de gases, un
estudio de las propiedades mecanicas de los materiales precedié al estudio de la estructura
atémica y molecular de los mismos, etc.), en el campo que es tema de este articulo se
conoce la forma de la interaccién gravitacional desde un principio:

“ Planetas omnes in se mulo graves esse jam anle probavimus,
ut € gravitatem in unumquemque seorsim spectatum

esse reciproce ut quadratum distantie locorum a centro planelea.
Et inde consequens est gravitalem in omnes proportionalem
esse materie in iisdem”.

[saac Newlon,
Proposicién vii, Teorema VII.
PhilosophieNaturalis Principia Mathematica.

O, en un lenguaje mds moderno:

mypmsq

F=-G (1)

o

Esta es la tnica de las cuatro fuerzas conocidas que afecta a todas las particulas del
universo, scan éstas manzanas o galaxias, hadrones o leptones, siendo ademds siempre
atractiva; es por esto que, aunque la gravedad es la mds débil de todas las fuerzas, la
suma de las contribuciones de toda la materia y energia a la fuerza de gravedad hacen
que sea ésta la fuerza que da forma al Universo.

La forma de la Ec. (1) parece simple; sin embargo, la dependencia no lineal en la dis-
tancia hace que la evolucién de un sistema compuesto por més de dos particulas no pueda
ser conocida analiticamente. Por otro lado, el decaimiento cuadratico con la distancia no
es lo suficientemente rapido como para poder despreciar los efectos de materia distante.
Afortunadamente, los efectos producidos por la materia distante pueden ser separados,
en general, de los producidos por la materia cercana, como a continuacién veremos.

Sea una particula inmersa en una nube uniforme de particulas (Fig. 1). Si la distribucién
del sistema es simétrica con respecto a la posicién de la particula que nos interesa, la fuerza
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FFiGura 1.

promedio sobre ésta es nula; sin embargo, la naturaleza discreta del sistema producird
una componente fluctuante en esta fuerza. Descompongamos la fuerza gravitacional total
que siente la primera particula en una suma de contribuciones debidas a las particulas
dentro de cubos imaginarios en que dividimos al sistema. La contribucién de un cubo
cualquiera a dicha fuerza es proporcional al nimero N de particulas contenidas en el
cubo ¢ inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, r, a la primera particula.
De esta relacién podemos ver que, si ademds imponemos la condicién de que todos los
cubos contribuyan con fuerzas de igual magnitud, el tamafio de éstos debe aumentar con
la distancia a la particula, de manera que el nimero de particulas contenidas aumente
como el cuadrado de la distancia.

La fluctuacién promedio en el niimero de particulas en cada cubo estd dada por una
distribucion de Poisson:

% ‘ (2)

donde hemos usado la condicién N o 72.

La Ec. (2) es muy importante, ya que nos dice que, aunque no debemos despreciar
la atraccién gravitacional de las partes lejanas del sistema, las fluctuaciones estocisticas
asociadas a ellas decaen rapidamente. Esto nos permite descomponer la fuerza de gravedad
en dos partes: una irregular, debida a las particulas cercanas, y otra regular, debida a las
particulas lejanas; esto es,

Fiotal = Firregular(distancias cortas) + Fregular(distancias grandes). (3)
Estimemos ahora las escalas de tiempo en que varian esta dos componentes de la fuerza

y que llamaremos escala de tiempo colisional (tco1), en el caso de la componente irregular,
y escala de tiempo dindmico (tg;n), en el caso de la componente regular.
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Si definimos t.,| como la escala de tiempo en que la probabilidad de sufrir un encuentro
gravitacional “fuerte” (i.e., con una separacién entre las particulas, r, menor que una
separacion critica, re,|, definida mds adelante) es igual a la unidad, entonces

n XV =n(rrivtea) =1, (4)

donde n es la densidad ambiental de particulas y V el volumen del cilindro barrido por
un disco de radio r.y, que se mueve con una particula de velocidad v en un tiempo t.,
(Fig. 2).

La pregunta, ahora, es jcudl es el valor de r.,? Usualmente se adopta el pardmetro
de impacto que resulta en una deflexién de 90°; esto corresponde aproximadamente a la
distancia en que las energias cinética y potencial de las particulas en colisién son iguales,

aGm* 1, ;
= ~mu*, (5
Teol 2 Y )

donde m es la masa de las particulas. Sustituyendo este valor de Teol €n la Ec. (4) obte-
nemos la escala de tiempo colisional como funcién de los pardmetros locales del sistema:

,U.?.

teol = ————. 6
= 1rGTmin (©)

Para expresar ., en funcién de los pardmetros globales del sistema (i.e., el mimero total
de particulas N, el tamafio del sistema R y la raiz cuadrada de la velocidad cuadratica
media vyy,,s), usamos el teorema del Virial, el cual establece que, en un sistema en equili-
brio, el doble de la energia cinética total es igual al valor absoluto de la energia potencial
total:

1 1 GN?*m?
2 (-‘Z—anvl?um) = 5—]?—-*'. (7)
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Despejando (Gm)? de esta expresion y sustituyendo en la Ec. (6), asi como recurriendo
a la relacién entre densidad y nimero de particulas (n o« N/R?), obtenemos finalmente
que

beol X N, (8)

Urms

o sea que a menor tamaiio del sistema, o mayor velocidad de sus componentes, la importan-
cia de las colisiones aumenta (i.e., tco disminuye). De la expresion anterior vemos también
que el aumento del niimero de particulas en un sistema de masa total, tamafio y velocidad
promedio constantes, hace que la importancia de las colisiones decrezca, contrariamente
a lo dictado por nuestra intuicién. Esto se debe a que, aunque el niimero de colisiones
aumenta con N, la masa de las particulas disminuye y el efecto de cada colisién decrece
como el cuadrado de N.

La escala de tiempo dinamica que caracteriza a la parte regular de la fuerza se define,
usualmente, como el tiempo necesario para atravesar el sistema a velocidad vems; esto es,

I
tdin X —, ((])
Vrms

ya que en esta escala de tiempo varia la fuerza debida a las partes distantes del sistema.
De las dos tiltimas ecuaciones vemos que

t
ol  N. (10)
Ldin

Este importante resultado nos dice que, en los sistemas constituidos por muchos cuer-
pos, la parte irregular, debida a encuentros con particulas cercanas, es despreciable con
respecto a la parte regular, debida al resto del sistema en su totalidad (i.e. teo > tdin); en
este caso decimos que se trata de un sistema no colisional. En sistemas de pocas particulas
es la parte irregular la que domina, razén por la que los llamamos sistemas colisionales.
[ista categorizacién en sistemas colisionales y no-colisionales sélo depende del niimero
total de particulas en el sistema.

La Tabla I enlista una serie de sistemas dindmicos astronémicos, en orden ascendente
de tamafios, junto con el niimero tipico de componentes y escalas de tiempos colisional y
dindmico, asi como la razén entre éstos. Nétese como esta razén crece con el niimero de
particulas en el sistema y la variacién tremenda de su valor. Il hecho de que la variacion
temporal de las fucrzas en un sistema no-colisional sea muy diferente a la de un sistema
colisional ha dado lugar, en cada caso, al desarrollo de algoritmos diferentes para resolver
el problema de N cuerpos; son estos algoritmos los que discutiremos en la siguiente seccion.

3. METODOS DE SOLUCION

Las ccuaciones que describen el movimiento de N particulas sujetas a fuerzas de gravedad
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TABLA 1.
Sistema fisico N Tin Tedl Teor/ Tasa Escala espacial
(10° afios) (10° aiios) (m)

Grupo estelar <10 <1 < ~ 1 < 10'3
Cimulo abierto 103 1 10 10 18
Ciimulo globular 108 10 103 102 1017
Nuestra galaxia 10t 10? 10 108 10%°
Grupos de galaxias 10 10° 10° 1 10%
Ciimulos de galaxias 10%-10° 103 = 104 10 1673

Los nimeros en la tabla son sélo aproximaciones dentro de un orden de magnitud.

mutuas forman un sistema de N ecuaciones diferenciales acopladas, de segundo orden:

Gm;m;

m.,'i"i:Fi:— —3 Tij i'::l,...,N, (11)
o

g9

donde m; y r; son la masa y el vector de posicion de la i—-ésima particula, respectivamente;
F; es la fuerza total sobre la misma, G es la constante de gravedad, y r;; = r; —rj.

Dado que cada ecuacién involucra una sumatoria sobre las (N — 1) particulas restantes,
tal pareciera que se requicren del orden de N? operaciones para evaluar todo el sistema.
Sélo los programas usados para simular sistemas colisionales son los que requieren ese
nimero de operaciones, ya que la parte regular de la fuerza puede ser estimada con
menos operaciones.

IEn esta seccion describiremos los algoritmos usados hoy en dia en el campo de la
astrofisica. Para sistemas colisionales se emplea el método de integraciéon directa, para
sistemas no—colisionales se recurre a los métodos de funciones armdnicas y de Fourier,

3.1 Método de integracion directa

EEn este método las fuerzas se calculan explicitamente usando la Ec. (11). A continuacion
esbozamos el algoritmo usando la sintaxis de FORTRAN®. La integracién de las ecuaciones
de movimiento se muestra de manera esquemadlica, ya que solo nos interesa contrastar las
diversas maneras de evaluar las fuerzas.

1. Calculo de fuerzas:
Iniciar las variables de fuerza

doi=1 N
F!‘:U

*Incluimos la expresién end do que, aunque no forma parte de la definicién de FORTRAN 77, se
encuentra en varias extensiones populares de este lenguaje; su significado es obvio.
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end do

Acumulacién fuerzas

doi=1, N-1
do §=i+1, N

2. Integracion de las ecuaciones de movimiento:

doi=1, N
vi(t+ At) = vi(t) + (Fi/m;) At
ri(t + At) = ri(t) + viAt

end do

3. Incremento de la variable temporal:
=14 At

Este método modela de manera ezacta un sistema de N particulas que interactian
gravitacionalmente, excepto, obviamente, por los errores de redondeo y truncamiento;
esto nos permite simular tanto la parte regular como la parte irregular de la fuerza, lo
que hace que éste sea el método preferido para modelar sistemas colisionales.

El hecho de que el niimero de operaciones necesario para integrar las ecuaciones de
movimiento se escale como N? limita el tamaiio de los sistemas modelados con ese
tipo de algoritmo. Para aminorar esta limitacion se ha introducido el uso de algoritmos
multi-paso. in esta variante, la contribucién de particulas lejanas, a la fuerza ejercida
sobre una particula dada, es actualizada menos frecuentemente que la contribucion de
particulas cercanas, siendo esta contribucién extrapolada de las contribuciones a tiempos
anteriores. Aun con el uso de esta técnica, el niimero maximo de particulas es del orden
de aproximadamente 10® para el caso de supercomputadoras (Duncan, 1986).

Existe también un problema en la aplicacion de la Ec. (11) cuando r;; — 0, ya que en
este caso la fuerza diverge. En un sistema fisico real esto no sucede, ya que las particulas

no son puntuales; en las simulaciones numéricas se acostumbra sustituir la expresion rfj

en el denominador por (7'?3; + €2)3/2, donde el radio de dilucién, €, es introducido para
evitar la divergencia. La nueva expresion del potencial, llamado “potencial suavizado”,
corresponde a una distribuciéon de masa

)= () (14 %) (12

4med
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conocida como esfera de Plummer (Binney y Tremaine 1987). El uso del radio de dilucién
es entonces equivalente a sustituir la aproximacion de masa puntual por una distribucion
extendida de masa. Aunque el radio de dilucién evita las fuerzas divergentes, su uso
implica que la fuerza que se estd modelando no corresponde a la fuerza de gravedad
newtoniana de un punto masa, para r < €. El uso de esta aproximacién no es adecuado
para sistemas en los que ¢ es mayor que la separacion media entre una fraccion significativa
de pares de particulas en el sistema. Una solucion mds elegante de este problema consiste
en regularizar las ecuaciones de movimiento para el caso de pares de particulas muy
cercanas (Kustaanheimo y Steifel, 1965). Il proceso de regularizacién consiste en hacer
una transformaciéon a un nuevo conjunto de coordenadas espaciales y temporales en las
que desaparece la singularidad de las ecuaciones de movimiento [Ec. 11] para rj; = 0.

La influencia de Sverre Aarseth en el uso de este tipo de algoritmos ha sido fundamental.
A él se deben innumerables articulos al respecto, asi como los codigos mads sofisticados y
eficientes. Referimos al lector interesado en estas técnicas a uno de sus excelentes articulos
(Aarseth, 1985).

3.2 Método de desarrollo en funciones armonicas

La idea basica en este método es sustituir la expresién para la fuerza gravitacional, dada
en la Ee. (11), por un desarrollo finito en las funciones arménicas adecuadas a la simetria
del sistema que serd modelado. Como veremos en un momento, esto evita la dependencia
cuadratica en el nimero de particulas, eliminando en gran medida la limitacién para
N pequena inherente al método de integracion directa. Se introduce, sin embargo, otra
limitacion: los sistemas modelados deben presentar, y mantener, una simetria global para
que la expresion del potencial y las fuerzas, en funciones arménicas, converja rapidamente.
Se tiene ademads que, dado que las particulas no “ven” directamente a las particulas
que forman el resto del sistema, sino a la distribucion de masa suavizada equivalente
al desarrollo finito, se eliminan en gran medida los efectos de la parte irregular produ-
cida por las colisiones con vecinos cercanos; es por esto que el uso de este método estd
limitado al modelaje de sisteinas no-colisionales que presentan cierto grado de simetria
global.

Examinemos ahora un poco mas en detalle como funciona este método para el caso
de un sistema con simetria cercana a la esférica. Il potencial producido en r por una
masa puntual unitaria en r’ puede expresarse como la serie infinita de arménicos esféricos

(G=1)

!
Dp(r) = Z Yin(0,8) Y1, (6, ¢ m, (13)

2[ +1
=0

donde (r,68,¢) y (+',0',¢") son las componentes en coordenadas esféricas de los vectores r
yr's Yim ¥y Y], son el arménico esférico de orden I, m, y su complejo conjugado; y v« y
rs son el minimo y el miximo, respectivamente, de r y »'.
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El potencial producido por todo el sistema de N particulas es entonces,

®(r) = Z O (r

sistema

. 4'1'ng9¢) * roal ot " rog r!

_,Z; Z! % |2 Vel ) Y, Wl )z |4 09)
=2 M= r'<r ri>r

esta expresion es de la forma:

l') = Z Yl.m(aa ¢) X [Al,m r + Bl,m T—([+1)]1 (15)

Im

donde las Ay, = Ay,(r) son los momentos externos y las By, = B,u(r) los momentos
internos que tipifican el potencial (e.g., monopolo, dipolo, cuadrupolo, octupolo, etc.). La
fuerza es calculada evaluando el gradiente de la expresion anterior.

Comparando las Ec. (14) y (15) vemos que los coeficientes Ay,, y B;,, implican una
sumatoria sobre todas las particulas extleriores e interiores a r, respectivamente:

Apm(ri) = Za:,m(r') 2[ 1 Z Ml (&, ") J=(+1)

r'>r oy

Bl,m(ri) = Z bl,m(r 2[ 1 Z Yl m B! )

ri<r r'<r

(16)

HI

donde las ap ,, ¥ b son las contribuciones individuales de cada particula a los momentos
del potencial.

Aunque esto parece indicar que es necesario efectuar una sumatoria adicional sobre todo
el sistema, solo es necesario efectuarla para la particula mds interna, yva que si ordenamos a
las particulas en orden ascendente de distancia radial al centro de expansion, los momentos
en la posicién de las demds particulas son facilmente calculables de manera recursiva. Por
ejemplo, los momentos internos calculados en la posicion r;;; son los mismos momentos
calculados para la posicion r; mas la contribucion de la i—ésima particula a los mismos; de
manera andloga, los momentos externos en la posicién r;y; son los momentos calculados
en r; menos la contribucidon de la particula en r;;;. Este es el truco que nos permite
calcular las fuerzas en el sistema, evitando la doble sumatoria sobre todas las particulas.

IZn la practica la limitacién en la rapidez de los cédigos basados en este algoritmo estd
dada por la rutina de ordenamiento, cuyo tiempo de ejecucion se escala como N log(N)
con el niimero de particulas. Para codigos que truncan la expansién en armonicos esféricos
en [ = 3, el niimero de particulas que pueden ser mancjadas en un tiempo razonable esta
entre 10% y 10%, siendo el tiempo de procesador central de 0.014 segundos por particula
y paso de integracion en una computadora VAX 11/780 (Aguilar, 1985). A continuacién
eshozamos una posible implementacion de este algoritmo:
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1. Ordenamiento de las particulas por distancia radial:
T1 <1'g<...<r,-<...<rN

2. Caleulo de momentos y fuerzas para la primera particula:

Bl,m =0
Fl = vr.-‘b(rﬁ Al,m; Bl,m)

3. C4lculo de momentos y fuerzas para las particulas restantes:

do 1=2; N
Al,m = Al.m == al.m(ri)
Bl,m = Bl,m = len(ri—l)
Fi = —Vr;q)(ri; Ai,ma Bl,m)

end do

4. Integracién de las ccuaciones de movimiento:

doi=1 N
vi(t + At) = vi(t) + (F;/m;)At

r;(t + At) = r;(t) + v,; At
end do

5. Incremento de la variable temporal:

t =1+ At

9.3 Método de Fourier
Bl potencial producido por una distribucion de masa p(r') estd dado por:

®(r) = jf[ p(r') x G(\r—r'l)d%’, (17)
1

(18)

donde
€= —
e —¥

al (Jackson, 1975).

ara la interaccion gravitacion
4 convolucion de la funcion

es la funcién de Green p
sta forma, s reconocido como 1

El potencial, expresado en ¢

de densidad con la funcion de Green:

d(r) = p(r) @ G(r). (19)
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Usando el teorema de la convolucién, podemos expresar esta operacién como una mul-
tiplicacion en el espacio de Fourier (Bracewell, 1978):

d(s) = ji(s) x G(s) (20)

donde p(s) denota la transformada de Fourier de p(r).

La ventaja de la Ec. (20) es que la convolucién de la Ec. (19) ha sido sustituida por
una simple multiplicacién de funciones. Esta es la simplificacién explotada por el método
de Fourier. El desarrollo de un algoritmo numérico, eficiente y ripido, para calcular
transformadas de Fourier (Cooley y Tukey, 1965) ha hecho posible la implementacién
de este tipo de algoritmos. Al igual que los métodos de expansién en funciones arménicas,
las particulas no interactiian con las demds directamente, sino con la representacién,
necesariamente suave, del potencial; esto hace que el método de Fourier sea aplicable
solamente a sistemas no-colisionales.

I2l uso de la transformada rdpida de Fourier (FFT) impone una limitacién severa en
la aplicabilidad de este método: las funciones de densidad y potencial son representadas
por valores discretos en una red cartesiana, con un nimero de nodos que debe ser una
potencia entera de 2 a lo largo de cada eje; cualquier valor de estas funciones, y de las
que de ellas dependen, como la fuerza, ha de obtenerse por medio de una interpolacién
sobre la red cartesiana. La representacién discreta de Ja transformada de Fourier implica,
ademds, que las condiciones a la frontera de Ja red cartesiana usada para la simulacién
son periddicas, i.e., la regién espacial finita cubierta por la red cartesiana en la que se
efectiia el experimento numérico se repite una infinidad de veces en todas direcciones.

Supongamos una red cartesiana con M nodos a lo largo de cada eje y longitud unitaria
a lo largo de cada arista. Sea la terna de niimeros enteros n = (I,m,n) la etiqueta que
usamos para referirnos al nodo de coordenadas (L/Mym/M,n/M), y (o,p, q) la terna
usada en el espacio de la transformada de Fourier. Sea ademis Wimmn(ri) la funcién
interpolante que usamos para distribuir la masa de las particulas en los nodos de la red
cartesiana y para obtener el valor de la fuerza cjercida sobre una particula a partir de
los valores discretos calculados en dicha red. Con esta convencién podemos esbozar el
algoritmo usado para calcular las fuerzas sobre un sistema de N particulas de masa m; y
posicién r; = (z;,y;, z;) dentro del cubo cartesiano:

0. Cilculo de la transformada de Fourier de la funcién de Green:

. 0, si l=m=g=],
%ibit 2 2 2
=1/[m(e" + p* + ¢%)], para los demds casos,

1. Ciélculo de la densidad a partir de la distribucién de particulas:
N

Plomn = E 7"1-1'[‘/!,1?;,?1(1'35)-

i=1
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2. Obtencién de la transformada de Fourier de la densidad:

M M

pO..‘P.q N 27?) . Z Z Z Plimn e;ﬁ (lo+n:p+nq)’

=0 m=0n=0

. Multiplicacién por G y obtencién de la transformada inversa:

DPopg = Popag X Gopgs

M M M

i = @33 g i)

0=0 p=0 ¢=0
4. Obtencion de las fuerzas en la red e interpolacion para cada particula:

Fl.m.n — _vl,m,nq)l,m,n

M M M
F;‘ = F(l‘i) = Z Z Z 1Vl,m,n(]':i)JF‘u!,rn,ﬂ-
=0 m=0n=0

5. Integracion de las ecuaciones de movimiento:

dei=1, N
vl(t + At) = vi(t) + (Fi/m;)At
ri(t + At) = r(t) + viAt
end do

6. Incremento de la variable temporal:
t=t+ At.

La funcién de interpolacién se acostumbra escribirla como el producto de tres funciones
idénticas que se usan a lo largo de cada eje: Wi, n(ri) = wyi(2i)wm(yi)wn,(z:). Se usan
varias formas de esta funcién; si escribimos como ér; = (8x;, 6y;, 62;) la distancia entre la
particula en r; y el nodo en n, se tiene que la forma que corresponde a una aproximacion
de orden cero esta dada por

1, si Mléx| < 3;
wilag) = (21.a)
0, para los demds casos.

La aproximacion lineal es
1 — M|bz;|, si M|bx;| <1;
wilms) = (21.b)

0, para los demas casos;
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N
A-w
NGP !
Mdx
—_— = —1/2 - 1/2 1
Méx
TSC_I =172 - 1/2 1
Mdx
-1 -1/2 1/2 i
I'1GUrA 3. Funciones interpolantes.
Finalmente, la aproximacién cuadrdtica es,
f 3 2¢ 2 . 1
Z—M S, si M6z < 33

5

) = 1
’wl(lfz) 4 E(% _ n[iéltl)za si :1-): S AM|5’131| S %! (21(‘)

=]

para los demas casos.

A estas formas, que aparccen graficadas en la IFig. 3, se les conoce respectivamente como
aproximacion de “nodo mas cercano” (NGP: Nearest Grid Point), aproximacién de “nube
en celda” (CIC: Cloud In Cell), y aproximaciéon de “nube triangular” (TSC: Triangular
Shape Cloud). La primera aproximacién produce una interpolacién discontinua, la segunda
aproximacién produce una interpolacién continua, pero cuya derivada es discontinua.
Aproximaciones de drdenes mayores producen interpolaciones cada vez mads suaves, sin
embargo, resultan en algoritmos mas lentos.

El uso de la misma funcién interpolante en los pasos 1 y 4 del algoritmo garantiza que
no haya fuerzas ficticias de particulas sobre si mismas, ya que el mismo esquema es usado
para propagar la informacion de la posicion de las particulas a los nodos de la red, y para
recobrar la fuerza sobre las mismas a partir de los valores en la red. Sin embargo, las
ecuaciones de movimiento que resultan no corresponden a un sistema hamiltoniano y no
conservan, por tanto, la energia (Efstathiou et al., 1985). Este problema puede ser evitado,
si en el paso 4 se usa Wy, para interpolar el potencial en la posicién de la particula y
luego derivar éste para obtener la fuerza sobre la misma, en lugar de efectuar primero la
derivacion y luego la interpolacion. Aunque este esquema garantiza que la fuerza calculada
es ahora conservativa, se tiene que, al usar 1, ,, para obtener el potencial y no la fuerza,
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TaBLa 11.

Método para

Algoritmo N calcular fuerzas Ventaja Desventaja
Integracién directa  ~ 103 Céalculo directo Forma correcta N pequeno
de fuerzas
Funciones arménicas  ~ 104 Desarrollo armdnico Intermedio
Fourier ~ 10°  Transformada de Fourier N grande Resolucién espacial

la fuerza que ejerce una particula puede afectarse a si misma, y como resultado, no se
conserva el momento lineal del sistema. Es importante hacer notar que la no conservacion
de la energia, o del momento lineal, en uno u otro caso, no son debidos a errores de
redondeo o truncamiento, sino que tienen su origen en el algoritmo mismo. Al usar este
método para hacer una simulacién numérica, es necesario tomar una decision con respecto
a qué esquema usar, dada la naturaleza del sistema que se estudia.

Una limitacién adicional de este método es que, aunque el nimero de particulas que
pueden seguirse puede ser elevado, llegando hasta N = 10° (Miller y Smith 1981), la
resolucién espacial de la simulacién estd dada por el nimero de nodos de la red cartesiana,
tipicamente 64* nodos. Esto implica que la resolucion espacial miaxima es de sélo una parte
en 64. Los sistemas estelares y galdcticos se caracterizan por una gran concentracion
en sus partes centrales y el método de Fourier resulta inadecuado para simularlos. El
método de Fourier se ha usado principalmente para realizar simulaciones cosmoldgicas de
la estructura en gran escala del universo a ¢épocas tempranas, cuando las [luctuaciones
de densidad que dardn lugar a galaxias, no han crecido mucho todavia. En este contexto,
la particularidad de estos métodos de tener condiciones periédicas a la frontera, resulta
ser una ventaja, pues ésta es la condicion natural cuando la simulacién representa un
pedazo de un universo infinito. Aun asi, algunos autores han modificado este algoritmo
de manera que las fuerzas entre particulas cercanas es calculada usando un método directo
(Efstathiou et al., 1985). A este tipo de algoritmos, que permiten una resolucion espacial
mayor, se les denomina P3M ( “Particle-Particle, Particle-Mesh”), a diferencia del método
de Fourier original que es un algoritmo tipo PM ( “Particle-Mesh™).

Para concluir esta seccién, resumimos en la Tabla II las caracteristicas principales de
los algoritmos descritos.

4. PROBLEMAS ILUSTRATIVOS

Tustraremos ahora cada uno de los métodos vistos en la seccion anterior usando trabajos
tomados de la literatura reciente.

4.1. El problema de tres cuerpos

Los sistemas binarios de estrellas son muy importantes para la evolucién dindmica de
sisternas estelares en los que las colisiones no son despreciables, ya que al interactuar con
otras estrellas los sistemas binarios actian como [uentes y sumideros de energia para el
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FIGURA 4. Parimetros que definen la colisién de un sistema binario con una tercera particula.

sistema al intercambiar su energia orbital interna con la energfa de la colisién. Existe, sin
embargo, una gran dificultad en modelar los efectos de una poblacion de sistemas binarios
en un ciimule de estrellas; ésta es debida a la diferencia tan grande en escalas de tiempo
entre los periodos orbitales de las binarias y la escala de tiempo dindmico del ciimulo. En
un cimulo globular, por ejemplo, el tiempo colisional promedio es del orden de 10? afios,
mientras que los periodos de los sistemas binarios pueden llegar a ser del orden de horas.

La tactica a seguir en este problema es estudiar primero el problema de la dispersién
de una estrella por un sistema binario, y obtener formulas estadisticas que permiten
calcular el intercambio en energia, como funcién de los parametros de la colisién; estas
funciones, llamadas secciones eficaces de dispersion, pueden entonces ser incorporadas en
una simulacién global de todo el cimulo globular en la que las colisiones son tratadas
de manera estadistica. La naturaleza de este problema —nimero reducido de particulas,
efectos colisionales importantes y una gran precisién requerida— hacen que el método de
integracion directa sea la herramienta natural para tratarlo.

Aun el problema mds simple de encontrar las secciones eficaces de dispersién no fue
estudiado exhaustivamente sino hasta hace sélo unos afios (Hut y Bahcall 1983, TTut 1983a,
1983Dh, 1984). La razon de este retraso es el gran nimero de experimentos numéricos que
es necesario realizar para cubrir exahustivamente los 9 pardmetros independientes que
definen de manera tinica una de estas colisiones (Fig. 4): Las masas ms y m3 de las
dos componentes del sistema binario en unidades de la masa de la tercera particula, la
excentricidad e de la drbita del sistema binario y su fase inicial [, los tres dngulos ¢, 6 y
¥ que determinan la orientacién espacial de la érbhita de la tercera particula, el pardmetro
de impacto p y, finalmente, la velocidad v de la colisién.

En 1981 el Instituto de Estudios Avanzados en Princeton adquirié' una computadora
VAX 11/750, la segunda en la historia del Instituto, cuya primera computadora habia
sido la maquina construida por John von Neumann. Debido a la poca familiaridad de
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FIGURA 5. Intercambio resonante de pareja.

los investigadores en el uso de esta maquina, ésta fue usada infrecuentemente durante su
primer aiio de operacién, circunstancia aprovechada por un joven investigador reciente-
mente llegado de Holanda. Durante 1982, Piet Hut acumulé varios meses de tiempo de
procesador que empled en realizar del orden de varios millones de colisiones. En este caso,
el paso crucial en el estudio de este problema no se debié al método usado para integrar
el programa de N cuerpos, sino al avance en la rapidez de cdlculo de las computadoras.

La Fig. 5 muestra una colisién entre un sistema binario formado por las particulas 1y
2 que se mueven inicialmente hacia la derecha, y una tercera particula que se mueve en
direccién contraria. Como podemos apreciar en esta figura, la colision es mas complicada
de lo esperado: existe un encuentro cercano entre las particulas 1 y 3 al tiempo t;, como
resultado de este encuentro, la particula 1 es lanzada en direccién de la particula 2, con
la cual choca al tiempo to para salir lanzada fuera del sistema. La particula 2 tiene un
encuentro adicional, esta vez con la particula 3 al tiempo {3, que da como resultado la
formacién de un nuevo sistema binario formado por las particulas 2 y 3. Esta colisién, que
resulta en lo que es conocido en la literatura como un “intercambio de pareja”, puede ser
representado esquemédticamente con un diagrama como el que aparece en la parte inferior
izquierda de la figura.

Existen otros resultados posibles en estos encuentros, los cuales se presentan esquema-
ticamente en la Fig. 6. Para el caso en que la energia total del sistema es positiva existen
s6lo dos posibilidades, la “ionizacién” o rompimiento del sistema binario y su proceso
inverso, la “recombinacién”, o formacion de un sistema binario. Cuando la energia total
es negativa, existe un niimero mayor de posibilidades. Podemos tener un “intercambio de
pareja” o un simple “vuelo rasante” en el que el sistema binario original sobrevive, pero
cambian sus pardmetros orbitales. Cada una de estas dos tltimas posibilidades puede
ocurrir como una colisién directa, en la que el resultado final ocurre después de una
sola interaccién, o una colisiéon resonante, en la que existen varios encuentros entre las
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I'lGurA 6. Clasificacion de posibles eventos en una colisién de tres cuerpos.

particulas antes de que ocurra el resultado final. La colisién en la Fig. 5 es un ejemplo de
encuentro resonante. Los encuentros resonantes son particularmente dificiles de simular
numéricamente, porque es necesario integrar las ecuaciones de movimiento durante un
tiempo mucho mas largo.

Podria pensarse que aunque el nimero de pardmetros del problema es elevado, una
exploracién burda del espacio de pardmetros es suficiente para obtener la secciones efi-
caces de dispersién, las cuales, después de todo, son sélo aproximaciones estadisticas.
Contrarianiente a este argumento, el problema de dispersion por sistemas binarios resulta
tener una gran riqueza de detalle en el espacio de pardmetros. Para ilustrar este punto
describiremos una serie de experimentos simplificados realizados por P. Tut (Hut, 1983c).
Consideramos colisiones entre un sistema binario de particulas de igual masa en 6rbita
circular de tamaifio inicial fijo, y una tercera particula de igual masa que es lanzada
contra la binaria desde una separacién inicial también fija. En este caso existen sélo tres
parametros: la fase orbital inicial del sistema binario [, el parametro de impacto de la
colision p, que tomaremos positivo para el caso de colisiones progradas (en el sentido de
rotacion de la binaria) y negativo para el caso retrégrado, y finalmente, la velocidad inicial
v de la tercera particula (Fig. 7).

La Fig. 8a muestra los resultados de estos experimentos para el caso en que v/v, = 8,
donde v, es la velocidad que hace que la energia total del sistema sea cero. Cada experi-
mento es representado por un simbolo cuya posicién indica la fase (abscisa) y parametro
de impacto (ordenada). Si el resultado de la colisién es una ionizacién, el simbolo es un
asterisco, si es sélo un vuelo rasante, la posicién se deja en blanco. Podemos ver que
existen franjas de ionizacién que tienen una dependencia periddica en la fase. Esto es
debido a que, a un pardmetro de impacto dado, la ionizacion ocurre para aquella fase en
la que una de las particulas del sistema binario, o su compaliera, pasa muy cerca de la
particula intrusa.
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FiGura 8A. Resultados de colisiones simplificadas para v/v, = 8.0.

Fsta situacién se complica draméticamente en el caso en que i, = 0.5, mostrado en
la Fig. 8b. Al ser negativa la energia total del sistema, las ionizaciones ya no son posibles.
Ion cambio, tenemos ahora intercambios de pareja con la particula 1, representados por un
«1” con la particula 2, representados por un “” 'y encuentro resonantes, representados
por un “@”, Nétese la complejidad de la frontera entre estas regiones, misma que aumenta
al considerar colisiones de menor energia. Es claro que ante una situacion como ésta, es
necesario hacer un gran nimero de experimentos antes de poder obtener secciones eficaces
de dispersion.

Adn asi, el trabajo de P. Hut permitié encontrar secciones eficaces de dispersion que
han sido utilizadas en experimentos numéricos que han simulado la evolucién de ciimulos
globulares, los cuales son grupos del orden de 10° estrellas ligadas gravitacionalmente
entre si. Estos resultados han permitido entender una vicja paradoja en la evolucion
dindmica de estos ciimulos, la llamada “catdstrofe gravotormodinémica". Si pensamos en
un sistema autogravitante como un sistema termodindmico, veremos que la tendencia
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FFicura 88. Resultados de colisiones simplificadas para v/v, = 0.5.

natural de cstos sistemas es la de desarrollar un gradiente de temperatura en el que la
dispersion de velocidades disminuye del centro hacia afuera, ya que éste es el compor-
tamiento presentado por la energia potencial promedio de cada particula en el sistema.
Ahora bien, un gradiente de temperatura produce un flujo de energia el cual tiende a
borrar dicho gradiente; sin embargo, los sistemas autogravitantes presentan un compor-
tamiento paraddjico, ya que al perder energfa, éstos se contraen y aumentan su dispersién
de velocidades; dicho de otra manera, los sistemas autogravitantes presentan un calor
especifico negativo. Al ceder cnergia hacia las partes externas, el centro del sistema se
calienta atin mds produciendo un gradiente mayor en la temperatura y esto da lugar a
la catdstrofe mencionada. Esta tendencia natural de todos los sistemas autogravitantes
implica que todos aquellos agregados de estrellas cuyos tiempos de colision (que es la
escala de tiempo del flujo de energia) son menores que ia edad del Universo, deben de
haber desarrollado una singularidad en sus perfiles de densidad, caracteristica que 1o es
observada en los ciimulos globulares, los cuales, de acuerdo con la Tabla I, tienen un
tiempo colisional menor que la edad del Universo y un niimero suficientemente grande de
particulas como para que la aproximacién termodinamica sea vélida.

Simulaciones numéricas de la evolucién de cimulos globulares que incluyen los efectos
de dispersién por binarias (Lightman y McMillan 1985) han mostrado c¢émo se evita la
singularidad central: al aumentar la densidad en el centro se forman sistemas binarios de
estrellas los cuales intercambian energia con las estrellas en el medio y las calientan de
este modo. Esta energia adicional es la que alimenta el flujo de energia hacia la periferia,
razon por la que la parte central deja de contracrse. Esta energia, sin embargo, implica
que las binarias incrementan su energia orbital (negativa) y que las colisiones con las
estrellas del medio se vuelven mds energéticas hasta que, finalmente, ocurre una colisién
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en la que la binaria es arrojada fuera del sistema; al ocurrir esto, se pierde la fuente de
energia y el centro vuelve a contraerse. Sin embargo, la mayor densidad central hace que
se vuelvan a formar sistemas binarios, con lo cual se llega a un estado de equilibrio en
¢l que la continua formacién de estrellas binarias impide la formacién de la singularidad
central.

4.2 La formacion de galazias elipticas

Las galaxias elipticas presentan contornos de densidad (brillo superficial) constante de
forma eliptica y razén de ejes que varia entre 1 y 3. Originalmente se pensé que sus formas
estaban dadas por la rotacién del sistema. Sin embargo, a mediados de la década de los 70
fue posible medir la velocidad de rotacién de estos sistemas, encontrandose que rotaban
con una velocidad muy inferior a la necesaria para explicar su forma, con lo cual el origen
de esta forma se convirtié en un misterio. En 1984, I'ridmann y Polyachenko publicaron un
libro en el que dieron a conocer en occidente gran parte del trabajo tedrico sobre dinimica
de sistemas estelares desarrollado por investigadores soviéticos (Fridman y Polyachenko,
1981). En particular, mencionan una inestabilidad producida por érbitas radiales en un
sistema inicialmente esférico y que hace que éste adopte una forma elipsoidal. Dado que el
colapso gravitacional de una nube de particulas (protogalaxia) genera de manera natural
un gran nimero de érbitas radiales, es plausible que esta inestabilidad pueda aparecer
durante la formacion de estas galaxias y explicar asi su forma espacial. Para investigar esta
hipatesis, es necesario hacer simulaciones realistas de este colapso gravitacional. Dado que
las galaxias son sistemas no colisionales de muchos cuerpos, los métodos de integracién
directa no son los més apropiados. Por otro lado, como la forma de estas galaxias es
elipsoidal, el método de expansién en arménicos esféricos es el mas adecuado.

Merritt y Aguilar (1985), y Aguilar y Merritt (1 990) usaron un cédigo de N cuerpos
de expansién en arménicos esféricos para estudiar ¢l efecto de la llamada “inestabilidad
de orbitas radiales” sobre una galaxia esférica y una protogalaxia, respectivamente. La
Fig. 9 muestra una secuencia temporal de una simulacién del colapso gravitacional y
relajamiento de una nube protogaldctica, inicialmente esférica, de 20,000 particulas. Los
cuadros presentan el colapso proyectado en el plano que conticne a los ejes mayor y
menor de la configuracién final. En esta secuencia podemos apreciar claramente cémo
la forma elipsoidal es adquirida después del primer colapso y que esta forma es estable.
[Zstos autores realizaron un gran nimero de experimentos numéricos partiendo de nubes
protogalacticas de diversas formas, rotacién y temperatura iniciales y concluyeron que
para condiciones iniciales suficientemente [rias (i.e., energia cinética aleatoria), la ines-
tabilidad de érbitas radiales borra la memoria de las condiciones iniciales y establece
una configuracién final tnica, de forma clipsoidal. Isto puede apreciarse, por ejemplo, en
la Fig. 10 donde se grafica la concentracién final de la galaxia, medida por el cociente
del radio que incluye al 50% de la masa del modelo al radio que incluye el 10%, como
funcién de la temperatura inicial de la protogalaxia, medida por el doble de la razén
de las energias cinética a potencial iniciales. Los circulos llenos representan una serie de
experimentos realizados con un cddigo de N cuerpos que calcula las fuerzas por medio
de una expansién en arménicos esféricos hasta de orden octupolar; podemos apreciar que
para temperaturas clevadas, la concentracién final del modelo se incrementa al disminuir
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Figura 9. Colapso gravitacional de una nube de 20,000 particulas; la nube tiene inicialmente una
forma esférica y una energia cinética que es s6lo un 1% de la necesaria para estar en equilibrio. Los
cuadros presentan el colapso en el plano que contiene a los ¢jes mayor y menor de la configuracion
final.

la temperatura inicial, sin embargo, para un valor de (27'/W)<0.10 la concentracion
deja de ser sensible a las condiciones iniciales y tiende a un valor asintético constante, a
diferencia de la tendencia mostrada por los circulos abiertos en donde la correlacion con
temperatura inicial permanece; éstos tltimos representan la misma serie de experimentos
pero realizados con un cédigo que sélo usa términos monopolares y que, por tanto, forza
a la galaxia a permanccer esférica e inhibe la inestabilidad. Es importante senalar que,
en este caso, el uso de un cédigo de expansion en armonicos esféricos ha permitido a los
investigadores explorar el efecto sobre un fenémeno fisico dado (colapso y relajamiento
gravitacionales) de la presencia o inhibicion artificial de una inestabilidad dinamica. Es
claro que la facultad de poder inhibir selectivamente diversos aspectos del experimento
permiten obtener un mejor entendimiento del fendmeno que se investiga.

Para terminar, sefialaremos que hasta finales de la década de los 70 se pensaba que un
colapso gravitacional sin disipaciéon, como el mostrado en la Fig. 9, era incapaz de formar
sistemas con la forma espacial y perfil de densidad similares a los mostrados por la galaxias
elipticas reales. En la década de los 80, al introducirse cédigos de N cuerpos de desarrollo
en funciones armoénicas, se demostré que esta nocién era errénea. El problema residia
en los cédigos de integracion directa usados anteriormente para tratar este problema, los
cuales, debido a las serias limitaciones en el nimero de particulas y eficiencia de las com-
putadoras de entonces, limitaban esta clase de experimentos a simulaciones que partian de
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Figura 10. Concentracién espacial de la galaxia que resulta de un colapso gravitacional, como
funcién de la temperatura inicial de la nube protogaldctica. La concentracién esta dada por el
cociente de los radios lagrangianos que incluyen al 50% y 10%, respectivamente, de la masa total
del sistema. La temperatura estd dada por el coeficiente virial (2T/W), donde T' y W son las
energias cinética y potencial, respectivamente (este cociente debe ser igual a uno para un sistema
en equilibrio).

condiciones iniciales cercanas al equilibrio. Los nuevos cédigos, aunados a los avances en
las velocidades de calculo de las computadoras, permitieron realizar simulaciones a partir
de condiciones iniciales lejanas al equilibrio, descubriéndose que el relajamiento producido
por un factor de colapso grande es suficiente para producir sistemas muy similares a las
galaxias clipticas reales (van Albada, 1982).

4.3. La estructura en gran escala del Universo

Hoy en dia es claro que la distribucién de materia en el Universo es jerarquica, i.e., las
estrellas tienden a agruparse en galaxias, las galaxias se agrupan en ciimulos de galaxias,
los ctiimulos de galaxias tienden, a su vez, a agruparse en grandes conglomerados deno-
minados super-ctiimulos de galaxias y asi, sucesivamente, hasta las distancias mas lejanas
que hemos podido observar directamente (Gregory y Thompson, 1982; Geller y Huchra,
1989). Dado que a las velocidades tipicas que presentan las galaxias, éstas no pueden
haberse desplazado una distancia mayor a los ~ 30 millones de anos-luz,* es claro que toda
estructura o conglomerado cuyo tamano excede esta longitud (denominada “estructura
en gran escala del Universo”) no puede deber su origen a procesos dinamicos. '
Las tinicas pistas con que contamos sobre los procesos que determinaron la distribucion
de materia en gran escala en el Universo son la observacion de la radiacion césmica de
fondo y de la distribucién en gran escala de las galaxias, tal como la observamos hoy en

S : . . - 5
*Un afio-luz es la distancia recorrida por la luz durante un afio, ~ 9 x 10" m.
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dia. La radiacién césmica de fondo nos permite observar la “fotdsfera” del Universo, es
decir, la tltima superficie dispersora de luz en el momento en que, debido al enfriamiento
gradual del Universo, los electrones se recombinan con los nicleos atémicos y el Universo
se vuelve transparente a la radiacion. Desgraciadamente, la radiacién césmica de fondo
no nos provee de un nimero adecuado de restricciones para seleccionar, de entre todas
las hipotesis, la mds viable para explicar el origen de la estructura en gran escala.

Las observaciones directas de la distribucion de galaxias, por otro lado, pueden darnos
la informacion adicional que necesitamos. Sin embargo, debido a que las distancias a las
que la distribucién de galaxias ha sido estudiada es apenas comparable a la distancia de
influencia dindmica, esta distribucién observada no corresponde a la producida por los
procesos que nos interesan, sino que ésta ultima ha evolucionado dinamicamente bajo
la influencia de la fuerza de gravedad para producir la distribucién observada. Iis claro
que para poder confrontar las caracteristicas de las perturbaciones de densidad predichas
por las hipétesis cosmolégicas con las observaciones de galaxias, es necesario simular la
evolucion dindmica de las predicciones tedricas hasta el momento presente.

Los catilogos de galaxias mas completos hoy en dia muestrean al Universo en escalas
de hasta ~ 300 millones de afios-luz (Huchra et al.,, 1988). El tamano tipico del halo de
una galaxia luminosa es del orden de cien mil afos-luz. Esto implica que una simulacion
de la evolucién dinamica de una porcién del Universo de estas dimensiones debe tener
una resolucion espacial de al menos una parte en 103, Si descamos averiguar ademas algo
sobre la estructura interna de las galaxias que se forman, digamos con una resolucion de
una parte en 10, necesitamos entonces una resolucion espacial de una parte en 101, La
densidad media de galaxias es de ~ 3 x 107 galaxias por millén de afio-luz ciibico, lo
cual implica del orden de 10* galaxias dentro del espacio abarcado por la simulacion. Si
recordamos que queremos una resolucion lineal de una parte en 10 para cada galaxia, esto
nos da un total de ~ 107 particulas.

Al momento presente, no existe programa de N cuerpos o computadora en qué rea-
lizarlo, que pueda efectuar una simulacion de las caracteristicas eshozadas arriba, lo que
ha dado lugar a que las investigaciones de este problema se dividan en dos campos:
simulaciones interesadas en escalas de decenas de millones de anos-luz que no consideran
los detalles de formacién de galaxias, y simulaciones que, partiendo de un subconjunto
de las particulas al momento final de las simulaciones anteriores, se concentran en la
formacion de galaxias en escalas de alrededor de un millon de anos—luz. Las caracteristicas
del problema, nimero de particulas elevado, baja resolucion espacial y simulacién de una
porcion del Universo que se extiende al infinito en todas direcciones, hace que los cédigos
de N cuerpos de Fourier sean los mds adecuados para la primera clase de simulaciones
(Klypin y Shandarin, 1983; Miller, 1983; Centrella y Melott, 1983; White et al., 1983).
Para la segunda clase de simulaciones es necesario tener una mayor resolucién espacial, lo
que ha dado lugar al desarrollo de cédigos hibridos de N cuerpos en los que se emplea el
método de integracion directa para calcular la fuerza debida a los vecinos mas cercanos
y el método de Fourier para el resto del sistema (Efstathiou y Eastwood, 1981). Porter
(1985) ha utilizado también un nuevo tipo de programa de N cuerpos denominado “de
arbol”; mismo que veremos en la Scc. 6.3.

La Fig. 11b muestra los resultados de una “simulacion cosmolégica™ de una porcion del
Universo de 1,000 millones de afios luz de didametro (White et al., 1987). La simulacién ha
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F1GURA 11. (a) Proyeccién en el ciclo de las galaxias en el catdlogo de Tuchra y Geller (Huchra
et al., 1988), y (b), proyeccién correspondiente de una simulacién cosmolégica de la formacién de
estructura, a partir del colapso gravitacional, de un campo de fluctuaciones de densidad en un
cubo de 10% anos-luz de didmetro realizado por White ef al.(1987).

sido realizada con 216,000 particulas, cada una de las cuales representa una masa de un
poco mas de 10 galaxias, y un cédigo de N cuerpos hibrido tipo P?M (véase la Sec. 3.3)
con una rejilla cartesiana de 64* elementos para la parte de Fourier. La Fig. 11a muestra
la distribucion real de galaxias en el cielo de acuerdo al catalogo compilado por Huchra
et al. (1988) y utilizando la misma proyeccion. La region inferior donde no aparecen
galaxias es debida a la cobertura limitada del catdlogo. Ils a través de comparaciones
cuantitativas, y aun cualitativas, de los resultados numéricos y las observaciones, que se
pueden poner a prueba las hipdtesis sobre el origen de la estructura en gran escala del
Universo.

Los programas de N cuerpos han jugado un papel importantisimo en la transformacién
de la cosmologia, que pasé de ser una disciplina en el ambito esencialmente filoséfico
a una ciencia sujeta a prucbas experimentales, va que las simulaciones “cosmolégicas”
han permitido poner a prucba diversas hipétesis sobre el origen de la estructura en gran
escala del Universo, hipotesis que describen las condiciones en el Universo en una época
tan temprana que no es directamente accesible a nuestras observaciones. La simulaciones
cosmologicas aparecieron por primera vez en la década de los 70 y tuvieron un gran auge
en la siguiente década, cuando permitieron desechar hipétesis como la de un Universo
dominado por neutrinos cuya masa no es igual a cero, y han puesto en serias dudas
a la mayoria de las hipdtesis convencionales dando pie a que se empiecen a considerar
alternativas exdticas como las cuerdas cdsmicas (Press y Spergel, 1989). Estas simulacio-
nes han dado también un tremendo impulso a una disciplina cuya misma existencia era
considerada absurda hasta hace unas décadas, la cosmologia observacional, ya que al hacer
posible la comparacion de las hipdtesis cosmologicas con las propiedades observadas del
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Universo en gran escala, han surgido programas observacionales ambiciosos que pretenden
estudiar la distribucién espacial de galaxias en nuestro entorno césmico.

5. LIMITES DE VALIDEZ

Los programas de N cuerpos son, hoy en dia, herramientas indispensables en el estudio
de la dindamica de sistemas estelares. Sin embargo, es importante sefialar que éstos no
son mas que una herramienta que tiene a su disposicion el investigador, y que como tal
deben ser empleada cuidadosamente y en situaciones en las que su uso sea apropiado,
sin que garanticen, por si solos, un entendimiento del fendmeno estudiado, aun cuando el
fenémeno haya sido correctamente simulado.

Tal vez la nocién mds importante que hay que tener presente al realizar un experimento
de N cuerpos, es el hecho de que dicho experimento sélo puede emular apropiadamente el
fendémeno que nos interesa dentro de intervalos dindamicos limitados de extension, tiempo,
vy demds propiedades fisicas de interés, siendo siempre la seleccion del eédigo de N cuerpos
empleado un compromiso entre las limitaciones inherentes del método y la naturaleza de
las propiedades del fendmeno que nos interesan.

Al disenar un experimento numérico es necesario partir del fendmeno que se pretende
estudiar: éste es el que decidird el tipo de programa de N cuerpos a usar y, siempre que sea
posible, los resultados obtenidos deberdn ser comparados con resultados obtenidos con un
programa distinto. 5] programa scleccionado deberd emplearse en realizar simulaciones
de control de algin fenémeno, similar al que nos interesa, pero cuyo comportamiento sea
ya conocido. Debemos recordar también que los resultados obtenidos en un experimento
numérico constituyen una mediciéon y que, como tales, deben asociarse siempre con un
intervalo de incertidumbre; es todavia comiin ver en publicaciones resultados numéricos
que son presentados sin dar alguna idea de su precision. Un punto muy importante es la
cuestion de la granularidad del modelo empleado: las condiciones iniciales utilizadas en un
experimento son, la mayoria de las veces, realizaciones azarosas de un modelo continuo, y
como tales, estan sujetas a fluctuaciones estadisticas que pueden afectar los resultados fi-
nales. Al estudiar un fenémeno debera procurarse realizar un “ensemble” de experimentos
que parten de distintas realizaciones azarosas del mismo modelo tedrico de condiciones
iniciales y reportar resultados promediados sobre dicho “ensemble”. Dada la eleccion entre
un “ensemble” de experimentos realizados con un niimero modesto de particulas, o un sélo
experimento con un mimero elevado de particulas, es siempre preferible la primera opcion.
FFinalmente, es importante notar que aunque la rapidez de la computadora empleada es un
factor de consideracion en la calidad de un experimento numérico, éste no es, en general,
un factor imprescindible o suliciente.

A continuacién ilustramos algunos errores o imprecisiones comunes cometidos al efec-
tuar experimentos numeéricos con programas de /N cuerpos; cabe senalar que los ejemplos
aqui discutidos han sido publicados en revistas de investigacion con arbitraje internacio-
nal. Por discrecion, no hemos empleado las figuras de los articulos originales o citado los
trabajos, sino que hemos repetido los experimentos para ilustrar el trabajo presente. El
punto importante es ilustrar los errores de diseno en que se puede caer al realizar un
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F1GURA 12. Cambio porcentual en la energia de una galaxia que sufre una colisién con otra, de
igual masa, como funcién de la velocidad relativa de colisién, en unidades de la velocidad rms
de la galaxia. Todos los encuentros son frontales. Las galaxias son realizaciones azarosas de 30
particulas de un modelo de Plummer [Ec. (12)]. Los experimentos han sido realizados con un
codigo de integracién directa.

experimento numérico (errores que han pasado la auscultacion de un drbitro), no seialar
“culpables”.

La Fig. 12 muestra los resultados de un estudio del calentamiento producido por una
colisién entre galaxias esféricas. Se trata de 10 experimentos en los que se ha simulado
la colisién entre dos galaxias esféricas de 30 particulas cada una, que parten de la misma
posicién pero con velocidades distintas. La figura muestra el cambio porcentual en la
energia de ligadura de la galaxia que sirve como blanco, en funcién de la velocidad de
colisién. Es de esperarse que a medida que aumenta la velocidad de colision el calenta-
miento disminuya, tendencia que puede apreciarse en la figura. Sin embargo, aunado a
este comportamiento se observa una oscilacién cuya amplitud no es despreciable. Esta
oscilacién es espiirea y tiene su origen en el siguiente fenémeno: debido a limitaciones
de cémputo, los experimentos han sido realizados usando un nimero muy reducido de
particulas. Esto implica que la realizacién azarosa usada como condicion inicial tendra
oscilaciones alrededor del modelo teérico debido a su granularidad. Istas oscilaciones
son inevitables dado el nimero reducido de particulas y no representan un error en
la realizacién azarosa. El problema reside en que se ha utilizado la misma realizacion
azarosa para llevar a cabo la secuencia de colisiones, con lo cual, la fase de la oscilacion
en la que se encuentren las galaxias al momento de chocar estard correlacionada con
la velocidad de la colisién. El efecto de la colisién sobre la galaxia blanco dependera,
obviamente, de la concentracién del modelo en el momento del mdximo acercamiento.
Aunque las oscilaciones del modelo numérico usado estan impuestas por la capacidad de
las computadoras disponibles en ese momento, se pudo haber disefiado una secuencia mas
adecuada de experimentos en los que se efectuara mds de un experimento, con realizaciones
azarosas distintas, para cada valor de la velocidad de colisién, y reportar el promedio, e
intervalo de variacién, de los resultados obtenidos.
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Fracura 13. Colisién de dos galaxias inicialmente esléricas y de igual masa. Cada galaxia consta de
6,000 particulas y la figura presenta proyecciones en el plano del encuentro al inicio del experimento,
dos tiempos intermedios y al final del mismo. El experimento ha sido realizado con un cédigo de
Fourier usando una red cartesiana de 64 nodos por lado.

La Fig. 13 muestra la proyeccién sobre el plano orbital de una colisién frontal entre
dos galaxias inicialmente esféricas. Cada galaxia contiene 6,000 particulas, razén por la
que las oscilaciones del ejemplo anterior no son importantes en este caso. Sin embargo,
resulta sospechoso el hecho de que el experimento sea iniciado cuando las dos galaxias
estdn ya muy cerca una de la otra y termina cuando no se han separado todavia. La
razon es que se ha usado un cédigo de N cuerpos de Fourier para realizar esta simulacion.
Segiin hemos visto en la Sec. 3.3, el método de Fourier tiene un resolucién espacial muy
pobre; en este caso particular se ha usado una red cartesiana con 64 nodos por lado, lo
cual nos da una resolucién muy pobre, misma que es aparente en la baja concentracion de
las galaxias utilizadas (compdrese con la galaxia obtenida al final de la simulacién de la
Fig. 9). EI problema radica en que se ha empleado una herramienta que no es adecuada
para el fenémeno que se estudia: las galaxias son sistemas de alta concentracion espacial y
requieren, por tanto, de una alta resolucién espacial. Un cédigo de N cuerpos de expansion
en armonicos esféricos hubiera sido mds indicado, o en su defecto, un codigo de integracién
directa. En el experimento aqui mostrado, el niimero clevado de particulas utilizado es
desperdiciado por la pobre resolucién espacial.

La Iig. 14 ilustra las consecuencias que puede tener una mala eleccion de la resolucion
espacial dada por el radio de dilucién (véase la Sec. 3.1). En este caso se muestra la
evolucién temporal de los radios lagrangianos que contienen un 5%, 10%, 20%.. ... 90%
de la masa total del modelo, el cual es una realizacién azarosa de 5,000 particulas de
un modelo de galaxia con un perfil de densidad lamado “perfil de de-Vaucouleurs” [p
(‘_\-[—-,(4,‘1/4)]_ La unidad de longitud en esta simulacion es el radio de la esfera que contiene
la mitad de la masa del modelo (radio medio de masa). Bl radio de dilucién usado es
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FIGURA 14. Evolucién temporal de los radios de esferas que contienen a un 5%, 10%...., 90% de
la masa total de una realizacién azarosa de 5,000 particulas de una galaxia esférica con perfil de
densidad de de-Vaucoulerus. La unidad de longitud es ¢l radio medio de masa inicial y la unidad
temporal es el periodo de la érbita circular de radio igual al radio medio de masa. El radio de
dilucién, que limita la resolucién espacial de la simulacién, es igual a 0.20 en estas unidades. Se ha
utilizado un cédigo de expansién en armdnicos esféricos para realizar esta simulacién.

igual a un 20% del radio medio de masa. Nétese cémo a medida que transcurre el tiempo
aparece una oscilacién radial que afecta una region cuyo radio es ~ 5 veces mayor que el
radio de dilucién. s comiin pensar que los fenémenos fisicos que se manifiestan con una
longitud de onda mayor que, digamos el doble del radio de dilucién, “para estar seguros”,
no se ven afectados por la resolucién espacial finita del cédigo de N cuerpos. Como puede
apreciarse en esta [igura, ésta es una suposicion peligrosa de hacer. Lo que sucede en este
caso es que aun cuando el radio de dilucién es pequeiio, el perfil de de-Vaucouleurs es
muy concentrado y hace que el 26% de la energia potencial total del sistema esté dada
por la masa contenida dentro de una esfera de radio igual al radio de dilucién (10% de
la masa total del sistema). Este iiltimo ejemplo no estd tomado de un trabajo publicado
sino que fue realizado por el autor, quien, afortunadamente, nunca llegé a publicarlo.
Para terminar esta seccién hacemos referencia al trabajo de Iolmberg (1941) que men-
cionamos en la Sec. 1, ya que este trabajo ilustra el hecho de que la computadora no
es el elemento mds importante en una simulacién numérica. Como vimos en esa seccion,
Holmberg conjeturé que las colisiones entre galaxias debian ser altamente ineldsticas,
de manera que encuentros hiperbélicos entre galaxias podrian resultar en un sistema
binario gravitacionalmente ligado. En 1941 no habia computadoras a las que Holmberg
pudiera tener acceso. Sin desanimarse por esto, Holmberg ideé la manera de realizar un
experimento de N cuerpos aprovechando el hecho de que la iluminacién de una fuente
luminosa decae con la distancia de la misma manera que la fuerza de gravedad. En lo
que constituye la primera simulacién de N cuerpos publicada en astronomfa, Holmberg
realizé un experimento en el que las particulas son sustituidas por bombillas eléctricas
cuya intensidad luminosa es proporcional a la masa que representan. La fuerza sobre
ellas es obtenida midiendo la iluminacién total en la posicién de cada particula. Aunque
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FIGURA 15. Deformacién producida por las fuerzas de marea sobre dos galaxias de disco que pasan
cerca una de otra. En esta simulacién cada galaxia estd representada por 37 bombillas eléctricas
que se deslizan sobre la superficic de una mesa. Nétese como en la configuracién final (cuadro de
la derecha) las galaxias presentan estructuras clongadas en forma de brazos espirales.

los resultados cuantitativos de Holmberg no son correctos, las caracteristicas cualitativas
de un encuentro entre galaxias de disco pueden ser observadas en sus resultados, en
particular, la formacién de los llamados “puentes de marea” que constituyen estructuras
clongadas diametralmente opuestas y en forma de brazos espirales que son producidas
por las fuerzas de marea (véase la figura 15). El articulo de Holmberg nos demuestra que
en una simulacién numérica el elemento mas importante no es la computadora, sino el
ingenio humano. Este trabajo debe ser lectura obligada para todo investigador que emplea
cédigos de N cuerpos.

6. PROSPECTOS A FUTURO

En esta seccién presentamos algunos avances recientes que parecen ser promisorios en el
campo del problema de N cuerpos. Hablaremos primero de avances que han sido posibles
gracias a los adelantos tecnolégicos en el campo de la computacion (planetarios digitales
y computadoras de arquitectura paralela), y luego de uno que es debido a un nuevo
algoritmo (codigos de arbol).

6.1 Planetarios digitales

El sistema solar es un sistema de pocos cuerpos que presenta problemas interesantes no
resueltos tal como el de su estabilidad. Por ejemplo, la érbita de Plutén cruza la érbita de
Neptuno, de manera que a menos que exista algin mecanismo que lo impida, un encuentro
cercano entre estos dos planetas ocurrird eventualmente. En este caso particular de pocos
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cuerpos, es posible construir computadoras cuya arquitectura ha sido optimizada para
resolver este problema. Applegate et al. (1985) reportan la construccién de una computa-
dora, el “Planetario Digital”, que consiste en un anillo de 10 procesadores “planetarios”
independientes que reciben instrucciones de un procesador central. En este caso cada
procesador planetario contiene la informacién de un planeta y la informacién de todo el
sistema es circulada entre todos los procesadores después de 9 ciclos de comunicacién.
Il planetario digital funciona como un procesador esclavo que es controlado por una
computadora personal. Su tamaiio fisico es de sélo 0.036 m®, consume 140 W de potencia
y alcanza velocidades de célculo de 10 Mflops.* El uso de componentes convencionales
hace que su costo sea muy reducido. Applegate et al. (1986) han utilizado el planetario
digital para efectuar una integracion de las érbitas de los 5 planctas mds externos del
sistema solar, 112 millones de afios hacia el pasado y un intervalo igual hacia el futuro,
sin encontrar evidencia de inestabilidad. Ilstos autores hacen notar que una integracién
similar en una computadora DEC VAX 11/780 hubiera requerido de aproximadamente
un ano de procesador, mientras que en el planctario digital tomd solo 6 dias.

Ito et al. (1990) y Sugimoto et al. (1990), han llevado un paso adelante la idea del
planetario digital y han construido el procesador “GRAPE”, que consiste en una unidad
de cémputo con arquitectura de cdlculo concatenado (pipeline) en el que la férmula de la
interaccion gravitacional [Ec. (1)] ha sido implementada en los circuitos del procesador
(hardware). El procesador GRAPLE tiene su propia memoria y actiia como un coproce-
sador matemdtico de una estacién de trabajo. La estacién de trabajo es la que efectiia
la integracién de las ecuaciones de movimiento por el método de integracién directa y
cada vez que necesita ¢l valor de las fuerzas sobre cada particula, llama al procesador
GRAPE, el cual, debido a su arquitectura, es capaz de calcular todas las fuerzas en un
tiempo muy corto; al momento presente, los autores reportan una velocidad de calculo de
0.24 Gflops.™ Ito et al. estan desarrollando ahora un procesador de arquitectura paralela
que debe acelerar el cdlculo de fuerzas por un factor igual al nimero de procesadores
independientes. Resulta interesante especular acerca de las velocidades que serd posible
alcanzar en un futuro inmediato con procesadores dedicados que tienen un costo muy
inferior al de una supercomputadora de uso general.

6.2 Computadoras de arquitectura paralela

La mayor parte de las computadoras que existen hoy en dia son maquinas de propésito
muiltiple en las que un procesador tinico opera sobre un solo dato a la vez (SISD: Single
Instruction stream, Single Data stream). Es claro que si la naturaleza del problema a
resolver es tal que se necesita realizar la misma secuencia de operaciones sobre un gran
nimero de datos, una computadora que tuviese varios procesadores que pudiesen efectuar
la misma instruccién sobre varios datos a la vez nos permitirfa resolver nuestro problema
en un tiempo mucho menor que con una computadora convencional. Estas maquinas,
lNlamadas SIMD (Single Instruction stream, Mulliple Data stream), existen y la llamada

*Mega-flops: 10% operaciones de aritmética de punto flotante por segundo.
**Giga—flops: 109 operaciones de aritmética de punto flotante por segundo.
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“Connection Machine” de la compania Thinking Machines Corporation representa el ejem-
plo mds exitoso a la fecha (Hillis, 1985, 1987).

Hay una dificultad bésica a la que se enfrenta una computadora de este tipo, y es que, a
menos que sea empleada y disefiada para un problema especifico, las conexiones entre los
procesadores deben ser cambiables de acuerdo con la naturaleza del problema a resolver.
Por ejemplo, una simulacién hidrodindmica en la que cada procesador simula un elemento
del fluido, necesita de conexiones entre procesadores vecinos inmediatos, mientras que un
proceso de convolucién de dos imédgenes, en las que cada procesador representa un pixel de
una imagen, necesita una geometria de conexiones completamente distinta. Una manera
obvia de resolver este problema es construyendo una computadora en la que todos los
procesadores tienen conexiones con todos los demds. En la practica, esto no es realizable,
ya que se requieren (N/2)(N —1) conexiones en una maquina con N procesadores, nimero
que crece muy rapidamente.

El éxito de la “Connection Machine™ estriba cn el uso de una topologia de hipercubo
para las conexiones entre procesadores. Un hipercubo de dimensién d consiste en 24
nodos en los que cada uno se comunica, de manera directa, con d nodos vecinos. Es
posible demostrar que un hipercubo de dimensién d es la manera éptima de conectar od
procesadores con una red de conexiones de propésito miltiple, ya que a lo mas se necesitan
d conexiones para establecer comunicacién entre dos nodos cualesquiera, requiriendo para
ello de solo d29=! conexiones. La “Connection Machine” consiste en 2'* nodos de proceso
interconectados con la topologia de un hipercubo de 11 dimensiones, contando cada nodo
con un niimero méaximo de 32 procesadores para un gran total de 65,536 procesadores.
Aunque los procesadores empleados tienen una capacidad de computo un poco menor al
de una computadora personal, la “Connection Machine” alcanza velocidades tipicas de
0.1 Gflops, o sea, comparables a las supercomputadoras mas rapidas en el mercado.

En el caso particular de un cédigo de N cuerpos en el que la fuerza de interaccién es de
largo alcance, es necesario establecer comunicacion entre todos los procesadores. Brunet el
al. (1990) han implementado un cédigo de N cuerpos de integracién directa utilizando un
esquema 6ptimo de comunicacién entre los nodos en el que la fuerza en cada particula es
calculada al tiempo que la informacién de cada una de ellas es circulada por el hipercubo
de procesadores; en este caso el tiempo de computo se escala como N?/24 que aunque
adolece del escalamiento cuadrético en el niimero de cuerpos, caracteristico del método
de integracion directa, tiene el factor 2=% que reduce en gran medida el tiempo requerido.
Estos autores reportan velocidades de hasta 5.2 Gllops, entre las mds altas alcanzadas
hasta ahora en cualquier clase de computadora.

6.3 Codigos de “drbol”

La mente humana organiza la informacién que recibe del mundo exterior de manera
jerdrquica, es decir, con una cantidad de detalle que depende directamente de la impor-
tancia que tiene esa informacion. Asi, por ejemplo, conocemos con mayor detalle la vida
de nuestros parientes cercanos que la de parientes lejanos, Este esquema jerarquico de
organizacién de informacién es muy eficiente para sobrevivir, sin ser agobiado, en un
medio ambiente dindmico y rico en informacién. Este esquema organizativo ha servido
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de modelo a un nuevo algoritmo para tratar el problema de N cuerpos: el algoritmo de
“arbol”.

Segiin hemos visto en la Sec. 2, la naturaleza de la fucrza experimentada por una
particula depende de la distancia a la que se encuentran las particulas responsables de
esta fuerza. En un cédigo de arbol, la informacién del sistema de N cuerpos es guardada
en una estructura jerdrquica, llamada drbol, en la que la distancia entre la informacién
de dos particulas estd en funcién directa de la distancia fisica entre cllas; esto permite
que al calcular la fuerza sobre una particula, un recorrido parcial del arbol, en el que la
informacién de nodos lejanos es recobrada con menor detalle, sea posible, ahorrando asi
tiempo de célculo de una manera natural al problema. Existen en la actualidad dos tipos
de arbol que han sido implementados en cédigos de N cuerpos: drboles binarios y arboles
octales.

En un arbol binario (Appel, 1981, 1985; Jernigan, 1985; Porter, 1985), la informacion de
las particulas individuales esta en el nivel mds inferior; en el siguiente nivel las particulas
son aparcadas con sus vecinos mds cercanos y la informacion de las N particulas es susti-
tuida por la informacién de los N/2 centros de masa de tales pares. La misma operacion
es usada para definir los niveles superiores del drbol en la que se guarda la informacion
de los centros de masa de pares de pares de particulas y asi sucesivamente hasta llegar al
nivel superior que consta de un solo nodo que contiene la informacién del centro de masa
de todo el sistema. Un ejemplo de drbol binario es mostrado en la I'ig. 16a. En un drbol
octal (Barnes y Hut, 1986; Barnes, 1986), partimos de un cubo que contiene por completo
al sistema, el cual se subdivide en 8 octantes, cada uno de los cuales es a su vez dividido
en octantes y asi sucesivamente, hasta que queda sélo una particula en cada divisién. La
informacién del centro de masa de las particulas contenidas en cada divisién es guardada
en los nodos del nivel correspondiente del 4rbol octal. Un ejemplo (en dos dimensiones y
cuadrantes en lugar de octantes) de un drbol octal es mostrado en la Fig. 16b. El nimero
de niveles de un drbol que describe a un sistema de N particulas es tipicamente del orden
de log,(N), donde k es igual a 2 para un drbol binario, y 8 para un drbol octal.

Un ejemplo del cilculo de la fuerza sobre una particula, usando un arbol binario, se
muestra en la Fig. 17, donde partiendo de la particula en cuestién, recorremos el arbol
examinando nodos ¢ada vez mas superiores a medida que nos alejamos del origen de
nuestro recorrido. Se necesita entonces un criterio para decidir hasta qué nivel debemos
recorrer el arbol al calcular la fuerza sobre una particula y reglas de composicién para
propagar la informacién fisica del sistema de un nivel a otro del drbol. Un criterio que ha
sido usado con éxito en cédigos de N cuerpos de este tipo, es comparar el didmetro d; del
grupo de particulas contenidas en un nodo [, con la distancia r entre la particula para la
que se calcula la fuerza y el centro de masa del nodo en cuestion:

I
21 <l (22)

r

Si este criterio no se cumple, entonces es necesario descender a un nivel inferior y
examinar cada uno de los k nodos del nivel [ + 1 que descienden del nodo examinado. Es
claro que el pardmetro 6y fija la resolucion angular del cdlculo de fuerzas.
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final - A\
[
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IFFicura 17. Ejemplo del recorrido de un arbol binario para calcular la fuerza sobre una particula;
notese como la profundidad del recorrido es funcién de la distancia a la particula de interés.

Dado que el criterio usado implica una resolucion angular constante, es natural guardar
la informacion de las particulas contenidas en un nodo como una expansion en armoénicos
esféricos, donde el niimero de términos considerados en esta expansion determina, a pre-
cision constante, el pardmetro de resolucién 6y. Si, por ejemplo, My, r; v Qg son la masa
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total, posicién del centro de masa y el tensor de momento quadrupolar de las particulas
contenidas en el nodo [ y denotamos con los indices kl, kl+1, ..., kl+(k —1) los k nodos
por debajo del nodo [, las férmulas de composicién son entonces (Goldstein, 1980; Press,
1986):

kl+(k—1) kl4(k—1)
M= > M, = (M;)™? Z M,r;,
i=kl i=kl
(23)
kl4(k—1) kl4(k-1)
Z Q.+ Z M;(3r;r; — T‘?l),
1=kl i=kl

donde 1 es la matriz unitaria de 3 x 3. Nétese que la nomenclatura usada para los indices
de los nodos hace muy sencillo el movernos de un nivel a otro en el arbol: al descender en
el arbol, basta una multiplicacién por k para encontrar el primer nodo. Al ascender en el
arbol, basta una divisién entre k, la parte entera del cociente nos indica el nodo superior
y el residuo nos proporciona el niimero de subnodo.

Si la fuerza de interaccién entre las particulas i y j es de la forma F;; = mym; f(r)r,
donde f(r) es una funcién escalar, la fuerza que siente una particula de masa m debido
al grupo de particulas contenidas en ¢l nodo [ es

E = M f(r)r; + M(Ql se() s f"(n)

m 7 9 7.;.’

[

(rp-Query) + trQ; —

r-Q-m
ri
(24)
Los cédigos de N cuerpos que usan el algoritmo de drbol son, en general, mucho mads
rapidos que un cédigo de integracion directa, ya que, tipicamente, es necesario calcular
del orden de log,(N) interacciones por particula (Hernquist, 1987). Ademas, al reflejar el
arbol la estructura jerarquica misma del sistema, el algoritmo no impone sobre el sistema
ninguna limitacién sobre la simetria global del mismo, a diferencia de los cddigos de
expansion en funciones arménicas. Por tltimo, dado que no es necesario introducir una
red cartesiana fija, como es el caso de los cddigos de Fourier, sino que el arbol representa
una red lagrangiana, la resolucién espacial del cédigo se ajusta a las inhomogeneidades
del sistema. Por todo esto, los cédigos de arbol son, al momento presente, los programas
méas eficientes para estudiar la dindmica de sistemas de muchos cuerpos, siendo limitante
principal la biisqueda de nodos que satisfacen el criterio de resolucién espacial, y, para
el caso de cddigos que usan drboles binarios, la velocidad a la que el arbol puede ser
regenerado y que se escala con el niimero de particulas como N log(N) (ITernquist, 1987).
Rutinas de regeneracién parcial del 4rbol podrian mejorar sustancialmente la eficiencia de
estos cédigos. Al momento presente existe s6lo un nimero muy limitado de trabajos que
han sido publicados y que hacen uso de esta técnica (Porter, 1985; Barnes, 1988; Bouchet
y Hernquist, 1988; Katz, 1991).
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7. CONCLUSIONES

La simulacion numérica constituye, hoy en dia, un pilar adicional de la ciencia que com-
plementa los ya tradicionales de la teorfa y la experimentacién. Este hecho es reconocido
en sociedades cientificas internacionales y universidades que han organizado simposios,
publicado libros, dedicado revistas e incluido cursos dedicados a esta metodologia. La
habilidad de poder disefiar un experimento numérico que pueda emular un fenémeno
fisico, que por sus caracteristicas es imposible o muy dificil de recrear en un laboratorio,
debe ser parte del curriculum bisico de los fisicos que se forman en la actualidad. Hoy en
dia existen muchos problemas en la astronomia moderna que sélo pueden ser estudiados
por medio de simulaciones numéricas, e.g., el proceso de formacion de una estrella de
neutrones o las condiciones extremas que se dan en la proximidad de un agujero negro.
Dentro de este tipo de problemas el “cldsico” y con mayor tradicién es el problema de
N cuerpos.

IZn este articulo hemos presentado una panorama moderno del estado actual del pro-
blema de N cuerpos en la astronomia y de sus perspectivas hacia el futuro. [lemos exami-
nado con cierto detalle las téenicas usadas y dado ejemplos de actualidad del uso de cada
una de ellas. Se han discutido también los peligros inherentes en simulaciones que no han
sido disefiadas adecuadamente y en los excesos que pueden ocurrir al aceptar resultados
numéricos que no han sido racionalizados de alguna manera. Esperamos que el lector
haya obtenido un esbozo de la importancia de este tipo de cédigos en la Astronomia en
particular, y de la fisica, en general, ya que estos cédigos se aplican de igual mancra a
todo sistema formado de particulas, o que puede de alguna manera modelarse por medio
de una representacién granular, y cuyas fuerzas estin dadas por las mismas partes del
sistema. Esperamos que este trabajo haya contribuido también a formar en la mente del
lector una opinién diferente a la expresada por la Real Academia de la Lengua Espaiiola
en la decimonovena edicién del Diccionario de la Lengua Espanola que asevera:

Simular: Representar una cosa, fingiendo o imitando lo que no es.
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