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HESllMEN. El problema ele N (;lIerpos es uno de los problt'lTlas c1<isicosde la mec:í.nica celeste, cuya
importancia, hoy en día, trasciende el contexto planetario. El problema eleN cuerpos juega 1111 papel
fundamental en la dinámica de sistemas estelan.:-s, gal<í..cticosy ell la.cosmología. El algoritmo básico
del problema de lV cuerpos, la descripción de la evolución din.í.mica de un sistema representable
por elelllent.os discretos los (:uales est..íll sujetos a Ulla ley de interacción dada, es dc interés en
mucha. •• ramas de la física.

En est.e artículo se da un pallomma moderno del papel que juega el problema de N cuerpos
cn la a..<;tronomía. Se describen los algoritmos usados n.dllalment.e y se dan ejemplos de problemas
que han sido estudiados recientemente con cada UIlO de ellos. Se discutcn los límit.es de validez de
estas simulaciones n:lInérieas y los peligros inherentes en su abuso. Finalmente, se hac.e un esbo7o
oc prospectos futuros en este campo.

El autor espera interesar a in\'estigadores de otros C:IlIlPOSeJl explorar la aplicabilidad de estos
algoritmos en sus áreas de interés profesional.

AnsTHACT. Tite N bod)' problell1 is one of the cJassie problems of Celestial t\1C'chanics whose
importancc, nowauays, goes uc)'ond tlle real m of our planetar)' s)'stcm. 'fhe N body problem plays
a central role in the field of dynamics of stcllar and galactie systems, a.•• \\'ell a.•• in coslI1ology. The
ba.sic algorithrn of the N body problem: the dcscriptioll of the dynamical e\'olution of a physical
syst<;1ll that can be representt.'d by discrcte c1elllents which are subjed lo their mutual interadioIl,
is of interest in man)' uranches of physics.

In lhis articlc we prcscnt a re\'iew of the role that the N bod)' problem pl<tys in modern
astronomy. \Ve describe the main algorithms presentIy in use, and iluslrate C'ach with examples of
current interest in a.stronomy. \Ve discuss the limits of \'alidity of these Ilumerical algorithms and
the dangers in thcir mis\l$(~. Finally, we sketch the fnture prospccls in tltis field.

The anthar hopes to dra\\' the a1tention of physicists working in other arca." of research wlto
ma)' be intcrested in applying these algorithms in their work.

PACS: 02.70.+<1; 03.20.+i

l. INTIlODUCC¡ÓN

El problema de N cuerpos, i.e., encontrar las trayectorias de varios cuerpos 'lue se mueven
sujetos a las fuerzas que ejercen C'lltre sí, es lIllO de los proLlemas clásicos de la mcc;inica
y la astronomía. Dentro del contexto astronómico, la fuerza de interacción es la fuerza de
gravedad y los cuerpos en cuestión pucden ser planetas (en el caso de sistemas planetariog),
estrella..~ (cuando se trat.a de cúmulos estelares y galaxias), galaxias (en rI caso de cúmulos
de galaxias), o cúmulos de v;alaxias (para. simulaciones cosmológicas).
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El primer problema de N cuerpos fue resuelto por Newtou, 'luien descubrió 'lue la
trayectoria de un cuerpo, sujeto a ana. fuerza central que varía. COIl1O el inverso cuadrado
de la distancia, es una cónica. A ungue el prohlema de dos cuerpos pucde ser resucito
analíticamente, el problema de tres o más cuerpos no es soluble. Esto dio lugar, en los
siglos XVII y XVIII, al florecimiento de técuicas de pertlll'baciones para la obtención
de soluciones aproximadas en el ca..<;¡Qde IllH'slro sistema planetario, donde una masa
(la del Sol) domina a todas las demás. Como ejemplo del poder de estas técnicas per-
turbativas podemos cit.ar la reconstrucción de la órbita tIcl asteroide Ccrcs, realizada
por I\arl F. Gauss con hase en las observaciones fragmclltarias del astrónomo italiano
G. Piazzi, y el "descubrimiento" del planeta Neptuno en el aüo de 1816 por el astrónomo
franeés Urbain .Joseph LeVerrier y el astrónomo inglés .John Couch Adams con base en las
irregularidades de la órbita de Urano. Desafortnnadamente, estas técnicas pertnrbati\'as
se vuelven algchraicarncntc muy complicadas cllall<lo hacemos aproximaciones a 6rdcncs
mayores. Un ejemplo extremo de ello es el trabajo de C.E. Delaunay, 'lnien en 1860 publicó
su aproximación analítica al prohlema del movimiento de la llll1a; esta aproximación, que
contiene más de 10,000 términos, representé> 20 ailOs de trahajo y fue puhlicada en dos
volúmcncs.

El desarrollo de las computadoras en la segunda mitad de esle siglo ha tenido un
impacto profullclo en el problema de lV cuerpos, no sólo en la" técnicas de perturbaciones
a través del uso de programas de álgebra simhé>lica, sino en la solución directa de las
eCllaciones de movimiento él. trav(~s de silllulaciones numéricas de la evolución del sistema;
son cstas t't1t.imas técnicas las que son el lema del prescnte artículo. Como nola curiosa
mencionaremos 'lue el trahajo de Delauuay ha sido \'erificado usando programas de álgehra
simbólica, cnconlrándosc llllicamcntc 7 cocficienles erróneos.

La primera simulación numérica del problema de N cuerpos dentro de un contexto
astronómico fue realizada por Erick I10lmberg (19'11) 'luieu, al publicarse el catálogo
de galaxias de Shapley y Ames en 1932, <:onjeturó que la distribución aglomerada 'lue
presentan las galaxias es debida a la pérdida de l'ncrgía cinética orbital duranle cncucnlros
cercanos entre galaxias vecinas. Para probar Sil conjctura, Ilolmberg Ilcc('silaba calcular
la pérdida dc energía como función de los pantmetros del cncllcJllro: problema muy difícil
de resolver si es el aüo de 19.11y no se tiene acceso a una computadora electrónica. ,\nte
esla situación, lIolmberg id('c) tln experimcllto lIluy ingellioso: <Indo que la iluminación
producida por tina [uclIle luminosa decae C0ll10 el cuadrado de la distallcia a la ftlentc
(esto es, exactamente como d('cac la fucrza de gravedad), lIolmbcrg simuló el cllcucnlro de
dos galaxias, formadas pOI":W IJOlIlbillas eléctricas cada una, las cuales eran movidas sobre
la superficie de una mesa. Para cakular la fuerza resultante sohre una partícnla dada, la
hombilla correspondiente era sustituida por una celda fotoeléctrica y la intensidad lumi-
llosa era medida en cuat.ro orientacioncs orlogonales, y las cuatro lecturas eran sumadas
veclorialmcllle. Aunque la conjetura original de 1I0lmuerg: 110 es correct.a, esle Lrabajo
pionero fuc el primero en demostrar que los encucntros cntre galaxias son sumamente
illelásticos )' quc podrían explicar las deformaciones que algunas galaxias presentan.

En la Sec. 2 hacemos una breve descripción de la uaturaleza del problema de J\' cuerpos,
identificando los límites colisionales y no colisiona les; eu la Sec. :J describimos los métodos
de simulación más usados hoy en día dentro de la astronomía para resolver el problema
de J.Vcuerpos; cn la Seco t1 presentamos una reseiia de proyectos de investigación dc gran
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interés en la actnalidad y qne i1nstrall cada uno de los métodos vistos en la sección anterior;
en la Seco 5 hacemos una discnsión somera sobre los límites de validez de las simulaciones
de N cuerpos y los peligros inherentes en su abuso; en la Seco G comentamos sobre los
prospectos futuros de estas simulaciones y, finalmente, presentamos nuestra..'"conclusiones
en la Seco 7.

2. EL PIlO[JLE~IA DE N CUEIlPOS

El problema gravitatorio de N cuerpos (en el régimen no relativista) tiene uu desarrollo
hist.óricamente invertido con respecto a las dCllltls ramas de la física: mientras el reslo
ha partido de nna descripción del comportamiento global de los sistemas estudiados para
subsecnentemente desarrollar una descripción local de la [ísica a nn nivel fnndamental
de la interacción cntre los componentes del sist(!llIa (c.g., la termodinámica precedió a
la mecánica estadística, la Illcc;:ínica de fiuidos precedió a la teoría cinética de ga..'lCS, UIl
estudio de las propiedades mec,íuicas de los materiales precedió al estudio de la estructura
atómica y molecular de los mismos, ctc.), en el campo que es tema de este artículo se
conoce la forma de la intcraccicln gravitaciona! desde UIl principio:

a Planetas O7nncs in se muto g7'aves essc jam ante probavim7ui,
nt & gravita/cm in unu11lqucmque seo7'sim spec/.attul1
esse rcciprocc uf. quudrntum distantitE Iocoru1n a centro pIane/d:.
El inde consequens esl gmvilatelll in Olllnes p7"01lOrtionale1ll
esse materil£ in iisdem".

Isaac Newlon,
I'roposición vii, TeorcnHl VII.
I'hilos0l'hitCN atumli.' l'7"Íncil'ia Mathelllatica.

O, en un lenguaje mAs moderno:

F = _C1ll11ll2., .r-
(1)

Esta es la única de las cnatro fuerzas conocidas que afecta a todas las partículas del
universo, sean éstas mallzanas o galaxias, !ladrones o leptones, siendo ademAs siempre
atractiva; es por esto <¡ue, aunque la gravedad es la más débil de todas las fuerzas, la
suma de las contribuciones de toda la ma.teria y energía a la fuerza de gravedad hacen
que sea ésta la fuerza que da forma al Univcrso.
La forma de la Ec. (1) parece simple; sin embargo, la dependencia no lineal en la dis-

tancia hace que la evolución de un sistema compuesto por más de dos partículas no pueda
ser conocida analíticamente. Por otro lado, el decaimiento cuadrático cou la distancia no
es lo suficientemente rápido como para poder despreciar los efectos de maleria distante.
Afortunadamentc, los efectos producidos por la materia distante pueden ser separados,
en general, de los producidos por la materia ccrcalla, como a continuación veremos.
Sea una partícula inmersa en una nube uniforme de partículas (Fig. 1). Si la distribución

del sistema es simétrica eOIl respecto a la posiciólI de la partícula que nos int.eresa, la fuerza
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promedio sobre ésta es nula; sin embargo, la naturaleza discreta del sistema producirá
!lila componente fluctuante en ('sta fU('l'z<l.Descompongamos la fuerza gravilacional lotal
que siente la primera partícula en \lila sUllla de contribuciones dehidas a las partículas
dentro de cubos imaginarios en que dividimos al sistema. La cOlltribución de 111) cubo
cualquiera a dicha fuerza. es proporcional al lIúmero N de partículas contenidas en el
cubo e inversamente proporcional al <:uadrado de la distancia, 1", él la primera partícula.
De e.sta relación podemos vcr que, si además imponemos la condici6n de que lodos los
cubos contri huyan con fuerzas de igual magnitud, el tamatl.o de éstos debe aUlJlent.ar con
la distancia a la partícula, de manera que el nlllllC'rO de partículas contenidas aumentc
como el cuadrado de la distancia.

La fluctuación promedio en el IIlÍllIcro dc partículas en cada clIho está dada por tina
distribución de Poisson:

t;.N I 1
-----ex-
N - IN 1"

(2)

donde helllos usado la condición N ex 1'2.

La Ec. (2) es muy importante, ya 'lile nos dice '1ue, aunqlle no debemos despreciar
la atracción gravitacionai de las partes lejanas del sistema, las fluctllaciones estoc¡~,ticas
asociadas a ella..,;;decaen n-ípi<iamcllte. Esto IIOSpcrmite descompoller la ftlcrza de gravedad
en dos partes: lIna irregular, debida a las partículas cercanas, y otra regular, debida a las
partículas lejanas; esto cs,

¡'~otal= Firregular(distancias cortas) + Fregular(distatlcias grandes). (3)

Estimemos ahora las escalas de tiempo eH que varían esta dos componentes de la fuerza
y que llamaremos escala de lieTn]JO coLisiona! (lcol), en el caso de la componente irregular,
y escala de liempo dinámico (Idi,,), en el caso de la componente regular.



El. pnOBLE~IA !JE N CUFnl'OS EN LA ASTnoNo"íA 705

v
• n

FIGUnA 2.

I------v tcol

Si definimos lcol ('01110 la. cf'cala de tiempo eJl que la probahilidad de sufrir un encuentro
gravitaciollCli "fuerte" (i.e., COII ulla separación cllt.re las partículas, 1", mellor que una
scparacián crítica, 1"l'()I, definida má.s adelante) (-'5 igual a la unidad, entonces

(.1 )

donde 11 es la densidad ambiontal de partícnlas y V el volnmen del cilindro barrido por
un disco de radio ro:ol, que se 11I11('\'(' eDil ulla partícula de velocidad v en un tiempo teol
(Fip;. 2).

La pregunta, ahora, es ¿cwil (lS ('1 valor de reol? Usnalmcntc se adopta el paní.lJlctro
de impact.o que resulta en ulla c1cflcxi6i1 de 90°; esto corresponde apl'oximadnmt'ntc a la
distancia en que las energías cinética y potclIcial de las partículas en colisión son iguales.

G
.,

.,71l- 1 2
-- = -l1lV •
Teol 2 (5)

donde", es la masa de las partículas. Sustituyendo este "alar de r,,,l en la Ec. (.1) obte-
ncmos la escala de tiempo colisional como función dc los panimetros locales del sistema:

teol = v3
1rrG'1m'1n' (G)

Para expresar 'ml ell fllllCi611 <le los panílllelros glohal('s (!l'1 sistema (i.c" elllúllwro total
de partículas N, el tamaño del sistema ¡¡ y la raíz cuadrada de 1" volocidad cuadrática
media. lIrllls), usarnos el teorema del Virial, PI {'llal estahlecc quc, ('11 1111 sistema ('11 equili-
hrio, el doble de la ellergía cillética total es igual al valor absoluto de la energ;ía potencial
total:

(7)
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Dcspej.lllclo (Gm,)2 de esta expresión y sustituyendo CII la Ec. (G), así como recurriendo
a la relación entre densidad y níJlnero de partícnlas (n <XNI ¡¡l), obtenemos finalmente
que

( ¡¡) r
'col ex -- !I ,

Vrllls

(8)

o sea que a menor tamaiío del sistema, o mayor velocidad de sus componentes. la importan-
cia de las colisiones aumenta (i.e., lcol disminuye). De la expresión anterior vemos lambién
que el aUlIlento del número de partículas en un sistema de masa total, tamaíi.o y \"(.Iocidad
promedio constant.es, hace que la importancia de las colisiones eiecrezca, COllt rariamcntc
a lo dictado por nuestra int.uición. Esto se debe a que, aunque el IIII11H'I'Ode ('olisiOlH's
aumenta con lV, la masa de las partículas disminuye y el efecto de cada colisi6n c1t'crcce
como el cnadrado de N.

La escala de tiempo dintlmica que caracteriza a la parte regular de la fuerza se dcfinf',
usualment.e, como el t.iempo IIf'cesario para atravesar el sistema a \'(.Iocidad Vrn1S; esto ('s.

¡¡
lJiu ex: --,

Vrms
(9)

ya quc ell f'st.a escala de 1 icmpo varía la fuerza dehida a las part.es distantes del sistema.
De las dos última..., eCllaciolles vemos <¡ue

(10)

Est.e importante resultado IIOS dice quc1 en los sistemas constit.uidos por muchos c1Icr-
pos, la parle irregular, debida él CIlCUf'lltros con partículas cercanas, es despreciable con
respecto a la parte regular, debida al n'sto del sistema en su tot.alidad (i.c. fcol » lJin): en
cste caso decimos que:-iC trata de 1In .'t;.'ilcma no colisiona/. En sistcmas de pocas partícula.s
es la parte irregular la que domina, razón por la que los llamamos si.'ilC1rW.'lcoli/iionalcs.
Est.a categorización cn sistemas colisionales y no-colisionales 5610 d{'pende dd número
total de partículas eu ,,1 sistema.

La 'I~'lhla I entista Ulla serie de sist('mas dimímicos astronómicos. cn orden ascelldcnte
de tamaños, junto COIl el Illtmero típico de COIllPOIl{'lltes y escalas de t.iempos colisional .Y
dinámico, a.sí como la raz<'>Il(,Ilt.re {'stos. N6tese CcJlllOesta raz6n cn'ce rOIl el lItl1lwro de
part.ículas en d sistema y la variaci6n tremenda dc su valor. El hecho de q\le la \'ariaci6n
t.f'mporal de las fucrzas eH uu sistemallo.colisiollal sea mllY diferelltc a la de 110 sistema
colisional ha dado IlIgar, eJl eada ca.~o, al desarrollo de algoritmos dif('rclltes para rc~ol\'cr
el probl{'tlJa de iY cucrpos; SOIl ('stos algoritmos los qlle discutiremos ('n la sigtli('lIte s('cci6n.

3. ;>'¡(éTODOS DI; SOLUCiÓN

Las (,cllacioo{'s que drscri1>cll el mo\'imiento de iY partículas sllj(~las a fuerzas dc gran'dad

mailto:sistemallo.colisiollal
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TABLA I.

Sistema físico N Tdin Teol 7~ol/Tdin Escala espacial
(106 años) (10. años) (m)

Grupo estelar ::::10 ::::1 :::: 1 -1 ::::1015

C,írnulo abierto 103 1 10 10 10'6

C,ílllulo globular lO' 10 103 102 1017

r-:lIcstra galaxia lO" 102 107 lO' 1020

Grupos de galaxias 10 103 103 1 1021

ClÍlIlulos de galaxias 102-103 103 2 lO' 10 1022

Los llIímcros en la tabla son sólo aproximaciones dl'Jltro de un orden de magnitud.

mutuas forman !lB sistC'llla de iV ecuaciolles diferenciales acopbdas, de segundo orden:

i = 1, ... 1 iV, (i 1)

donde mi Y r¡ son la masa y el vector de posidón de la i-ésima part.ícula, respectivamente;
F¡ es la fuerza total sobre la misma, G es la constante de gravedad, y rij == r¡ - rj.
Dado que cada ccuaci()1l involucra Ulla SlIlIlatoria sobre las (i\' -1) partículas restantes,

tal pareciera que se n'quieren del orden de JV2 operacioncs para evaluar t.odo el sistema.
Sólo los programas usados para simular sistemas colisionales SOIl los que requieren ese
nt'lIl1erO de operaciones, ya que la parte n'gular de la fuerza puede ser ('stima<!a con
mellos operacioncs.
En esta. secci6n descrihiremos los algoritmos lIsados hoy cn día. cn el campo de la

astrofísica. Para sistemas colisionales se emplea el método de integración directa, para
sistemas no-colisionales se recurre a los métodos de fllllCiollcs arm<Ínicas y de FOllricr.

.1.1 Método de integración dirccta

En este método las fuerzas se calculan explícitamente usando la Ec. (11). A con! inuación
es!Jozamos el algoritmo usando la sintaxis de FOHTHAN'. La integración ele las ecuaciones
de movimiento se llluestra de manera eS«(IH'm:itica, ya qlle sólo !lOS intf'resa contrastar las
diversas maneras de evaluar las fuerzil:-i.

1. Cálculo de fnerzas:

IlIiciar las variahles de fucrza

do i = 1, N
F, = O

.Incluimos la cxpresi<',1I cnd do <)UC1aunque 110rOI"lUti parte de la definición de FOItTHAN 77, se
ellcuenl fa cn varia." {'xt ellsiolles populares de ('ste lenguaje; Sil significado es obvio.
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C1ld do

Acumulación fllel'zas

doí=l, N-]
doj=í+l, N

Fij = (G1I!,11Lj/1})r,j
Fi = F, - F'j
Fj = Fj + Fij

cml do
c1ld do

2. Integrnción de las ('ctlaciollcs de movimiento:

do í = 1, N
Yi(t + il/.) = y,(t) + (F;/11l;)il.t
ri(t + il/.) = r,(t) + Yiilt

cnd do

3. 11lcremento de la variable temporal:

t = t + ilt

Este método modela de manera exacta un sistema. de lV partículas quc illteraclllan
gravitacionalmcntc, excepto, obviamente, por los errores de reeiondeo y' lruncamicllto;
eslo nos permite simular tanto la parte regular como la parte irr<'glllar de la fucrza, lo
qlle hace que éste sea el método preferido para moclelar sistemas colisionalcs.

El hecho de qlle el número de 01)(~racioIlcs lIcccsario para integrar las ccuaciOlH's de
lIIovimient.o se ('sen1e como 1\,2 limita el tamailO de los sistema.'" modelados con ese
tipo de algoritmo. Para aminorar esta limitación se ha introducido el uso de algoritmos
lJlulti-paso. En esta variantC', la contribución de partículas lejana.'i, a la. fuerza ejercida
sobre tilla partícula dada, cs actualizada mcnos frecucntemente qlle la contribución de
partículas cercanas, siendo esta contribución extrapolada de las contrihuciones a tiempos
anteriores. Aun con el liSO ele esta técniea. ei lItllllero lIl~ximo de partículas es del orden
de aproximadamente 103 flara el caso de superromputadoras (Dllnrau, 1986).

Existe también un problema en la aplicacióll de la Ec. (11) cuando Tij ~ O, ya 'lile en
este caso la fuerza divergc. En un sistema físico real esto no sucede, ya que las partículas
no son puntuales; eH las simulaciones numéricas se acostumhra suslituir la cxprC'sión rlj
ell el dCllolllillador por (l'Tj + (2)3/2, dUllde el nulio de dilución, (. ('S illtrodllcido para
e\'itar la c1i\'('rgcncia. La Illleva exprcsióll dp) potencial. llamado "potC'ncial sUélyizado",
corresponde él una distrihución de masa

(
:)11I )

pp(,.) = _1",:1 ( 1..2)-~1+..."
(-

( 12)
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conocida como esfera de Plummer (llilllwy y Tremaine 1987). El uso del radio de dilución
es entonces equivalente a sustituir la aproximaci6n de masa puntual por una distrihución
extendida de ma..sa. Aunque el radio de diluci6n evita. la..o; fuerzas divcrgcntes, su uso
implica '1ue la fuerza '1ue se está modelando no corresponde a la fuerza de gravedad
IIcwtoniana de un punto masa, para l' < (, El uso de esta aproximación 110 es adecuado
para sistemas en los que ( es mayor que ia separaci6n media entre tina fracci6n significativa
de pares de partículas en el sistema. Una solución III¡\S elegante de este problema consiste
en rCfJu/arizar la.,;; ecuaciones de movimiellto para el caso de pares de partículas muy
(:ercalla.s (KIIstaanhcimo y Steifel, I!J(5). El proceso de l'eglliarizaci6n consiste en hacer
tina transformación a UIl nuevo conjunto de coordclladas espaciales y tcmporales el1 las
quc desaparece la singularidad de la.")ecuaciolles de movimiento [Ec. 11] para rij = O.

La. influencia de Sverrc Aarscth en el uso de este tipo de algoritmos ha sido fundamental.
A {~Ise deben innllJlH'rables artículos al respecto. así como los códigos lIl<lS sofisticados y
rficicntcs. Referimos al lector interesado CII estas t(~cllit:a .., a 11110de sus exceicllt('s artículos
(Aar~eth, 1985) .

.7.2 /'vfélodo de desarrollo en funciones armónicas

La idea básica ell est.c IIlHodo ('S sustituir la expresi6n para la fuerza gra\'itacional, dada
en la Ec. (11), por 1111desarrollo finito ell la.., funciolles armónicas adecuadas a la simetría
del sistema quc será llloddado. Como verelllos en Un momento, esto ('\.ita la dependcncia
clladriÍtica en el 1111111e1'0de partículas, climillando cn gran medida la limitación pnra
JV I)('qi1eiJa inherente al método de illtegraciólI directa. Se introdtlc(', sin I'lIllmrgo, otra
limitación: los sistemas modelados deben prcseJltar, y mantetlC'r, tina simetría global para
C]1I1' la eXIHC'sión del potellcial y las fuerzas, en fuuciones armónicas, cOllverj"a r¡lpi<!amente.
Se tiene además que, dado que las partículas no "ven" dircctanH'lltc a Ia.s partículas
quc forman el resto del sistema, sino a la dist.rihución de masa suavizada cr¡lIivalellte
al desarrollo finito, se elillliuan eu grau lIIedida los efl'ctos de la parte irregular produ-
cida por las colisiones con vecinos cercanos; es por esto qtlc el uso de este método esUl
limitado al modelaje de sistemas no-colisionalcs qlle prCSCtltan cierto grado dI: simetría
global.

Examinemos ahora un poco más ell detalle ctlmo funciona este método para el caso
de UII sistema con simetría cercana a la esfl~dca. El potencial producido en r por una
masa pUlltualunitaria en r' pucde expresarse como la serie infinita de arrlltlnicos esféricos
((;=1)

,.1
YI.",(O, ó) Yi.",(O', Ó') 1+<",.

>

dOllcle (7',8,9) Y (r',B',4>') s011las componentes en coordenadas esféricas de lo~ vectores r
y r/; Y/,m Y Y¡,m son el armónico esférico {!c ordell 1, 111, Y su complejo conjugado; y r< y
1'> son el mínimo y el IIl;íxiIllO, respcct.ivallH'nte, de l' y 7".
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El potencial producido por todo el sistema de N partículas es entonces.

1=0 m=-I

1;rYI, •••(e,9)
2/ + 1 x [¿Yi. •••(el,9')1'~:1+¿ Yi, •••(el.9'l,.1;~I]

r'<r r'>r
(14)

esta expresión ('s de la forma:

q'(r) =¿YI, •••(O, <1» X [Al, ••• ,,1 + Ill,•••7,-(l+l)J,
1,711

(15 )

donde las :\l,m = A[,m(r) son los 1ll01lH'lItos ('xterllos )' la..') 131.", ::;:: I3t,,,,(r) los momentos
internos que tipifican el potencial (e.g'l 11I0110(>010,dipolo, clIndrllpolo, octllpolo. ctc.). La
[w'fza es calculada evaluando el ~radil'lltl~de la expresión anterior.

Comparando las Ec. (1.1) y (15) \'(,IIIOS que los cocficiclllps :\l,m y nZ,m implican IIlla

SlIlIlatoria sobre lodas las partículas exteriores e interiores a r, respectivamente:

\ (.) _ '\' ( ') _ 4;r '\' \" (e' -1,1) ,1-(1+1)
1 l.m rl - L al,m r = 2/ + 1L I,m ,'P 1 1

r'>r r'>r
( 16)

donde las (11,111 y lJi,m son I<L'5contri1>uciolles individuales de cada partícula a los momentos
d"l pot"ncia!.

¡\ 11nr¡ IIC cst o parcce ind icar que es Il('ccsario e red llar tilia su ma toria ad iciolla I so hre todo
el sist(,IlHl, s610 es lI('cesario efectuarla para la partícula m,is illtC'rna, ya que si ordcnamos a
las pnrtíclllas ('n orden asccndente de distancia radial al c(~lltro de cxpansión, los momentos
eH la posici6n dc las demás partículas SOIl f,icilmcnte calculahles de malH'ra rC'c11rsiv<l. Por
ejcmplo. los momentos internos calculados en la posici6n ri+! son los mismos momcntos
calculados para la posición r¡ m,is la contrihución dc la i-ésilll<l partícula a los mismos; de
mallera an,ilog;l, los 1I10lllentos externos l'1I la posición r¡+! SOIl los IIIomentos calculados
cn r¡ menos la contribución de la partícula en r¡+l. Este ('s el truco que nos permite
cairular las fucrzas ell el sistcma, ('vitando la dol)lc sumatoria sobre todas la,'";partículas.

EII la pr;íct ka la limitación ('11 la ral'i<1pz <1('los códigos h,L"a<1os en este al~orit 1Il0 está
dada por la rutina <1('ordenamieuto, cuyo tiempo de ejecución se escala como iV log(,y)
("on <'1lllímcro de partículas. Para ('6digos que trullcan la expansión cn armónicos esf{>ricos
en 1 = :3, el número de part ículas Cj1Wpueden ser manejadas ell 1111ticmpo razonahle est;!
ent.re 10.1 y 10-1, siendo el tiempo de proCl'sador c(,l1tral de 0.01.1 sC'gulldos por part.ícula
y paso de illtegraciólI ell \Ina computadora VAX 11/7S0 (AguiJar, 1985). A contillllación
('shozalllos una posible illlplclllclltac:iúlI dc este algoritmo:
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1. Ordenamiento de las partículas por distaucia radial:

1'1 < 1'2 < ' .. < ri < ... < 1'N

2. Cálcnlo de momentos y fnerzas para la primera partícula:

AI,m = L.~=2Ol,m(rj)
!ll,m = O
F1 = '\7r¡<I)(ri; Al,nll n/,m)

3. Cálclllo de momcntos y fuerzas para las partículas restantes:

do i = 2, N
'\I,nI = AI,m - ll/,m(r¡)

131,m= !ll,m + b'.m(ri-tl
Fi = -\7r/ll(rii AI,Jfll Bl,lIl)

end do

4. lntcp;raei<ltl de las cCllaciollCS de movimicnto:

do i = 1, N
Vi(t + t.t) = Vi(l) + (F¡f11l;)t.1
ri(t + t.t) = ri(l) + vit.t

e1ll1 do

5. IncrrIllcnto de la variable temporal:

t = t + t.t

( 17)
<I>(r) = J J J ,,(r') X e(lr - r'\)d"r',

El potencial producido por una dist rihucióu de masa ,,(r') eSI" dado poc:
S.S Método de FOllricl'

don(le 1
G= I '\'r-r

(1 S)

es la fuuci"n de Gn'en para la interacci"n gravitacioual (.Jacbon, 1!l7ó).
El potencial, expn'sado ell ('sta fOl'llla, ('S r('conocido como la ('ol)\'oluc;,," de la fIlIlC;"O

de densidad con la función de G rN'n:

<I>(r) = fI(r) (9 (:(r).
( 1!l)
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Usando el teorema de la convolución, podemos expresar esta opcraci6n como 11na l11ul-

tiplicación el! el espacio de Fourier (llracewell, 1978):

<I>(s)= p(s) X (:(s) (20)

donde p(s) denota la transformada de Fourier de /'(r).
La ,.entaja de la Ec. (20) es <¡ue la convolucilÍn de la Ec. (19) ha sido snstitnida por

1111<1:-;illlplc multiplicación de funcioucs. Esta. es la :-;illlpliflcación explotada por (~Imétodo
de Fouricr. El desarrollo de 1111algoritmo tllllllél'iro, eficiente j' r:ipido, para calcular
transformadas de F01ll"i('r (Cooley y Tnkey, 19(j,,) ha hecho posihle la implementación
d(' ('stc tipo de algorit.mos. Al igual que los métodos de expansión ('11fllllriOIlf'S armónicas,
las partículas 110 interactúan COII las delll<lS directamentC', sino COII la re'presentación,
1IC'('csarianH'ntc 5I1a\,(', del potencial; esto !tace que el método de FOllriel' ~('a aplicahle
solamente a sist.emas lIo-colisiona!rs.

El liSO de la transformada 1'éÍ..pidade FOlll'i('r (FFT) impone lIna lilllitaci()1I S(~\'era en
1<1 aplicahilidad de este método: las fUllciolles de dl'llsidad .Y pot.encial SOIl r('presentadas
por valores discretos ell una r('d cartesiana, COIl un IltlJllCI'O de nodos que dehe ser una
polPncia ent.l'ra de 2 a lo lal'g-o de cada eje; cua!qllipr valor de estas fundones, .Y de las
quc de ellas depf'IHiell, ('01110 la fuerza, ha de obtcllersc por medio de 1IIIa int('rpolacióJI
SOIHC 1:'1.red cartesialla. La H'prC'sent.lciólI discr<'ta de la transformada ele FOllri('r imp/ka.
ac!l'lwlS. que las coneliciones a la frolltera de la H..d cartesiana lIsada para la silllulación
SOIl periódica.", i.c., la H'gióJI rspacial finita clIhil'l't.a por la red cartl'siana £'11la que Se
eff'ctüa el cx¡)('rimellto 1l11lllPrico se repite tilla infinidad de vecC's en toclas <Jire'cciollC's.

Supongamos ulla rpd cal'tpsiana CDIl JI noclos él lo largo de c('Ida f'jc'y longit.ud unitaria
a lo largo de cada arista. S('a la terna de 1n'IIIll'r(ls pnteros n == (1, m, "') la etiqueta que
IIsalnos para referirnos al nodo de coordenad:!s (l/M, 1II/M, n/,\!), y (0,1', q) la tema
usada £'11el espacio de la transformada de Fo11ri(,f. Sea adC'lIJás 1VI.III,Il(r¡) la función
interpoJant.c q1le IIS(-I1II05para distribuir la lIIasa (h, las partíclIlas f'1l los 1I0dos de la red
,"arlesiana y para obten!'r el valor de la fll('rza !'jercjda sobre uua partícula a partir de
los \'alores discn'tos calculados el) dicha n'd. COIl l'sla cOllw'nción podf'JIIoS esbozar el
al~()rit.mo usado para calcular las fll('rzas sobre IJIl sistema de lY partículas de masa mi Y
posición r¡ = (:ZOil Yí, z¡) d('lltro del cubo cartes.iano:

0, Cílcnlo de la trausformada de Fourier de la funcilÍn de Creen:

- { n,
Go,J),q =

-1/[71"(02 -1-1/ + ,,2)1,

si 1 = 111 = n = n,

para los dl'IIHls casos.

I. Cílcnlo de la deusidad a partir de la distribución de partíclllas:

N

fJl,m.11 = L Jll¡lVt,fII,lI(rí)'

i=t
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2. Obtención de la transformada de ('onrier de la densidad:

M M M

P- = (21r)-3/2 "" "" "" p e ';i (lo+mp+nq)
o,II,Q ¿ ~ ¿ I,m,u ,

1=0 m=O n=O

3. ~lnltiplicación por C y obtención de la transformada inversa:

1> -- xCo,p,q - Po,p,q o,p,q'

M M M
<l> = (21r)-3/2 "" "" "" l' e- '¡.' (lo+mp+nq).
',m,JI ~ ¿ ¿ o,p,q

0=0 p=O q=O

4. Obtenci6n de las fuerzas eH la red e interpolación para cada partícula:

Fl,m,u = -\7',m,n(~I,m,n

M M M

Fi == F(r;) =L L L 1V¡,m,n(ri)F¡,m,n'
1=0 U!=O n=O

5. Ii1tegf<-lciún de las ecuaciones de movimiento:

doi=l, N
Vi(t + c.t) = v,(t) + (F;fm;)c.t
ri(t + c.t) = ri(t) + V¡C./

end do

6. Incrcmcnto dc la variable tcmporal:

t = t + c.l.

La f\lllci6n de interpolaci6n se acostumbra es(~rihirla como ('\ producto de tres funcio!leS
idénticas qlle se usan él 10 largo de cada eje: 1\",m,u(r¡) ;::: WI(:l:¡)Wm{Y¡)wn(Z¡). Se lIsan

varias formas de esta fllnción; si escribimos como bri = (bx¡, óy¡, bZj) la dist.ancia entre la
partícula en r¡ y el 110do en n, se tiell(, que la forma que corresponde a \lila <tproxirnaci6n
dc ordcn ccro cstá dada por

La aproximación lill('al <,s

{

1,
"'¡(Xi) =

O, para los dcmás casos.
(2I.a)

{

I - MI8.ril,
",¡(:ri) =

O.

si ;\/ 18x;J :;; 1;

para los dem;ls C(l$05;

(2 Lb)



714 LUIS A. ACUlLAR
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FIGUBA 3. Funciones intcrpolantcs.
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Finalm('ntc, la aproximaci6n cuadnítica es,

",¡(.1:i) =

3 ., 2 14- ¡\f-óxi' si i\flóxil :,; :¡;

l 32(2 - Mlóa:il)2, si 1:,;Mló.1:;1 :,; ~; (2I.c)

o, para los demás casos.

1\ estas formas, quc aparecen grafieadas CH la Fig. 3, se les cOlloce respectivamente como
aproximación de "nodo más ccreano" (NGP: Nca7'cst Gl'icl Poinl), aproxim<lci6n de "nuhe
en celda" (CIC: Glo1ll1 In Gell) , y aproximación de "nube triangular" (TSC: Trianglllilr
S}wpc Cloud). La primera aproximación produce ulla interpolación discontinua, la segunda
aproximación produce una interpolación continua, pero cuya derivada es discontinua.
Aproximaciones de órdenes mayores producen interpolaciollcs cada vez más suaves, sin
embargo, resultan en algol'i1mos más lenlos.

El uso de la lnisma función interpolante en los pasos 1 y'l del algoritmo garantiza que
no haya fuerzas ficticias de partículas sobre sí mismas, ya qllP ,,1 mismo esqllema ('s uS<ldo
para propagar la información de la posición de las partículas a los nodos de la red, y para
recobrar la fucrza sobre las mismas a part ir de los valores ell la 1'('(1. Sin cmiJargo, las
ccuaciones de movilniento que resultan no corresponden a UIl sistema hami1toniano y HO

conservan, por tanto, la energía (Efslathiou el al., 1!J8.í). Este problemil puede ser e,'¡lacio,
si cn el paso ti se usa lFI,m,n para interpolar el potencial cn la posici()1l de la partícula y
lllego derivar éste para obtellcr la fuerza sobre la misma1 ell lugar de efectuar primero la
derivaciáll y lucgo la intcrpolaci<ln. Aunque este csqu.cm:t garantiza qnc la fuprza calculada
Cf; ahora conservativa, sc tiene que, al usar Il'l,m,1I para obt.ener el potcncial y lIO la fuerza,
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TABLA JJ.

Forma correcta N pequeño
de fllerza.c;

Intermedio
N grande Resolución espadal

A Igori tillO

Integraci6n directa.

Fu Ilciones arm()n icas

FOllricr

N
_ \03

_ la'
- \O.

~létodo para
calcular fucrzas

C.ilculo (lirecto

Desarrollo armónico
Transformada de I,'ollrier

Vcntaja Dcsventaja

la fuerza qlle ejerce lIlla partícula puede afectarse a sí misma, y como resultado, no se
conserva cllllollwnto lineal dd sistema. Es importallte hacer notar que la no conservación
de la ellergía, o del momento lineal, en lIllO ti otro ca.<;o, no son dehidos a errores de
redondeo o truIIcamiento, sino que tienen su origen en el algoritmo mismo. 1\1 IIsar este
método para hacer una simulaci61l Ilumérica, ('5 lIt'cesal'io tomar lIna decisi6n COII respect.o
a qué esquema usar, dada la lIaturall'za del sistellla que se estudia.

Una limilaci6n adicional de este método es que, aunque el Ilúmcro de partículas que
pueden seguirse puede ser elcvado, lIegaudo I,,",la N = 105 (ílliller y Smilh 1981), la
resolución espacial de la simllladólll'stá dada por l'lnúmero de lIodos de la red cartesiana,
típicamente G.l:J nodos. E:-;to implica qlle la resoluciólIl'spacialm,íxima es de sólo lIna parte
cn 6,1. Los sistcmas cstelan's y g:al¡ícticos se l:ara~tprizan por ulla gran concentración
ell sus partcs ('cnt.rales y el método de Fourier r<'s\dta inadecuado para simularlos. El
método de Fourier se ha usado principalllll'lltc para realizar silllulaeiollcs cosmol6g:icas de
la estructura en gran escala d('l 1II1i\'l~rso él ('po('as tctllprana:-;. cuando las nuctuaciones
dc densidad qllc darán IlIgar él galaxia ..';, no hall crecido mucho todavía. En este contexto,
la particularidad dc estos métodos de tcnl'r condiciones prri6c!icas él la frontera, resulta
ser una vent.aja, pues ésta es la ('ondición lIat IIral cuando la silllulaci6n represcllta un
pedazo de HIl universo infinito. AUII así, algullos autores hall modificado este algoritmo
de manera que las fucrzas ellt.re partículas ccrcanas cs calculada usando un método directo
(Efstathioll el al., 1985). A este tipo de algoritmos, '1"C permill'lI IIl1a resolllciólI espacial
mayor, se les denomina 1'3í11 ("I'a7"ficle-l'a7"ficle, Parlicle-Mesh "), a diferencia del método
de FOllrier orip;inal 'lile es un al¡o;oritmo tipo l'íll ("l'm'licle-Mesh ").

Para concluir esta secci611, I"l'sulllimos en la Tabla 11 las caraclerísticas principales de

los algorit.mos descritos .

.1. I'HOTILD1AS ILUSTIL\TI\'OS

Ilustrar(,lllos ahora cada tillO de los métodos vistos Cll la sección anterior usando trabajos

tomados de la litcratura recientc.

-1.1. El profJlema de tres CllCl.TJOS

Los sistemas hinarios de estrellas son IllUY i1l1portantes para la e\'olllción dinámica de
si:.;tc1llas cste1arps CII los que las colisiones no son despreciahlcs, ya que al interactuar con
otras estrellas los sistcmas iJinarios actúan COIIIO f\lentes y SUlllideros de energía para el
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FIGUHA 4. Par<Ímctros que definen la colisión de 1111 sistema binario con una tercera partícula.

sistema al intercambiar 511 energía orbital inl('rJw. eDil la energía de la colisión. Existe, sin
embargo, UIla gran dificultad en modelar los ('fcelos de una población de sistemas binarios
en UIl clÍmulo de cstrcli¿:u.;; ésta es debida a la diferencia tan grande ell ('seala<=; de tiempo
entre los períodos orbitales de las binarias y la eseaia de tiempo dinámieo del e¡'¡mulo. En
nn e¡'¡mulo globnlar, por ejemplo, el tiempo coli"ional promedio es del ordeu de 109 ailos,
mientras qne los períodos de los sistemas binario" pueden llegar a ser del orden de horas.

La táctica él seguir cn este problema es estudiar primero el problema de la dispersión
de liBa estrella por t1l1 sistema binario, y obtener fórmulas estadísticas qlle permiten
calcular el intercambio (!Il energía, como funei{)1l de los parámetros de la rolj~:;ióll; estas
fUllciones, llamadas secciones eficaces de dispersión, pueden entonces ser incorporadas en
uua simulación global de todo el c¡'¡mulo globular eu la que las colisiones sou tratadas
de lIlan('ra estadística. La lIaluraleza de este problema -ntÍmero reducido de partículas,
cf,'ctos colisionales importantes y una gran precisióu re'luerida- hacen '1ue el mi,todo de
integración directa sea la herramienta natural para tratarlo.

Aun el problema nUls simple de encontrar las sccciolles eficaces de dispersión no fue
estudiado exhaustivameute "iuo hasta hace sólo lIIIOSailos (lIut y Baheall 19S:I, IIl1t 1983a,
¡9S:I", laS'l). La razóu de este retraso es el gran n"'"lero de experimeutos lIumérieos que
es necesario realizar para cubrir exahustivamente los 9 panl.metros indeprlldientes que
definen de manera tÍnica ulla de estas colisiones (Fig .. 1): Las masas 1112 y 71lJ de las
dos componentes del sist.ema binario ell unidades de la masa de la tcrCf'ra partícula, la
excentricidad e de la órbita del sistema binario y Sil fa.';c inicial J, los trf'S ¡ill~l1los9, e y
~) que determinan la orientación espacial de la ürbita de la tercera partícula, el parámetro
de impacto p y, finalmcnl<" la \'elocidad v de la colisión.

Eu I!JSI el Instituto ue Estudios Avanzados eu !'rinecton adquirió'una computauora
VAX 11/7.50, la segunda en la historia del IlIstitllto, euya primera comp"Iadora ha"ía
sido la máquina cOllstruida por .John von NCUIII<lIlIl. Debido a la poca familiaridad de
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los investigadores en el uso de esta máquina, ésta fuc usada infrectlcntrlllclllc durante su
primer aiJO de operación, circunstancia aprovechada por 111l joven ill\"(lstiga<1or recicnte-
mente llegado de lIolanda, Dllrallle 1982, Piel 1I11taellmllló varios meses de ticmpo dc
procesador que empicó ell realizar del orden de varios millones de colisiones. En este caso,
el paso crucial en el estudio de este prohlema no se debió al método usado para intrgrar
el programa de lV cuerpos, sino al avance en la rapidpz de cálculo de las computadoras.

La Fig .. 5 muestra una colisión cutre un sistema hillario formado por las partículas 1 y
2 que se mueven inicialmente hacia la derecha, y tilla tercera partícula que se llIueve en
direccitln contraria. Como podemos aprrciar en esta figura, la colisión es más complicada
de lo esprrado: existe un encuentro e('n'ano entre las partículas I y :l al tiempo ll, como
rcsultado dc estc cllcucntro, la parlíeula 1 es lanzada cn dircecióu dc la partícula 2, con
la eual choea al tiempo /2 para salir lanzada fucra del sistema, La partícula 2 ticuc un
encuentro adicional, C'sta vez con la partícula 3 al tiempo l3, que da. romo rC'sult.ado la
formación dc un nuevo sistC'ma binario formado por las partículas 2 y :L Esta colisión, que
resulta cn lo que es conocido l"¡ la lilf'ratura como 1111 ¡'intercamhio de pareja", pl1ede ser
representado csquem¡í.ticamcntc con UI1 diagrama como el que aparrce ell la parte iJlferior
izquierda de la figura.

Existen otros resultados posibles eJl estos encuentros, los cuales se present.an csqucmá-
ticamente f'n la Fig. G. Para el caso en quc la energía total del sistema es positiva existen
sólo dos posibilidades, la '''ionización'' o rompimiellto del sistC'ma binario y 511 proceso
illycrso, la "recombinacÍólI", o formadón de un sistema binario. Cuanclo la cnergía total
es ncgativa, existe \111 número mayor de posihilidades. Podemos tener IIn "intercambio de
pareja" o 1111 simple "'vuelo rasante" en el que el sistema binario original so1>rcvi\'e~ pero
cambian SIIS parámetros orhitales. Cada. una de estas dos últimas posihilidades puede
ocurrir como una colisilm directa. en la que el resultado final ocurre después de una
sola interacción, o ulla colisión reSollante, en la que existen varios f'ncucntros entre las
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partículas antes de que oculTa el resultado filial. La colisicíll ell la Fig. :; ('5 1111ejemplo de
encuentro resonante. Los CIIClIPlltros I'C501lallt(-,5 SOIl particularmente difíciles de simular
IItIllH;ricamclltc, porque ('s Ill'ccsario integrar las ('('Ilaciones de mo\"jlllienlo durante un
tiempo mucho más lélrgo.

Podría pensarse que <lllll<llIC el nltlllPfO de pal';llllctros del prohlema ('5 elevado, una
exploración burda del espacio de parállletros es suficiente para obteller la St'CCiOllCSefi-
caces de dispcl'si611, las cuales, después de lodo, SOIl s6lo aproxilllaeioncs ('stadísticas.
COlltrarianient.e a este arglllllento, el prohlema de dispersión por sistemas hinarios rcsulta
tpller IIlJa gran riqueza de ddalle en el espacio de panllllctros. Para ilust.rar c;-;te punto
describiremos tilia serie de expC'rimentos simplificados realizados por P. 1I11t (JIut, I!JS3c).
Consideramos rolisioll(,s entre un sistema biliario de partículas de igllal masa en órbita
circular de tamaiio inicial fijo, y tina tl'ITl'l"a part íCllla de igual lIlasa que es lanzada
contra la binaria desde una separaciólI illicial t,lI11biéll fija. En este caso ('xistcll sólo tres
paréÍmetros: la fa.r,.;eorbital inicial cI(" sistl'llla hillario J, el parálllPtro de impacto de la
colisión p, que tomnrclIlos positivo para el caso de colisiones prógradas (('11 l'1 sentido de
rotación de la hinaria) y Iwgativo para el C<1.."'O rdnJgrado, y finalmente, la vdocidacl inicial
" d" la tercera partícula (Fili. 7).

La Fig. 8a Illuestra los rl'sllltados de ('s los l'xpcrilllcntos para el caso ('11que v/v. = 8,
donde v. es la \.clocidacl que hace que la cllergía lutal del sistcllla sea Cl'ro. Cada. expcri-
IIICllto es reprpsclltado por 1111símbolo cuya posichJII illdica la fase (abscisa) y parámetro
de impacto (ordenada). Si el resultado de la colisión es 1I11a ionizaci6n, el sílllbolo es un
asterisco, si cs sólo lIU \.lIplo rasantc, la po;-;ici<JIl se deja en blanco. I'O<!PIllOS ver que
existell franja.s de iOllizachJII que tiPIH'1I 1I11adt~pelldcllcia peri(Jdiea en la fase. Esto es
dehido a qllC, a lIn parállletro de illlpacto dado, la ionización OCUlTe para aquella fase cn
la 'lile una de las partículas del sistema hillario, o Sil cOlllpaiicra, pasa IIIUY ccrca de la
partícula int.rusa.
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FIGUHA 7. Condicioncs iniciales de los cxperilllentos simplificados de dispcl"si()Il.
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F'IGUH¡\ 8J\. RC~lIlt.ados de colisiones simplificada ....•para V/l' .•= 8.0.

Esta situación se complica dratmíticamcnte CIl el caso en que v/v. = 0.5, mostrado en
la Fig. 81>. Al ser lH'gativa la cllcrgía total del sistema, las ionizaciones ya no son posibles.
En cambio, tenemos ahora intercami>ios de pareja con la partícula 1, representados por tlll
"1", ('011 la partícula 2. reprcsentados por un "_", y encuentro resonantes. representados
por 1In ¡¡~". Nótese la complejidad dI' la frontera entre estas regiolH':", misma que aumenta
al considerar colisiones de mello!' cllergía. Es claro qtle alltc una sitllaci6n como ésta, es
necesario hacer un grall número de expcrimelllos autes de poder obt.eller secciones eficaces

de dispersión.
¡\{m a.sí, el trahajo de P. Hut prrmiti6 encont.rar seccioncs eficaces dc dispersión quc

han sido ut.i1izada.s en experiment.os lIuméricos que han simulado la cyolnción de cúmulos
p;loblllarcs, los cuales son grupos dt'1 orden de 105 estrellas ligadas gravitadonalmcntc
entrc sí. Estos resullados hall IH'rlnitido cnlelHll'r una virja paradoja en la evolución
din;\lllica de eslos cúmlllos, la llamada "eatástrofe gravotennodillclmica". Si pensamos cn
1111 sistema alltogra\'itante COl1l0 UIl sistema termodinámico. verelllOs que la t.endencia
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FI<;llHA 8B. Iksultaclos de colisiollC's simplificadas para v/v. = 0.;'.

natural de estos sistpm<ls es la de desarrollar 1111gradielltl. de tellllH'ratura en el que la
dispersión de velocidades disminuye del ccntro hacia afuera, ya que ést.e es el compor-
talIli('nto prescnt.ado por la cllergía potencial promedio de cada partícula cn el sist.ema.
Ahora hien, 1In gradicnte de temperatura producc 1111 flujo de energía ('1 cual ticnde a
borrar dicho gradiellle; sin emhargo, los sist.elllas autogra\'it.alltes prescntan un compor-
tamiento paradójico, ya que al perder energía, éstos sc cOlltraen y alllllent.all Sil dispersión
de vclocidaclf's; dicho de ot.ra. IIHlllera, los sistemas <lutogra\'it.aIlt.f's prcs('nlan un calor
específico nC!Jalivo, Al ceder energía hacia las partes externas, el ('Pllt.ro del sist.ema se
calicnt.a a¡'1I1 IIliLS produciendo un !!radiente mayor C'n la tellll)(lrat lira y ('st.o da lugar a
la catélst.rofe JlleIlcionada. Esta t.cllc!('llcia natural de todos los sist.elllas alltogravitanics
implica que lodos aquellos agrpgados de estrellas cuyos tiempos de colisión (<¡uc cs la
escala de ticmpo del flujo de energía) son Illrllores que la edad del Univprso. deh(,1l de
haber desarrollado una. singularidad cn sus perfiles de dClIsidad, ('arac1erística que no cs
ohservada ('11 los cúmulos globulares, los cuales, de actJ(lrdo COII la Tahla I. tienen un
tiempo colisional mCllor quc la edad del Ulliverso y 1111 IIlíllli:'rO sufidC'llt('Ill<"'llte grande de
part íClllas como para que la aproxif)~(lción termodinámica sea válida,

Simulaciones uuméricas de la evolución de clÍmulos glohulares que iuc!uyclI los efectos
de dispC'rsit)1l por ¡'illaria~; (Lightlllall y J\1cI\lillan 19S!)) hall most.rado CÓIlIO se c\'ita la
t-.illgularidad central: al aumentar la dCllsidad en el centro se forlllan sisl<'mas iJinarios de
estrellas los cuales int.ercambian energía coa las f'slreilas ell el JIlP<!io y las calientan de
estc modo. Esta cnergía. adicional cs la que alimcnta el flujo de enc'rgía hacia la periferia,
razólI por la qlle la parte cent.ral deja de cOlltraersc. Esta ellergía, sill embargo, illlplka
quc las bina.rias increlllentan Sil energía orbital (Ilrgat.iva) ji que las ('olisiolles con las
estrella.s del lIIedio se vuelven J!I"i....¡ ellergéticas hasta quc, fillallllelltp. OCllrre una colisión
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en la qlle la binaria es arrojada fuera del sistema; al ocurrir esto, se pierde la fuente de
ell(\rgía y el centro vuel\'(' él contraerse. Sin embargo, la mayor densidad central hace que
se \'lIeh-an a formar sistemas binarios, rOIl lo cllal se llega a un estado de equilibrio en
el que la continua formaci{)n de estrellas binarias impide la formación de la singularidad
central.

4" 2 /,a formación de galaxia .., elípticas

Las galaxias elípticas preseutau coutornos de dcusidad (brillo superficial) <:oustante de
forllla elíptica'y raZón de ejes qlle varía entre 1 y :J, Originalmente se pens6 que sus formas
cstaball ();.ldas por la rotación del sistema. Sin embargo, él llH'diados de la d(;rada de los 70
fll{, posible medir la \'elocidad de rotación de estos sistemas, cncolltl'.llldosc que rotaban
COII una velocidad muy inferior a la nccesaria para explicar su fOl"llla, COII lo cual el origen
dc esta forma se convirtió cu un mislcrio. Eu 10S.I, Fridmann y Polyachcuko publicarou un
libro en el que dicron a cOllocer ell occidelltc gran parte del trabajo teórico sobre dilléimira
de sistemas estelarcs d{'sarrollado por illvestigadores s{)\'i¿;ticos (fridm<ln .Y Polyachenko,
HJS-I)" En particular, IlIcllcionall una inestabilidad producida por 6rhita."i radialcs en un
sistema inicialmcnte ('sf(;rico y que hace que éste adopte ulIa forma elipsoidal. Dado qllc el
colapso gravitacional de ulla Ilube dc partículas (pl"otogalaxia) gcnf'ra de' mancra natural
UIl gran IllÍlllero de órbitas radiales, es plausihle que esla inestahilidad pllpda aparcccr
durante la formación dp estas galaxias j' explicar il.,",íSil forllla espacial. Para illvcstigar esta
hipótesis, ('5 Ilcccsario hacel" simulaciones realistas de este colapso gravil.acional. Dado que
la...•galaxias son sistemas 110 colisionalcs de II111C!loscuerpos, los métodos de integración
directa 110 SOIl los III.\.S apropiados_ Por otro lado, COlIJO la forma df' ('stas galaxias es
elipsoidal, el método de expansióll eJl arlllólliC"os {'si"iol'icos es el m:ls ad.'cuado.

J\¡enitt y Aguilar (I!JS5), y Agllilar y I\lenilt (I!J!JO) IIsaroll 1111 código de N cllerpos
de expansión en al"lllónicos ('sféricos para est.udiar el efeclo de la llamada "inest.ahilidad
de brhitas radiales" sohre ulla galaxia esférica y \lila protogalaxia, J'('s¡H'ctivallH'lItc. La
Fig. 9 1J1lI('stra Ulla secll{\ncia temporal de una sillllllación del colapso gravitacional y
l"l'lajamienlo de tina nnbc prologai<íctica, inicialull'ule esférica, de 20,000 partícnlas. Los
cuadros prescntall el colapso proyectado en el plano que contiellc a los ejes mayor .Y
menor de la configllraciúll filial. En ('sta sect)('lIcia podemos apreciar r1aramclltc cómo
la forma elipsoidal es adquirida d{'spués del pl'i1l1pr colapso y que {'sta forma es estahle.
Est.os autores realizaron tlll grall ntílllcro de ('xlH'rimcntos numéricos part ¡PIIClo de nubes
protogaléicticas de diversas forlllas, rotaci6n y tl'lIlperatlll'a inicial('s y concluyeron que
para condiciones inicial('H suficientelllellte frías (i.e., energía cinética al('at.oria), la ines-
tahilidad de órbitas radiales horra la lIlellloria de las condicioncs iniciales y establece
tilia configuración filial IÍniea, de forma elipsoidal. Esto puede aprrciars{', por ejemplo, en
la Fig. 10 donde se granea la ("oncentraciólI filial de la galaxia, medida por el cociente
del radio que incluye al 50% d" la masa del lI1odelo al radio qne iuciuye el 10%, como
fllIlCi()1l de la temperatura inicial de la protogalaxia, medida por ('1 doble de la razón
de la...•energías ciJl('~tica a pot('lIcial iniciall's. Los círculos 11(,IIos n'pn's(,lltall tilia serie de
{'xperillH'ntos realizados eDil un código de' iV ('IIl'I'I)()S que calcilla las fll<'rzas por medio
de 1llla expansión <'JI armónicos ('sf{>ricos hast.a de ordell octupolar; podelllos apreciar qHe
para temperaturas elevada.s, la conCl'lItraciúll filial del Illod el o se inCrl'lIH'lIt.a al disminuir
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FIGUHA n. Colapso gravitacional de \lila nuhe de 'lO,OOO partículas; la nube ticne inicialmente una
forma esférica y Hila ellergía cinética quc es sólo 11111% de la necesaria para estar ell equilibrio. Los
cuadros presentan el colapso en el plano que conti(,lIe a los ('jcs Ill"yor y lIlenor de la configuraci6n
final.

la tcmpcratura inicial, sin embargo, para un valor de (2T /W) ;<; 0.10 la concentraclon
deja de ser sensible a las condiciolles iniciales y tiende a \111valor a.sintótico constante, él
difer(,llcia de la tendencia mostrada por los círculos abiertos en donde la correlación COIl
temperatura inicial permanece; éstos últimos n'presentan la misma serie de cxpcrimrlltos
pero realizados COl! UIl código que sólo liSa. términos Illollopolarcs y fIUC, por tanto, forza
a la galaxia a permaneccr csférica c inhihe la inestahilidad. Es import.ant(' seJialar qne,
eJl ('stc caso, el uso de un código de expallsi<J1I l'll arm6nieos esféricos ha permit ido a los
investigadores explorar el efecto ¡-;obre UIl f('1l611H.' 110 físico dado (colapso y relajamiento
gravitacionales) de la presencia o inhihición art.ificial de \lila illestabiliciad dinámica. Es
claro 'lue la facultad de poder inhihir sclectivanll'ntl' diversos aspectos del cxpcrimcnto
permitell ohtener Ull mejor entendimiento del fcnómello quc se investiga.

Para termillar, seiÍalaremos que hasta finales de la década de los 70 se pensaha que Ull
colapso gravitacional sin disipacióll, como el mostrado en la. Fig. 9, era incapaz de formar
sistemas con la forma espacial y perfil de dCllsidad similares a los mostrados por la galaxias
clípticas rcalcs. En la década de los 80, al introducirse códigos de N cuerpos de dl'sarrolio
en rUBcioues armónicas, se demostró que esta lIoei611 era erróllC'é\. El prohlema residía
CII los códigos de illtegraciólI directa lIsados allll'l'iormclltc para tratar ('ste problema. los
cuai{'s, dehido a las serias limitacioJlC's CII el 11111 llera de partículas y eficicncia de las COIl1-

plltadoras de cntonccs, limitaban esta clase d(' ('xP(,l'illa'lllos a simulaciones que partíall de
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FIGUHA la. Concentración espacial de la galaxia que resulta de \In colnpso gravitacional, como
fllnción de la temperatura inicial de la Hube prologal;í.ctica. La concentración c~ta dada por el
cociente de los radios lélgrangianos qlle incluycll al 50% y 10%, respectivamente, de la masa total
(h.¡ sistema. La temperatura C'st,í. dada por el ('Q(.'fidentc ,,¡rial (27'/1\'), donde T y IF son las
energías cinética y potencial, respecti\'amcnte (('stc cocicnte debe ser igual a lino para un sistema
en equilibrio).

coudiciones iniciales cercanas al equilihrio. Los 1I11e\'os códigos, aUllados a los avances en
las velocidades de cálculo de las comput.adoras, permitieron renlizar silllulaciones a partir
de condiciones iniciales lejanas al ('c¡uilibrio, desculJl'iéndosc que el relajamiento producido
por tIIl factor de cola.pso grande es suficiente para producir sist.emas IllUY similares a las
galaxias elípticas reales (van AliJada, 1!J82) .

.1..1. I,a e"t7'llelllm en gmn escala del Unive7'so

lIoy ell día es claro 'lile la distrihllci<Í1l de lIIateria ell el Uni\'Prso I'S jl'rárqllica, i.e., las
('stre!las tienden a agrupars(' ('11 galaxias, las galaxias se agrupan ('11 el'lIlllllos de galaxias,
los CIIIJllllo~de galaxias ticndcn, a Sil VCz,a agruparsc cn gralld('s conglolllcrados dello-
minados slIper-cllll1ulos dc galaxias y así, sucesivamente, hasta las distallcias má..••lejanas
'lile helllos podido ohservar dir('{:talllellte (Gregory y ThoIllPSOIl, I!JS2; Gl'lIcr y IIl1ehra,
1 !lB!1). Dado que a las \'elocidad('s típicas qlle presentan las ~alaxia5, (;5ta5 no pueden
haherse desplazado tilla. distancia mayor a los rv 30 millones de ailOs-luz,. es claro que toda
('structllra o conglomerado cuyo t.alllaiJo excede esta longitud (denominada "estructura
en grnn cscala del Universo") 110 ptH'de deber su origen a procesos dim\micos. .

Las {micas pistas con que contamos sohre los procesos que determinaron la distrihución
de materia en gran escala en el lJlliverso SOIl la. observación de la radiación cósmica de
fondo y de la dist.ribución CIIgran l'snl!a de las galaxias, tal como la ohs{'rvamos hoy en

• UII aiio-Inz es la distancia recorrida por la lu;¡;durante un año, ......•!J x 1015 TlI.
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día. La radiación cósmica de fondo IlOS lH'rlllite observar la ¡¡roló~fl'ra" cid Unin'rso, es
dpcir, la t'Jlt.im<t superficie dispersora de luz CIl ('1 11I0111('111.0en quc, debido al enfriamiento
gradual <1('1Universo, los electrolles se ¡,('combinan eOIl los ll1Jclcos atómicos y el Universo
se \'1I(')\'C transparente a la radiaciólI. 1)es!!;raria<!alllclltc, la I'ndiación cósmica de fOlldo
!lO 110S provpe de Il11 número adrctl<l<!o de restricciollcs para srlecciOTlr1r, de ent.re todas
las hipót.esis, la fluís viable para explicar ('1 ol'ig<'1l d(~la estructura en gran pscala.

La:--o1Js('rvaciolJ('s directas de la distribuciólI <1('galaxias, por ot.ro lado, Pll<'c!('1\ darnos
la inform:lciclll adicional que IH'ccsilaIllOS. Sin elllbargo, debido a qlle las distancias a las
que la distribllci6n de galaxias 11a sido estudiada ('S a¡H'lIas comparablc a la distallcia dI'
innll('ncia c!illClmic:l, ('sta distribuci6n ohsprvada 110 corresponde a la producida por los
procesos qut' 1I0S illt('resall. sino que (.sta última ha ('volllriOlI:l<!o dill •.llllicall1Pllte hajo
la inflll('IKia de la furl'za de gravpdad para producir la dist.ri1>lIei611 o1>sen.;uia. Es claro
que para poder cOllfrolltar las caractl'rísti('as dl' las IH'rturha('iolll's de d('lIsidad predichas
por las hip()\(>sis cosmológica." ('011 las ohservariOll('s de galaxias. ('s Ilccesario sillllJlar la
c\'olución dilJ:tlIlica de las prcdkciolH's te6riras ¡lasta el 1ll01lH'llto pr(,scllte.

Los catálogos de galaxias más ('ompletos hoy l'n día III1Iestrean al Ulli\'(~rso en ('sea las
de h"st" ~ :lOO millolles de "íios-Illz (Jlllehr" '" "l., 1!l88). El tamaíio típico d,,¡ halo d,'
tilla galaxia IUlllinosa ('5 del ordell de ciPIl mil allos-Iuz. Esto implica qlle tina silIllllaci<')1l
de la evolución dill;t.lllica de ulla porción dd Unin~rso de est.as <iilllPnsioll<'s <lel)(' tClIl'l"
tilla r(-'solución espacial de al menos 1I11apart.e ell uf'. Si d('s('amos an~rigllar a<iemils algo
sohre la est.rnctura interna de las galaxias que s(' [orillan, digamos con Ulla r('soluci<ln de
\lila part(' ('11 lO, ncccsilamos C'ntoll('C's \lila n'sOlllci(>Il <,spacial de \lila parte ell 101. La
deJlsidad lIH'dia de galaxias es de '"V :J X 10-.1 galaxias por IlIillóll de ailo-Iuz cl'li)ico. lo
cual implica (1<'1 ordell de 10'1 galaxias dl'lltro d(,1 espacio aharcado por la simulación. Si
recordamos que «ucremos lllla I'csoluriólI lilleal d(, \lila parle CH 10 para caela galaxia. ('sto
nos da 1111total de '"V 10. partículas.

Al momellto presente, no existe programa (h~N cuerpos o computadora en (ttH~ rea-
lizarlo, qlle pllPela efectuar ulla sillllllari()1I (h~las característ.icas eshozadas arriha. lo «ue
ha dado lugar a «lIe las ill\'C'stigacioll('s de ('stl' problellla se dividan pn dos campos:
sillJulaciolll's interesadas cn (-'scalas de <i('celJa.''¡d•..millolles de allos-Iuz que 110COllsid('ran
los dl'lal1ps de formaciólI de galaxias, j' silllulaciolles «11(', partiendo de un subconjunto
de Ia.s partícula.s al momento final de las sillllliaciollcs ant.eriores, se COlIC('1l1ran ('11 la
formación de galaxias eH C'sca!as de aln'dl'dor d(~ \111lIlill(Hl de allOs-luz. Las caracterísl kas
del pro!>l('llla, 1llllIICrO de parlÍculas ('levado, baja n'soluril)1l pspacial y silll1llaci6n de \lila
porci61l del Universo qlle sc extiende al infinito ('11 todas direccioll(,s, hace <¡uc los C()di~os
de 1\' cuerpos de Fotlrier sean los Iwís ,¡(Iecllados para la prilllera clase de simlllaciOlH's
(1\lypill y Shalldarill, 198:1; ~liller, I!JS:l; Cl'lItrella y ;\Il'lott., ID8~; \Vhite el al., 1!)S:l).
Para la segunda c1a.."e de simulaciollcs ('s IIC'c<'sario telH'r tilia lIJayor resoiuci6n cspacial. lo
<¡\le ha dado IlIgar al desarrollo de c<)digos lJílJridos (h~ J\' cuerpos en los que se C'lIlpl('a ('1
IlH~todo de integración directa para calcular la fll('rza dehida a los vecinos más cercanos
y el método de FOllrier para el r('sto del sistema (Er.,tathioll y Eastwood. 1!l81). Porter
(198!)) ha utilizado también UI1 II11C\'0 tipo d(~ prograllla de iY cuerpos denominado "de
;lrhol", mismo <¡ue vcrC'lIJos cn la St'c. (j.:).

La Fig. II ¡, Il11J('stra los resultados dl' IIna "sillllliaci()1l cosmológica" de tilla porción del
Ulli\'('rso d(' l.n{)O millollPs de arlOs-I\lz de di,t.llll'tro (\V!Jite el al., ID87). La simulación !la
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FI(;llHA 11. (a) Proyt'cción eH ('1 d(,lo d(, la...•¡.!;alaxias ('11 ('1 <'<lt.ílogo de I1uchra r Gel1er (I1uchra
el al., 1988), y (1)), proyección ('orn'spolldiclltc (h~ulla silll1l1aci6n cosIIlol6gica de la rorlllaóólI de
estructura, a. Il<Irtir (leI colapso gravilacional, de UIl call1llO (le f1llctllacioll('s de (l(,llsi<i¡¡d en un
cubo de 109 años--Iuz <1(' di:í.IlH'tro realizado por \Vhil(' el al.(IHS7).

sido rC'alizada con 2IG,OO() partículas, rada tilla <1p las cuales n'IH'psC'Jlta lIna masa de tlll
poco m,ís dc 10 ¡;alaxias, y 1111 nídi¡;o dc N (,lI('rpos híbrido tipo 1':¡~1 (véasc la Scc. :3.3)
COII ul1a rejilla cartesiana de (H:1 e1PIIJ('lltos para la parte de Fourier, La Fig. lIa muestra
la distriblleión rc,,1 de ¡;alaxias CH cl ch'lo d,' aCII('rdo al eatálo¡;o compilado por Hllehra
el al, (ID88) y utilizando la misllla proyen:iúlI. La rt'giún illrt~rior donde no, aparecen
g.daxias es debida a la (:ohcrtura limit.ada del catálogo. Es a través de comparaciones
cuantitativas, y aun cnalitativas, de los n'sllitados 11I111l('ricosy las ohserv<lciones, que se
pueden pOllcr a prueha las hip/)lesis solH'e el origell de la estructura en gran cscala del
U niverfio.

Los prügramas de iV c\I('rpos han jllgado 1111 pa¡H'1 importantísimo en la transfürmación
de la cosmülogía, que pasó de s('r \lila disciplilla ('n PI <Ílllhito cs('ncialmcntc filosófico
a una deucia sujeta a pruehas eX¡H'rilllt'lIta!t'.s, ya que las simulariones "cosmológicas"
han permitido poner a pnlPba div('l'sas hiIH)lt'sis sobre el origen de la estructllra en gran
escala d('1 Universo, hipót('sis q\le d('S(TilwlI las condiciones ell el Ullivrrso en una épüca
tan temprana que 110 ('s directnllH'lltt' é\cc('sible a Illlestras OhSt'I'VilCiollcs. La simulaciones
coslllol{)gicas aparecieron por pl'illH'ra vez ('11 la dt"cada de los 70 y t.uvieron UI1gran auge
en la siguicnte década, cuando pt'rlllitit'roll des('c1Jar 1Jip()tesis como la de UI1 Universo
dominado por Ileutrinos cuya lIIasa 110 (~S igual a c('ro, y hall PU(,5to en serias dudas
a la mayoría dt' las hipi)t('sis ('OIlV('JI{'iollalt's daudo pie a '1"(, sc cmpieccIl a considerar
alt'~fIlativas exóticas como las cucrdas (,()slJlicas (I'n'ss y SpC'rgcl, 1989), Estas simulacio-
Iles han dado tall1hi('1I 1111tr('III('II<!O illlpulso a IIl1a disdplina cuya misma exist.encia C'ra
considerada absurda hast.a hace tlIlas d('radas, la cosmología oh!-'er\'acional, ya <1U<:'al haccr
posihle la (,olllparaci611 dl' las itip6t('sis ('oslIIo!6giras con las propi('dades ohservadas del



72G LUIs A. ACUILAIl

Universo ('11gran escala, hall surgido programas obscl'\'é1cionalcs amhiciosos filie pretenden
estudiar la distribución espacial de galaxias en nuestro ent.orno cósmico.

5. Lí~IITES DE VAJ.lDEZ

Los programas de lV cuerpos SOI1, hoy en día, herramientas indispensahles en el estudio
de la dimllllira de sistemas estelares. Sin emhargo, es import.ante sCllalar <lile éstos no
son ltIas quc IIlla herramienta que tiene a su disposici6u el illn~slig:ador, y que como tal
deben ser empleada cuidadosamente y en situaciones en las que 511 liSO Sf'a apropiado,
sin que garanticen, por sí solos, 1In entendimiento del fCJl(llJlcno estudiado, aun cuando el
fC'llóll1cllO haya sido correctamcnte simulado.

Tal vez la lIocióll mils importante que hay que tener presente al n'alizar 1111expf'ril11ento
de lV cucrpos, es el lI('cllo de que dicho eX¡WrillH'nto s610 puede ('l11l1lar apropiadamente el
fell6mello qlle 1I0S int('resa dentro de intervalos dill;Ímicos limitados ele extensión. tiempo,
y dcm,ls propiedades físi('as de intcrés, siendo sipmpre la se1ccei6n d(,1 ('()digo de lV cuC'rpos
cmplC'ado 1IU compromiso cntre las limitacioncs inhercntes del IlH;todo y la naturaleza de
las propiC'dades del fcn()lllcllo quc nos interesan.

Al diseilar un experimellto Ilumérico es lI('Cl'sario partir d('l felJ()lIlcJlo que se pretcnde
C'studiar: {'ste ('s ('1 quc dpciciir;Í PI tipo de programa de ¡V cuerpos a usar y, siempre qlle sea
posihle, los n's1J!tados ohtenidos df'henln ser cOlllparados eOIl result.ados obtenidos COIl 1111
programa distinto. El programa s('!recionado deher<Í. emplearse C'n rralizi1r simulacioncs
ele coutrol de algún fenómcno, similar al que 1I0S interesal pero cuyo comportamiento sea
ya conocido. Del,cIIloS recordar talllhién qlle los n'sultaclos oht.enidos en 1111cxperimcnto
numérico cOllstituyell IIna medición y «lIe, COIllO talesl dehen asociarse siempre con un
intervalo de incertidulllbre; es todavía COIllÚll \'('1' CII puhlicaciolws rcsultados nllllH~rieos
que son prrscntados sin dar alguna idea de Sil precisión. Un Pllllto IllIlY importante es la
cllcst.i6n de la granularidad del 'modelo elllpleado: las cOIlc!icion('s iniciales utilizadas en IIn
cXIH'rimento son, la mayoría de las vecesl realizaciones azarosas de !In modelo continuo, y
como tal('s, cst¡tn sujetas a fluctuaciones estadístic:ls que pllrdell afecti11' los resultados fi-
nalcs. ,\1 estudiar HII [cllólllello debení procurarse realizar 1111"ellsemble" dc experimentos
que partf'n de distilltas rralizaciones azarosas del mismo modelo t('()rico de condiciones
inidales y reportar resultados prolllcdiados sohre dicho "clls('mblc". Dacia la e1('cción entre
1111"cllsemhlc" de experimentos realizados con 1111lII'IIlIerO lIlod('sto de partÍ<'IlIa."i. O UIl sólo
experimcnto eDil 1111lIlímero elevado de partículas, ('s siempre preferible la prillH'ra opción.
Filialmente, cs importante not.ar quc aunque la rapid('z de la cOlllputadora empleada C'S1In
factor de (,ollsidel'aci()1l en la calidad de un cxperimento Illlmérico, éstc no <'5, en general,
Ull ractor illllH'pscinc!ihlc o suficientc.

A cont.illllaci<)1I illlstramos algullos ('no res o illlprecisioIH's COIllIIIH'S (,ollletidos al efec-
t.uar exp<,rimcnlos UlIllIPl'icos con programas <1(' lY clI('rpos; ca he sellalar que los ejemplos
aquí discut.idos hall sido puhlicados en revistas de inv('stigaci611 ('011 ar)'it.rajl~ illternacio-
lIal. Por discreción, !lO hemos ('Illpl('ado las figuras de los arl íeulos originales o citado los
t.rabajos, sino qlle helllos rrpetido los <,xperill\('lltos para ¡I!lst rar el t.rabajo pr<,sente. El
PlIllto importante es ilust.rar los errores de disellO en que se pllede caer al realizar un
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FIGUHA 12. Cambio porcentual en la. energía de lIlIa ~alaxia, que sufre tilla colisi()Jl con otra, de
igual masa, como [unción de la velocidad relativa (h~ colisi6n, en unidades de la velocidad rms
de la galaxia. Todos los encuentros son frontales. Las galaxias son realizaciones azarosas de 30
partículas de un modelo de Plummcr [Ec. (12)]. Los experimentos han sido [palizados con un
código de integración directa.

experimento numérico (crrorrs que han pasado la auscultación de \In ~lrbitro), no scüalar
"culpables" .
La Fig: 12 muestra los resultados de un estndio del calentamiento producido por una

colisión entre galaxias esféricas. Se trata de 10 experimentos en los que se ha simulado
la colisión entre dos galaxias esféricas de :30 partículas cada una, 'lile parten de la misma
posición pero con velocidades distintas. La IIp;lIra muestra el cambio porcentual en la
energía de ligadura de la galaxia que sirve como blanco, en función de la velocidad de
colisión. Es de esperarse que a medida que aUlllenta la velocidad de colisión el calenta-
miento disminuyo, tendencia que puede apreciarse en la figura. Sin embargo, allnado a
este comportamiento se observa una oscilación cuya amplit.ud no es despreciable. Esta
oscilación es espúrea y tiene su origen en el siguiente fenómeno: dehido a limitocioncs
de cómputo, los cxperilnentos han sido realizados usando 1In nlllllcro mllY reducido de
partículas. Esto implica que la realización azarosa usada como condición inicial tendrá
oscilaciones alrededor del modelo teórico debido a su granularidad. Estas oscilaciones
son inevitables dado el número reducido de partículas y no representan un error en
la realización azarosa. El problema reside en que se ha ut ilizado la misma realización
azarosa para llevar a cabo la secuencia de colisiones, con lo cual, la fase de la oscilación
cn la quc se encuentren las galaxias al momento de chocar estar<l correlacionada con
la velocidad de la colisión. El efecto de la colbión sobre la galaxia blanco dependerá,
obviamente, de la concentración del modelo en el momento del máximo acercamieuto.
Aunque las oscilaciones del modelo numérico usado csl1ll1 impuestas por la capacidad de
las computadoras disponiblcs cn ese momento, se pudo haber diseüado IIna secucncia más
adecuada de cxperimentos en los que se efectuara ln;ls de un experinH'nto, con realizaciones
azarosas distintEts, para cada valor de la velocidad de colisión, y [('portar el promedio, e
illtervalo de variación, de los resultados ohtenidos.
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FICl'I{'\ 1:1. Colisi6n de dos galaxias illicialllH'Jltc t.'srt"l'iC;L";'j de i~lIal lI\éL"él.Cada galaxia consta de
G.OOOparl kllla ...;y la figu ra PH'sPllt a proYt'cciolles en ('1 plano del ('11("11('111ro al in ¡('io dd ex peri mento,
dos tiempos interllledios y al filial del mismo. El •.'x¡H'rilll('llto ha sido realizado COII 1111código de
FOllrit'r usando Hila red cartesiana de G-l lIodos por lado.

La Fj~. 1:1 ¡IIuestra la 1>1'0)'('('('1011 ~ohre el pl<lllo orbital de' IIlIit colisi(}1l frolllal entre
dos galaxias illiriaillll'llte esf{'ricas. Cada galaxia ('ont.ielle (¡,OOO partículas. razólI por la
que las oscilaciones <h-I pjeJllpio anterior 110 SOIl illlpOl'l.allt('s <'11('sl(' ('aso, Sill embargo,
rCf'lIlt.a sospechoso pi il('cilo de que el experilllPlllO sea iniciado cuando las dos galaxias
están ya 11I11)'c(,l"ca IIlla de la otra y t.ermina cllando !lO se han s('parado t.odavÍa. La
raZcln es que se ha usado 1111ccldigo de 1\' cuerpos de FOllripr para realizar esta sillllllaciclll.
S('g{11l hemos visto ell la Seco :J.:J, el método de FOlll'il'l" tielle 1111r('solución ('spaei<l! IIlUY
1'0 1>I"t'; ell ('sic caso par! iClllar Sl' ha IIsado tilla rl'd carh'siana COII GI lIodos por lado, lo
CUClillOS da tilia resolul'Íón lIllI). pobre, misllla qut' ps apan'nte ell la haja eOIl('('lItracióll de
las galaxias utilizadas (eolllp;írese COII la galaxia oblPllida al filial ele la silllulación de la
Fig. U). El proi)lclIla radica l'lI quc se ha cmpll';"lo IIl1a hl'lTalllienta qlle 110 l'S adecllada
para el fellcllll(,1I0 qlle se estudia: las galaxias SOIl sistemas (h~alta concentracicln espacial y
I"eqllicrcn, por tanto, de tilia alla H'SO!Ul'ÍÓll espacial. Un Cl)digo de ¡V Cllrl"pos de cxpan~iclll
ell armclnicos ('sféricos hllhirra sido m<Ís illdicado, o en su drfpcto. un código de integración
dil"l'CÍa. En el {,xpl'rillH'llt.o aquí mostrado, el nÚIIH'l"o ('levado d(~ partículas utilizado es
dt'sl)('rdiciac!o por la pohre n'solucicln <,spacial.

La Fig. 1,1 ilustra las ('OIlS('C1H'lIcias qu(' ptl('d(' l('Il<,r lllla mala (,I('('{:i()1I de la n'solución
espacial dada por (.1 radio <1(' dilución (véase la SI..'L:. :L 1). En ('ste ("aso ~(' Illuestra la
('\"olución temporal de los radios lagTangiallos que cont.iellCII 11115%. Ioít 10%1"... 90%
de la masa tot al del Illodclo, ('1 ctlal es ulla l"l'alizaciólI azarosa de !i.OOO partículas de
1111 mod"lo d" ¡;alaxia ('011 1111 pedil d" dellsidad llamado "¡",dil d" d,'-Vallcolllcllrs" [1' ex
exp( _1'1/1 )J. La Huidad de longit.ud ell esta siIllUlaci()1I es el radio de la ('sf('ra quc contielle
la lIlit.;I(J de la lIIasa d('1 lIlodelo (radio ll1edio de lIlasa). El radio de dilw:i()1l IIsado es
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FIGUIlA 14. Evoluci6n temporal de los radios de esfera. ..•<¡ue contienen a 1111 5%, 10%, ... ,90% de
la 1Ilél...m total de urla realización azarosa de 5,000 parl ículas de una galaxia esférica con perfil de
densidad de dc-Vallcolllcrus. La unidad de IOllgitud es el radio medio de masa i"icial y la unidad
t.emporal es el período de la órbita circuiar de radio igual al radio medio de masa. El radio de
dilución, que limita la resolución espacial de la sillllllaciólI, es igual a 0.20 en esta.'; unidades. Se ha
utilizado IIn código de expansión en arlllónicos esféricos para realizar esta simulación.

igual a un 20% del radio medio de masa. Nótese cómo a llH'dida que transcurre el tiempo
aparece una oscilación ra.dial que afl'cta tilla región cuyo radio es """.5 veces mayor qlle el
radio de diluci6n. Es comllll pensar que los fpIl611wnos físicos que se manifiestan con una
longitud de onda mayor que, digamos el doble del radio de dilución, "para est.ar seguros",
tIa se ven afectados por la resolución espacial finita del código de iY cucrpos. Como puede
npreciarse en esta figura, ésta cs una suposición peligrosa de hacer. Lo que sucede cn estc
caso es quc aun cllando el radio de dilución cs pequeño, cl perfil de de-Vaucoulellrs es
IlIUYconceutrado y hace <¡ue Pi 2(;% de la energía potencial total del sistellla esté dada
por la masa contenida dentro de !Ina esfera de radio igual al radio de dilnción (10% de
la masa total del sistema). Este t'dl imo ejemplo 110 estú tomado de 1111 trabajo publicado
sino que file realizado por el autor, quiell, afortulladamcnte, tlllllGl llegó a publicarlo.
Para terminar esta sección hacemos n'fercncia al trabajo de Ilolm1>erg (19.11) qlle mell-

cionamos ell la Seco 1, ya que este trahajo ilustra el hecho de que la computadora no
es el elemento m¡-ls importante ell tilla simulación 1I11lllérica.Como vimos en esa sección,
lIolmbcrg conjeturó que las colisiones entre galaxias dehían ser altament.e inelásticas,
de manera que encuentros hiperbólicos entre g'alaxias podrían resultar en un sistema
biliario gravitaciollalmelltc ligado. En 10,11 no había complltadoras a las 'luc J[olmbcrg
pudiera tener acceso. Sin desanimarse por l'~to. Ilollllherg idró la IlUltlera de realizar 1111

experimento de iV cuerpos aprov('c1lando el !techo de qlle la iluminación de una fucnte
luminosa dccae con la distancia de la misma 1¡¡¿lIICra que la fucrz(l de ~ravcdad. En lo
ql1e constituye la primera simulación dc lV cuerpos publicada el1 ast.ronomía, IIolmbcrg
realizó UI1 experimellto en el que las partículas SOIl ~lIstituidas por bombillas eléctricas
cuya intensidad luminosa es proporcional a la lIlasa que n'presentatl. La fuerza sobre
ellas es ohtenida midicndo la iluminacióll tot.al en la posición de cada partícula. Aunque
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FIGURA 1G. Dcfofl1laci6n producida por la." fUNza.." de marea sobre dos galaxia." de dis(~o que pa.<;an
cerca una de ot.ra. En esta simulación rada galaxia esléi representada por :\7 bombillas eléctricas
que se deslizan sobre la superficie de tilla mC'sa. Nótese d>lIIo eH la configuración final (cuadro de
la derecha) las galaxias presentan estructuras c1onga<la...•en forllla de hrazos espirales.

los ff'st¡}t.aclos cuant.itativos de Ilolmbcl'g no son correctos, las características cualitativas
de un encuentro entre galaxias de disco puedell Sl'l' o1>sC'n',Hlas en sus resultados, en
part.icular. la formación de los llamados "puentes de marcall que cOllstitllj'CIl estructuras
e10ngadas diametralmente opucstas y el! forllla de brazos espiralrs que son producidas
por las fllerzas de marea (véase la figllra 15). El artíclllo de Ilolmherg 1I0S demllestra 'lile
en una simulación 1I11111rricael elemento ImÍs illlportante 110 es la eomplltadora, sino el
ingenio humano. Este trabajo debe ser lectura obligada para todo investigador que emplea
códigos de 1V <:lIcrpos.

G. PnOSl'ECTOS A FlJTUnO

EII esta sccci6n prcsentamos algullos avanccs reciellles 'lile parecen s<'r promisorios en cl
campo del problcma de JV cucrpos. Hahlarelllos primcro de avances quc han sido posihles
gracias a los adelantos tccIlol6gicos en el campo de la computación (planetarios digitales
j' computadoras de arquitectura paralela), y luego de llllO quc es dehido a UIl lluevo
algorilmo (códigos de árhol).

6.1 Planclarios digila/cs

El sistema solar es UIl sistcllla de po('os cuerpos q\le presenta problelllas intcrcsantes no
resuellos lal como el de Sil estahilidad. Por ej!'llIplo, la órhila de I'lulólI crllza la órhita de
Nept.uno, de manera q\le a menos qlle exista algllll lIl<,'C;UiÍSIIIOque lo impicla, 1111encuentro
cercallo ent.re est.os dos planetas ocurrirá cvcllluallllt'llt.c. EII est.e caso particular de pocos
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cuerpos, es posible construir computadoras cuya arquitectura ha sido optirnizada para
resoh-er este problema. Applegate et al. (1985) reportan la construcción de una computa-
dora, el "Planetario Digital" 1 que consiste en \In anillo de 10 procesadores "planetarios"
independientes que reciben instrucciones de un procesador central. En este caso cada
procesador planetario conticne la información de 1111 planeta y la información de todo el
sistema es circulada entre todos los procesadores después de 9 ciclos de comunicación.
El planetario digital funciona como un procesador esclavo que es controlado por una
computadora personal. Su tamaño físico es de slÍlo 0.036 m3, consume HO \V de potencia
y alcanza velocidades de cálculo de 10M f1ops: El uso de componentes convencionales
hace que su costo sea muy reducido. Applegate et ni. (1986) han utilizado el planetario
digital para efectuar una integracilÍn de las lÍrbitas de los 5 planetas más externos del
sistema solar, 112 millones de aiios haria el pasado y un intervalo igual hacia el futuro,
sin encontrar evidencia de inest.ahilidad. Esto:; autores hacen lIotar 'lile una integración
similar en tina computadora DEC VAX 11/780 hubiera requerido d" aproximadamente
un ailO de procesador, mientras 'lue en el planetario digital tomó solo G días.

Ita et al. (1990) y Sugimoto cl al. (1!J90), han llevado \m paso adelante la idea del
planetario digit.al y hall const.ruido el procesador "CHAPE", que consiste en una unidad
de clÍmputo con arquitectura de CiÍlcnlo concatenado (pipeline) en el que la fórmula de la
interacción gravit.acional [Ec. (1)] ha sido implement.ada ell los circuitos del procesador
(ha7'llwarc). El procesador GBAPE tiene Sil propia memoria y actüa como un coproce-
~mdor matemát.ico de tina estación de trahajo. La cstación de trahajo es la 'luc efcctlla
la int.egración de las ecuaciones de movimicnto por el método de integración directa y
cada vcz 'lile necesita el valor de las fucrzas sohre cada partícula, llama al procesador
CHAPE, el cllal, debido a Sil arquit.ectura, cs capaz de calcular t.odas las fuerzas en UIl

tiempo muy corto; al momento presente, los aut.ores report.an una velocidad de cálculo de
0.2.1 Gflops." Ita et al. están desarrollando ahora un procesado\' de arquitectura paralela
'lile debe acelerar el cálculo de fuerzas por !ln faetor igual al IllllllerO de procesadorcs
independient.es. Hesulta intercsalltc especular acerca de las velocidades 'llle será posible
alcanzar en un futuro inmediat.o ('011 procesadores dedicados que tienen un costo mll.Y
inferior al de una supercomputadol'a de uso general.

6.2 Computadoras de (l7'(¡uilectura ])(l.l'alela

La mayor parle de las COIllI>tltadora~ qlle existen hoy en día son twÍqllinas de propósito
múltiple en las que un procesador úniw 0Jlera sobre uu solo dato a la vez (SISD; Single
lnslrudion strearn, Single !Jata sl1'earn). Es claro que si la naturaleza del problema a
resolver es t.al que se Ilccesit.a realizar la misma secucncia de operaciones sobre un gran
número de datos, una computadora que tuvicse varios procesadores que pudiesen efectuar
la misma inst.rucción sobre varios datos a la vez 1108 permitiría resolver n1lcstro problema
en un tiempo mucho menor que fOil Ulla computadora convencional. Est.as máquinas,
llamadas SIl\ID (Single Insl1'uclion SI1'CClm, Mutliple Dala st1'CClm), existen y la llamada

°i\fega-fiops: lQ6 operaciones de aritlll('lica de puuto flotante por segundo .
. oCiga-fiops: 109 operaciones de aritlll(,tica de PUllto flotallte por segundo.
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"Conncctioll ~lachillc" de la compailía Thinkiug l\lachincs Corporatioll representa el ejem-
plo más exitoso a la recha (Hillis, 1985, 1987).

Hay tina dificultad b¿isica a la que se enfrenta ulla computadora de l'stp tipo, y es qlle. a
menos que sea empIcada y diseiíada para 1111prohlema CSIH'cífico, las corH'xiollcs (,llLrc los
procesadores deben ser cambiables de acuerdo con la naturaleza del problema a resolver.
Por ejemplo, una simulación hidrodiwtmica en la que cada procesador simula un ('1('10('111.0

del fluido, necesita de conexiolles cntre procesadores vccinos inmediatos, lIlif'Jllras C]tlCun
proceso de convolución de dos itwigcllcs, cn las que cada procf'sé\dor fCprpS{'llta un pixel de
una imagen, necesita una geometría de conexiones complct<ITllcntc distinta. Una marH'ra
obvia de resolver este problema es cOllstruj'PIHlo \Ina comput.adora en la que todos los
procesadores tienell conexiones con todos los d('IIl~\s. EII la pn\clica, ('sto no ('s realizahle.
,ya que se rcquieren (lV/2)(lV -1) conexioncs (-'11\lila máquina COII lV proccsadof('s, 11I'11I1('1'0
que crece muy rápidanl('nte,

El éxito de la ¡;CoIIIH'ction i\lachinc" ('striba ('11 ('1 uso de \lna topología de hilH'rcuho
para la..., ('onexioncs entre procesadores, UII hipercubo dc dimclIsic>n d consiste ell 2;/
nodos en los que cada uno se cOlllunica, de manera. directa, ron ti lIodos vecinos. Es
posible demostrar que un hipercuho de dilllCIlSiC>1lel ('s la manera ()plima e!e cotlf'ctar 2;/
procesae!or{'s rOIl una ree! de rotlexionC's e!e prop{)sito múltiple, .ya que a lo más se n{'cesitan
el conexiones para establecer cOlllullicación elltre e!os Ilodos cualesquiera, rf'quiricndo para
ello de solo d2;/-1 conexioIlC's, La "ColllH'ction ~Iachille" consiste en 211 1I0dos de procf'SO
interconectae!os con la topología de UII hipC'l"ClIho de 11 dilllensiones, contando cada nodo
con un IllllnerO máximo de :J'2 pro("('sadores para UII gran total de (i!),!):W pron:-sadorcs.
:\UIlf}UC los procesadores empleae!os til'lIell ulla capacidad de C<llllputO un poro menor al
de una computadora personal, la "COIIIl('ctioll i\lachinc" alcanza velocidades típicas de
0.1 Gflops, o sea, comparables a las supercomplltadoras más rápie!as en ('1 mercado,

En el caso particular de un código de IV cucrpos ell £'1quc la rllerza de in! ('racción ('S d£'
largo alcance, es necesario establecer COIllII11 icaciólI entre todos los procesadores. Bnlllet el
al. (1990) han implementado \In códi¡(o de ¡\' c\l('rpos de inte¡(ración dir('cta \ltilizando \In
esquema ópt.imo de cotllUlliracicln putrc los liados ell el q\le la rll£'l'za cn rada partícula cs
calculada al t.iempo fllIC la illrol"mé\ción de cada tilla de ellas ('s circulada por el llip('rcu!>o
dc proccsadores: en ('s1e caso el tiPlIlpo de cómputo se escala cotno N'!. /2/1, qll(' aunque
adol{'ce del escalamif'llto cuadnítico ('n el número de cuerpos, característico del IlHítodo
de intpgración directa, li(,lH~ {'i radar '2-d (jtH' n'duce t'1l gran nwdida el t¡('mpo rf'C(IH'rie!o.
Estos aut.ores reportan velocidadt's de hasta 5.'2 Gflops, C'lltre las más alt.as alcanzadas
hasta ahora en cualquier clase de computadora.

u.3 Códigos de "árbol"

La mcnte humana organiza la illrOrmaci{)1I qUl' 1'('('i1Jc dC'1 IIllllHlo c:xt('rior de mall('ra
jC'rárquica, es dC'cir, con ulla cantidad de detalle que depende dirpctall)('lltc de la impor-
tancia que t.ienc {'sa illrot"maci61l. Así, por ('j(,lIIplo, COIH)('C'1ll0S('Oll mayor detalle la vida
de nuestros parient.es cercanos qll(' la de pariellt('s Ipjallos. Est.e cf;qll('mét jer<irquico de
organizacic>n de inrormacióll ('s IIlIIY efi<:ipnte para sobrevivir, sin ser agohiado, en 1111
medio amhiente diuámico y rico en inrol"luCl('j()IJ. Este C'sqlll'lIla organiza! ivo ha servido
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de modelo a uu nuevo algoritmo para tratar el problema de N cuerpos: el algoritmo de
"árbol'l.
SeglÍn hemos visto en la Seco 2, la naturaleza de la fuerza experimentada por lirIa

partícula depende de la distancia a la q\le se encuentran las partículas responsables de
esta fuerza. EIl un código de árbol, la illformación del sistema de N cuerpos es guardada
en una estructura jcnirquica, llamada <1.1'1101,eH la que la distancia elltre la información
de dos partículas está en función directa de la distancia física ('lit re elléls; esto permite
que al calcular la fuerza sobre una partícula, un recorrido parcial del árbol, en el que la
información ele nodos lejanos es recobrada ('Oil mellor detalle, sea posihle, <-lhorrando así
tiempo de cálculo de una mallera uatural al problema. Existen en la actualidad dos tipos
de árhol que han sido implementados ('11códigos de 1\' clIerpos: árboles binarios y árboles
octales.
Enull ,írbol binario (Appel, EJ81, 198,,: .Jernigan, 1985; Porter, 1!l8,,), la información de

las partículas individuales csti-i CIIel nivel m,ís inferior; en el siguiente nivc11as partículas
son aparcadas COIlsus vecinos lIl,ís cercanos y la información de las jV partículas es susti-
tuida por la información de los ""/2 centros ele masa de tales pares. La misma operación
es IIsada para definir los niveles superiores del iÍrbol el1 la que se guarda la información
de los centros de masa de pares de pares de partículas y así sucesi\.amente basta llegar al
nivel superior que cOllsta de 1111 solo nodo que conticnc la información del centro de masa
de todo el sistema. Un ejemplo de ¡[rbol binario ('S mostrado en la Fil(. IGa. En un árbol
octal (13arnes y lIut, 19SG; 13arnes, 198G), partimos de nll cubo qlle contiene por completo
al sistema, el cual se subdivide en 8 octantes, cada UIlOde los cuales es a su vez dividido
en octantes y así sucesivamente, hasta que queda s610 ulla partícula en cada división. La
informaci6n del centro de lIIaHa de las partículas contenidas en cada división es guardada
en los nodos del ni\'el correspolldicllte del árbol octal. Uu ejemplo (ell dos dimensiones y
cuadrantes en lugar de octautes) de un ¡[rIJol octal es mostrado en la Fig. 1Gb. El número
de niveles de un •.írhol que describe a un sistPIWl de lV partículas es típicamente del orden
de 10gdN), donde k es igual a 2 para nn árbol binario, y 8 Jlara un árbol octal.
Un ejemplo del c,i1ctlio de la fuerza so1>l'e lIlla partícula, lIsando UIl árbol binario, se

Illuestra en la Fig. 17, donde partiendo (h~ la partícula en cllc~t.ión, recorremos el árbol
examinando nodos cada vez más superiores a lIledida. <¡ue nos alejamos del origen de
nuestro recorrido. Se necesit.a ent.ollccs 1II1crit.erio para decidir hast.a qué nivel debemos
recorrer el .lrbol al calcular la fuerza sobre tilla partícula y reglas dc composición para
propagar la información física del Histema de uu uivel a otro del ,írbol. Un criterio que ha
sido usado con éxito ell códigos de j\,r cuerpos de estc tipo, es comparar el diá,mctro di del
grupo de partículas contenidas cn un Hado 1, COIlla distancia r ent.re la partícula para la
que se calcula la fuerza y el centro de Illasa del nodo ell cuestión:

(22)

Si este criterio no se cllmplc1 entoll(,(,s (\R 1J('('('sario descender a 1111 nivel inferior y
examinar cada uno de los k nodos del nivell + 1 que descienden del nodo examinado. Es
claro que el pará,lllctro (}o fija la rr~solllción auv;ular del cálculo de fuerzas.
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FIGURA lu. Ejelllplos CII dos dimcllsiolles de UIl .irbol biliario (a) y 1111¡írlHlI octal (h).

FIGUIL\ 17. Ejemplo cid r{'corrido de un árbol bill<':lrio para calcular la fuerza -"ohre una partícula;
nótcse cómo la profundidad del recorrido e.s fUllción de la distancia a la partícula de interés.

J)<ldo que ('1crit('rio usado implica lIlla rrsolul'Í<>1I angular ("ollst.alll('. ('s nat.ural guardar
la inforlllaci611 de las partículas ("olltC'lIic!a.s ell 1111nodo COlIJO 1I11a('xpallsi<>1I en armónicos
es[pricos, donde el 1Il'lIllerO de térlllinos cOllsidl'rados CIl {'sta ('xpallsi()1I determina, a pre-
cisi<>n COllstantp, ('1 par;Í,lIlPtro de r('solución (Jo. Si, por ('jelllplo, i\l[, rf y Qf son la masa
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total, posición del centro de masa y el tensor de momento <¡uadrupolar de las partículas
contenidas en el nodo 1 y denotamos con los índices 1.:1,1.:1 + 1, ,. ,,1.:1 + (1.:- 1) los 1.:nodos
por debajo del nodo 1, las fórmulas de composición son entonces (Goldstein, 1980; Press,
198G):

kl+(k-I) kl+(k-I)

QI = ¿ Qi + ¿ Mi(3r,r, - 1';1),

kl+(k-I)

JI!¡ = ¿ Mi,
i=kl

i=J.:l

kl+(k-I)

rl = (M¡)-I ¿ Miri,
i=H

i=ki

(23)

donde 1es la matriz unitaria de :~X 3. N'ót('~(' que la nomenclatura usada para los índices
de los nodos hace mllY sencillo el mo\'el'llOS de IIll nivel a otro en el árbol: al descender en
el árbol, basta una multiplicación por k para eucolltrar el primer nodo. Al ascender en el
árhol, basta una división entre k, la parte elltera del cacicute nos indica el nodo superior
y el residuo nos proporciona el número de suhnodo.

Si la fuerza de interacción cntre las partículas i y j es de la forma Fij = lH¡lnj/(r)r,
donde /(r) es una función escalar, la fuerza que siente ulla partícula de masa nI- debido
al grupo de partículas contenidas en el nodo 1 es

F 1'(1'1) 1 [f"(r¡) /'(1'1)( rl'Q1'r¡)]- = M¡f(I'I)r¡ + --(Q¡,l')) +;- -,,-(rl' Q¡'rl)+ -- trQ¡- 2 '
nl 1"1 :2 r¡ 1"1 Ti

(24)
Los códigos de lV cuerpos que usan el algoritmo de <irhol son, en general, mucho Huís

nípidos que IIll código de integración directa, ya que, típicamente, es necesario calcular
del orden de 10g¡.(N) interaccioues por partícula (lIernquist, 1987), Además, al reflejar el
<írholla cstructura jerárquica misma del sistema, el algoritmo no impone sohre el sistcma
ninguna limit.ación sobre la simetría global eh» mismo, a diferellcia de los códigos de
expansión en fllIlciones armónicas. Por t'1ltimo, dado que no cs necesario introducir \lila
red cartesiana fija, como es el caso de los códigos de Fourier, sino que el árbol representa
tina red lagrangiana, la resolución espacial del código se ajust.a a la.., in homogeneidades
del sistema. Por todo esto, los códigos de ;:írbol son, al monH'nto presente, los programas
más eficientes petra estudiar la dinámica de sistcmas de llIuchos Cllcrpos, siendo limitante
principal la bús<¡ueda de nodos que satisfacen el Cl'i(erio de resolución espacial, y, para
el caso de códigos <¡ue usan árboles binarios, la velocidad a la <¡ue el árbol puede ser
rf'g;encrado y quc se escala con eilll'lIIlt'I'O de partículas como lV log(lV) (Jlf'I'Il<]uist. Ig87).
Hut.illas de regeneración parcial del .1,1'1>01 podrían lIlejorar sustancialmcntc la eficiencia de
estos códigos. Al mOlllento presente existe sólo 1111 número 1l111)' limitado de trahajos que
}¡all sido publicados y que hacell uso de esta tl~cllica (Porter, 1985; Barnes, 1988; Bouchet
y lIel'll<¡uist, HJ88; ¡\atz, 1!J91),
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7. CO:"CLUSIO:"ES

La silllulación III1IlH~rica COlIslit 1I)'C',hoy en día. tlll pilar adicional de la cicllcia q\le COtn-
plclIlC'lIta los ya tra<!iciollal('s de la {('Dría y la t'xperillwllt.aci6n. Este !]{'('ho ('s reconocido
en soci('cia<!C's ci{'lItíficas internacionales y lI11iv('rsidacl('s q\le !Jan organizado simposios,
f>lIhlieaclo lihros, drclkado revistas e incluido cursos dedicados a ('sta met.odología. La
hahilidad de poder diseilar HU experimento Illllll(.rico que 1)lH'c!a (,lIlular Ult fenómeno
físico, qnc por sus característ.icas es imposihle o IllIlY difícil de recrear ('11 1111lahoratorio,
dehe spr part.e dpl currícululIl b.lsico de los físicos qlle se fOl'lIIan ('11 la actualidad. lIoy en
día exist.cll IIlUcllOS prohlplllClS ('11 la astronomía IllO()('rIlfl quC' sólo pueden s('r ('stuc!iados
por 1IH'<!io de sillllllacioll(,s Illllll¡'ricas, e.g., el proceso de forlllaci()!l de lIna ('strclla de
IH'utrOJl('S o las cOlldicioll('S ('xtrcmas que se dan ell la proxillJidad de 1111agllj('ro !legro.
()PII! ro dp psle tipo de prohl(,lllas ('1 ;;chisico" y COIl mayor! ra<!ici()1l ('S ('1 prohlcma de
iV cuerpos.

EII ('stC' artículo J¡(,JIlOSpreselltado Ulla pallorama moderllo <h'l ('stado actual del pro-
hlC'lIla de iV Cll('rpos ell la astrollomía y de sus )H'rspedivas hacia el fnturo. II('mos exami-
nado con cif'rto detalle las t<;cllicas lIsadas y dado ('j('lIlplos dí' actualidad d('1 uso de cada
ulla de ellas. Se han discutido tamhién los peligros illil{'J'('IIt<'s ('11silllulacioll('s «11(' no han
sido diseilíHla.s ad(,clla<!alllenle y CII los eXr<'sos que purdpll ocurrir al aceptar resultados
Jlullléricos qllP 110 hall sido raciollalizados de alglllla Illall{'ra. Esperamos qlle el lector
haya ohtenido 1111eshozo de la importancia de ('sIc tipo de cóciigos C'II la J\strollomía ell
part iClllar, y de la física, ('JI gcn('rai. ya que {'stas cúdi~os se aplican <1(' i~lIal manera a
todo sistema forlllado d(' par! íClIlas, o que pu('de de alguna IIlflll('ra lIIodelarf'e por medio
de una n'pn's(,lltacic>1I p,"ralllllar, y cuyas fll{'rzas ('st:íll dadas por las mismas partes del
sistl'lIla. Esppralllos qlle este trabajo haya cOlltrihuido talllbi(;1l a forlllar ell la mente del
lector !lila Opillic)1I difen~ntc a la expresada por la Heal :\ca(!Plllia de la Lengua Espfll-lOla
cn la decilllollovella ediei()1I del Diccionario de la /,cngua H.''lul.1Iola <¡u(' aS('\'era:

Simular: Heprescutar lIlla cosa, fingit'Jldo o imitando lo que 110cs.
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